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1 はじめに

この講究録では, グレブナー基底計算のための weight生或アルゴリズムについて述べる. グレブナー基底
計算は, 数学, 物理, 工学において重要な道具てある. グレブナー基底計算の計算戦略は, ユーザーにょって
設定される項順序と weight に依存する. そして, 計算の複雑度はそれらに大きく影響される. 項順序を自動
的に生或する試みはすてに行われており, 我々は weight についても自動的に生或することを試みた. ここで
は, 効果的な weight を自動的に生或するいくつかの方法を提案し実際の問題に適応してそれらの有効性を
検討する.

2 概要

完全に斉次な多項式系のグレプナー基底の計算は, 次数を基準とした選択戦略のもとてよい振る舞いを
することが経験的に知られている. よい振る舞いの典型例として, 係数膨張を起こすことが少ないことを
挙ける. さらには, 入力された多項式系が斉次てなくとも weight を設定することて斉次化てきるならばそ
の weight のもとでグレブナー基底は効率的に計算される. そのような weight は, 入力された多項式系の
exponent vector より構或される線型方程式を解くことで得られる. たとえ, 多項式系を斉次化する weight
が存在しなくともなんらかの weight がグレブナー基底の計算に効果的に働くことがよく観られる. 我々は,
次の経験則を持っている. 与えられた多項式系の Newton polytopes をより” $\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}$

” にできるならば, 短い
時間でグレプナー基底を計算てきる. 我々はこの経験則に沿った weight を構或するさまざまな方法て定式
化をおこない, その経験則において最適であるとおもわれる weight $.\text{を}$与えるアルゴリズムを提案する. そし
て, 実際の問題からそのアルゴリズムて weight を構或しそれを用いた時の有効性を検討する.
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3 断り

この講究録では, floating の計算を避けるように定式化する. その理由は, 分野の違いから我々が floating
計算に精通しているとは言い難いからである. しかし, その後の研究で floating の計算を必要とする定式化の
ほうがよい weight を生或することがわかった. floating の計算を必要とする定式化は, ”

$\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$ Journal”
に投稿する予定である.

4 weight によって斉次化される場合

$P=\{tu^{10}+stu^{9}+s^{2}tu^{8}+t^{3}u^{7}+s^{3}tu^{7}, tu^{11}+stu^{10},tu^{12}+stu^{11}\}$

を例にとる. ここて, weight

$w=(s,t,u)=(2,3,2)$

を定める. これは, $s$ に $2,t$ に $2,u$ に 2 を weight として与えることを意味する. すると, 多項式集合 (1) よ共

通の weight(l) によって完全に斉次化される. このような $w$ を見つけるには以下の手順をとる.

一般に,

$P=\{f1, \ldots, f_{m}\}$ , $f_{i}= \sum_{j=1}^{L_{*}}.c_{i}$jx
$\mathrm{C}j_{\mathrm{J}}$

$(i=1, \ldots, m)$ . (1)

多項式集合が与えられたとき, $P$ を斉次化する共通の weight $w$ は存在するならば次の式を満たす、

$we_{i1}=we_{\mathrm{i}2}=...=we_{iL_{i}}$ $(i=1, \ldots,m)$ . (2)

(2) は,

$w(e_{i2}-e_{\mathrm{i}1})=0,$
$.$ .., $w(C:\iota_{i}-eiL*\cdot-,)=0$ $(i=1, ..., m)$ (3)

と同値であり連立線形方程式系 (3) を得る. 概して (3) は過剰決定系てあり incremantal procedure を用い
て効率よく解くことがてきる:

1. 連立線形方程式系から適当な subsystem を選びそれを解く.

2. 解が存在しないならば系全体にも解は存在しない.

3, 解が一意的に決まるならば残った方程式にその解を代入しそれが系全体の解てあることを確かめる.

4. さもなければ, subsystem に新たな式を追加しこの procedure を繰り返す.

5. 多項式系の解が次元をもつならば, 不等式系を解くことてその次元をもった解から適当に点を選ぶ.

weight は正数要素のみを許すためてある.

例として神戸大学の佐々木先生の問題をあける.

$P$ $=$ $\{f_{1},f_{2}, f_{3}\}$ ,

$f1$ $=$ $h_{1}c_{1}c_{1}+2h_{2}c_{1}c_{2}+2h_{3}c_{1}c_{3}+h_{4}c_{2}c_{2}+2h_{7}c_{2}c_{3}$,

I-2



3

$-(h_{1}+h_{4})c_{3}c\mathrm{s}-2m_{1}c_{1}-2m_{2}c_{2}-2m_{3}c_{3}$ ,

$f_{2}$ $=$ $h_{2}c_{1}c_{1}+2h_{4}c_{1}c_{2}+2h_{7}c_{1}c_{3}+h_{5}c_{2}c_{2}+2h_{6}c_{2}c_{3}$

-(h$2+$ h5)c3c3 $-2m_{2}c_{1}-2m_{4}c_{2}-2m_{5}c_{3}$ ,

$f_{3}$ $=$ $h_{3}c_{1}c_{1}+2h_{7}c_{1}c_{2}-2(h_{1}+h_{4})c_{1}c_{3}+h_{6}c_{2}c_{2}$

-2($h_{2}+$ h5)c2c3 $-(h_{3}+h_{6})c_{3}c_{3}-2m_{3}c_{1}-2m_{5}c_{2}+2$($m’$ $+$ m4)c3.

線形方程式系を解くと, パラメータ $(m, h)$ を含んだ解を得られる :

$w=(c_{1}, \ldots, c_{3}, m_{1}, \ldots,m_{5}, h_{1}, \ldots, h_{7})$, (4)

果, $m_{1}.,$
$h_{i}$ は,

$ci=m-h$ $(i=1, \cdots,3)$ , $m:=m$ $(i=1, \cdots, 5)$ , $h_{\mathrm{i}}=h$ $(i=1, \cdots, 7)$ .

正数要素の weight を得るため $(m, h)=(2,1)$ を選ぶ :

$w=$ $(1, \ldots, 1,2, \ldots, 2,1, \ldots, 1)$ . (5)

5 いかなる weight によっても斉次化されない場合
前の section の線型方程式系が解を持たないならば, 多項式集合はいかなる weight によっても斉次化する
ことはてきない。入力多項式集合がある weight と項順序によりすでにグレブナー基底になっている場合に
は, それを見つけるアルゴリズムはすでに与えられている.[1] 1,かし, 入力多項式集合がグレブナー基底て
ない場合, 最適な weight を見つけるアルゴリズムは見つかっていない. この講究録て, 我々は設定しない
ときより計算時間が短くなる 3 つの実験的アルゴリズムを提案する. 我々の指導原理は, weight によって与
えられた多項式集合を,てきる限り斉次化された系に近づけるようにすることてある. 我々は, この方針を次
のように定式化する:

はじめに, 我々は入力多項式集合の exponent vector から線型方程式系 $Ax=b$ をつくる. ここにおいて,
$A$ は $m\mathrm{x}n$ の行列, $x$ は $n$ 次元のベクトル, $b$ は $n$ 次元のベクトルである. 次に, 我々は $||Ax-b||_{2}$ を最小

化する $x$ を見つけるため最小 2 乗法をもちいる.
最小 2 乗法は, つぎの性質に基づいている,

$||$ Ax$\mathit{0}-b||_{2}=\min||Ax-b||_{2}\Leftrightarrow A^{T}Ax_{0}=A^{T}b$ , (6)

ここにおいて, 右辺は正規方程式とよぼれる. すべての或分が正の最小 2 乗解 $x$ が得られたならば, 我々は
それを weight としてもちいる. この正規方程式を効率的に解くため fraction free Gaussian 法を用いる.

例として, 次の多項式集合からはじめる,

$P=$ {$tu^{11}+tu10+stu’$ $+s^{2}tu^{8}+t^{3}u^{7},$ $tu^{11}+$ stu10, $tu^{12}+stu^{10}$ }, (7)

この多項式集合には, はじめの多項式集合 (1) とほぼ同じような項が現れている. 我々は, 方程式系 $Ax=b$

を得るために 3 つの戦略を提案する.
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5.1 各々の多項式に異なった total degree の目標を与える戦略

多項式集合 (7) から次の式を得る ,

$A=\{$

0110 00
119 -1 0 0
21800
037 -1 0 0

0111 00

$\backslash ,x=(\begin{array}{l}stut_{1}t_{2}t_{3}\end{array}),$

$b=\{\begin{array}{l}000000000\end{array}\},$ $Ax=b$.
0111 0 -10
1110 0 -10
0112 0 -1
1110 0 -1/

(8)

多項式集合 (7) が weight によって斉次化されるならぼ, この系は最適な weight を与える. 方程式系 (8) に
最小 2 乗法を適用し性質 (6) を用いると, 方程式系 (8) から次の式を得る:

$A^{T}Ax_{0}=A^{T}b$ . (9)

解は,

$x0=(0,0,0,0,0,0)$ , (10)

てあり明らかに不適てある.
この困難を避けるため 1 変数を正規化する. 例えば,

$\mathit{8}=1$ . (11)

この正規化のもとて, 式 (8) は次のように変形される,

$C=[311111111$ $111210111010897$ $-1-1-1-1-10000$ $-1-10000000$ $-1-10000000],y=(\begin{array}{l}tut_{1}t_{2}t_{3}\end{array}),$ $d=\{\begin{array}{l}00-1-200-10-1\end{array}\},$ $Cy=d$. (12)

方程式系 (12) に最小 2 乗法を適用し性質 (6) を用いると, 方程式系 (12) から次の式を得る:

$C^{T}Cy_{0}=C^{T}d$ . (13)

解は,

$y0=$ (29/24, 2/3, 199/24, 209/24, 217/24), (14)

$w=(s,t,u)=(1$ ,29/24, 2/3$)$ . (15)

同じ方向を向いた二つの weight は等価てあり, かっ大きな正数は計算によい影響を及ぼすことは少ない.
よって, 次の丸めの戦略を用いて丸める,
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. strategy 1

得られた weight vector の最小の要素を 1 に規格化し, 残った要素は最も近い正の整数に丸める.

. strategy 2

得られた weight vector に対して最小の或分を 1 に規格化した後適当な正の整数を乗算しすべての或
分が整数に十分近くなるようにする. その後, 規格化されたもの以外の或分を最も近い正の整数に丸
める.

この例では, strategy 1 から $w=(2, 2, 1)$ を strategy 2 から $w=(9,11,6)$ を得る.

同じ計算を他の規格化についてもおこなう,

$t=1$ or $u=1$ or $t_{1}=1$ or $t_{2}=1$ or $t_{3}=1$ . (16)

このようにたくさんの最適な weight の候補を得られてしまうのがこの定式化の問題点てある. その問題
を避けるには floating の計算を必要とする定式化を行えばよいのてあるが, その詳細については” $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$

Journal”に投稿する予定てある.

5.2 すべての多項式に共通の total degree の目標を与える戦略

多項式集合 (7) から, 次の式を得る,

$M=[000002111$ $311111111$ $101112111010987],$ $z=(\begin{array}{l}stu\end{array}),$ $n=\{\begin{array}{l}11111111\mathrm{l}\end{array}\},$ $Mz=n$, (17)

これは, 式 (8) に次の条件を課すことて得られる,

$t_{1}=t_{2}=t_{3}=1$ . (18)

方程式系 (17) に最小 2 乗法を適用し性質 (6) を用いると, 方程式系 (17) から次の式を得る:

MTMz0=MT乱 (19)

解は,
$z_{0}=$ $(\mathit{8}, t, u)=$ (2430/21367,3403/21367,1618/21367), (20)

てある. Section 5.1 の戦略を使って (2, 2, 1) あるいは (12, 17, 8) に丸められる.
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5.3 重複した exponent vector を省略した後すべての多項式に共通の total degree の
目標を与える戦略

多項式集合 (7) から, 次の式を得る,

$R=\{$

0 1 11
$\backslash$

0 1 10
1 1 9
2 1 8
0 3 7
1 1 10
0 1 12,

, $p=(\begin{array}{l}stu\end{array}),$ $q=(\begin{array}{l}1111111\end{array}\},$ $Rp=q$ , (21)

ここで注目していただきたいのは, (0, 1, 11) と (1, 1, 10) が一度だけ現れていることてある. この場合, 同じ
exponent vectors は一度だけ数えることとする.
方程式系 (21) に最小 2 乗法を適用し性質 (6) を用いると, 方程式系 (21) から次の式を得る:

$R^{T}Rp_{0}=R^{T}q$ . (22)

解は,
$p0=(s,t,u)=$ (324/2741, 435/2741, 208/2741), (23)

てある. Section 5.1 の戦略を使って (2, 2, 1) あるいは (3, 4, 2) に丸められる.

6 項順序の決定

ここまで, 効率的なグレブナー基底計算のための weight を決定する方法について議論してきた. 項順序を
決定する際にも, weight を考慮すべきという考えから項順序を決定する方法についても述べる. 再び, 経験
則を述べる :

weight の重い 1Eに変数を並べて the weighted total degree reverse lexicographic ordering を用いて計算.
するならば, 効率よくグレブナー基底を計算できる. もし weight について各々の変数がまったく具なった値
をもつならば, lexicographic ordering を使ったほうがよい.
もしまったく同じ weight を持つ変数が存在したならば, ユーザーに従うこととする.

7 Timing Data
この section ては, さまざまな setting における実際の問題のグレブナー基底計算の timing data を紹介

する. 次の表を説明する. Sawada は, 沢田先生の方法による項順序のみの提案を採用することを意味する.
特に, 特別な weight を設定することはしない. $W$-homo は, 入力多項式を Section 4 による方法で得られた
weight によって完全に斉次化てきたことを意味する. Method 1,2,3 は, それぞれ Section 5.1, 5.2, 5.3 に対応
した方法を示す. Stmtegy 1f2 は, それそれ Section 5.1 て示した丸めの戦略を採用したことを示す. Sawada
以外の項順序は, Section 6 て示した方法によって決定する. weight を設定した後, 斉次系てないものには 1
変数増やして斉次化し $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ lifting を適用する. その際, 増やした 1 変数の weight は 1 に設定する. Method
1 ては, すべての変数を一度 1 に規格化し best, と worst の時間を記載する.
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7.1 weight によって斉次化される場合

jimoto’s problem [3]
weight vector term ordering time

$s_{awada}^{-}$ $—-\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}^{-}$ set
—

$[\mathrm{q},\mathrm{u},\mathrm{w},\mathrm{e},\mathrm{k},0,\mathrm{d},\mathrm{c},\mathrm{f},\mathrm{b},\mathrm{a}]_{-},\mathrm{D}$RL out of memory ( $2_{-}\mathrm{G}$ byte)

W-ho $\mathit{0}$ [20, 18, 14, 12, 8, 6, 5, 4, 3, 2, 2] $[\mathrm{w},\mathrm{u},\mathrm{q},0,\mathrm{k},\mathrm{e},\mathrm{d},\mathrm{c},\mathrm{b},\mathrm{f},\mathrm{a}]$ , LEX 254 $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{s}+3$ hours
. $[]$ , weight $\sim$

$\backslash$ ( ーた 254 $\mathrm{J}\backslash$ レブ ー {
$\backslash \backslash$

$\cdot$

$.arrow$ $\overline{\mathrm{T}\prime\backslash }$ . $\{$

$\grave{\grave{\mathrm{a}}}$

$\text{レ}\backslash \backslash$ –
- た check , 3 $\backslash$

$\backslash$

. しゝし, jimoto ん I radical

$\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{p}\text{て}0$

$\mathrm{p}\mathrm{r}-$

oblem $arrow f$

$f.\text{多}$

$\backslash$

.
$\langle$

$\backslash$.
$\wedge^{\backslash ^{\backslash }}$

2
$\backslash \backslash$

$\text{レ}\backslash$

$\text{レ}-$

$-$

$($

$\{\sim\sim$

$\sim$

て 0 に還元されるのを確かめることは簡単で check のための 3 時間は必要ない,

7.2 いかなる weight によっても斉次化されない場合

weight はこれ以外の多くの問題でグレブナー基底の計算コストを減らす効果がみられるので今後もこの研
究を続けていきたい. なお, ここては紙面の関係て 2 つの例のみを載せることをお詫びする.
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