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PC-PRS算法による多変数近似GCD計算

讃岐勝
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1 はじめに

$\mathrm{Z}\mathrm{h}\mathrm{i}$ . 野田 [ZN99] により、多変数多項式近似 GCD を求める方法としていくつかの実験がされた。PRS(多
項式剰余列) 算法は精度が安定しているが係数のサイズが指数的に増大したり、GCD$=1$ の場合には最後ま

て計算しなければならず計算時間がかかってしまう。Modular算法は GCD$=1$ には計算が速いが、 $\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{D}\neq 1$

の場合には P$ 算法同様に係数が指数的に増大してしまう。EZ-GCD(EZ は Extended Zassenhaus の略)
は Hensel 法を用いて求める方法であるが、Hensel 法の問題点てある 「主係数問題」などがあったり近似

GCD の場合には精度が悪いことが知られている。 また補間法は多数の項の場合に弱く、 どれも決定的な方
法とはいえない。
ここては精度の安定している PRS 算法に注目することにして、P$ を効率よく計算する方法の 1 つとし

てとして、佐々木・鈴木 [SS92] による PC-PRS 算法を紹介して、近似演算に対しても計算てきるように定
義した近似 PC-P郎算法をデータを見ながら検証していく。
本論ては次の記号を用いる。

$K$ : 数体

$x,y,$ $\cdots,$ $z$ : 変数、 $x$ を主変数とする
$1\mathrm{c}(F)$ : 多項式 $F$ の主係数

coef(F) : 多項式 $F$ の係数
$\deg$ (F): 変数 $u$ #こ対する $F$ の次数

tdeg(F) : 多項式 $F$ の全次数

cont(F) : 多項式 $F$ の係因子
$\mathrm{p}\mathrm{p}(F)$ : 多項式 $F$ の原始的部分 $\mathrm{p}\mathrm{p}(F)=F/\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(F)$

$\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1}, P_{2})$ : 多項式 $P_{1},$ $P$2の最大公約因子

2 PC-PRS 算法
POPRS 算法とは. Power-series Coefficient Polynomial Remainder Sequence の略てあり、べき級数係

数P$ 算法とも呼ばれる。
与えられた多変数多項式 $P_{1},$ $P_{2}$ について、PRS 算法を用いて $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1}, P_{2})=G$ を求めるときに、擬除算を

用いての Euclid の互除法によって、 $(P_{1} , P_{2}, P_{3}, \cdots , P_{k}, P_{k+1}=0)$ と次々と計算していき、 $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1},P_{2})\neq 1$
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の場合には. $P_{k}=cG$ where $c\in K$ [x, $y,$ $\cdots,$ $z$ ] なる関係を満たすので、 $G=\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{o}(P_{k}, c)$ と計算される。 こ

こで、 $\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{o}(P_{k}, c)$ は $P_{k}$ を $c$ で割ったときの商を表す。 しかし、 商を求めるだけなら除数、被除数の全ての
情報が必要なわけではない。

例として、 除数の次数が 100、 除数の次数が 90 の場合には商の次数というのは 10 となることが分かり、
この場合、 商を計算するだけなら除数、被除数の高次項 (低次項) の 10次分の情報だけあれば十分てある。
以上に着目したのが PC-PRS 算法であり、 これにより PR.S 算法を効率よく計算することが可能であるこ
とが知られている。以下は PC-PRS 算法のアルゴリズムになる。詳しくは $[\mathrm{S}\mathrm{S}92],[\mathrm{S}\mathrm{a}]$ を見てもらいたい。

アルゴリズム 1 $(\mathrm{P}\mathrm{C}-\mathrm{P}\mathrm{R}\mathrm{S}(P_{1}, P_{2}))$

Input: Polynomial $P_{1},$ $P_{2}\in K$ [y, $\cdot$ . ., $z$ ] $[x]$

(全次数 e\leq E(上限))

Output: $H=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1}, P2)$

$g=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(1\mathrm{c}(P_{1}), 1\mathrm{c}(P_{2}))_{j}$

$e:=1\ovalbox{\tt\small REJECT}$

loop: Calculate PRS $(P_{3},\cdot,\tilde{P}_{k},\overline{P}_{k+1}\cdot\cdot\equiv 0)$;
ただし、 $\tilde{P}_{\dot{l}}$ は tdeg(coe絽)>e をカットする

If $\deg\tilde{P}_{k}=0$ then return 1
Else $\tilde{P}=g\overline{P}_{k}/1\mathrm{c}(\tilde{P}_{k})$; \leftarrow べき級数除算
$H=\mathrm{p}\mathrm{p}(\overline{P})$ ;
If $H|P_{1}$ and $H|P_{2}$ then return $H$

Else if $e<E$ then $<<e:=e+1$ ; goto loop$>>$

Else return 1

但し、 PRS $(\tilde{P}_{3}, \cdots , P_{k},\tilde{P}_{k+1}\equiv 0)$ の計算の中て、 多項式の乗除算にはべき級数乗除算を使っている。
また、 上限 $E$ は次の補題より決めることが出来る。

補題 1(上限 $E$ の決め方)
$E_{i}=\mathrm{t}\deg(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}(\mathrm{I}_{i}))$ $i=1,$ 2, $e_{i}=\mathrm{t}\deg(1\mathrm{c}(P_{i}))$ $i$ =1,2
$e”=\mathrm{t}\deg(\mathrm{g})$ where $g=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}$ ( $\mathrm{l}\mathrm{c}(P_{1})$ , lc(P2))
とするとき、

$E= \min\{E_{\dot{l}}-e_{\dot{\iota}}+e’’|i=1,2\}$

注意 1(e をシフトさせる理由)
この場合 $e$ はシフトさせていく必要が無いのだが、近似 PC-PRS 算法との対称性を見るためにこのように
作った。実際は $E$ を用いることて一回て GCD を求めることが出来る。

例 1(項の数につ $\mathrm{k}^{\backslash \text{て})}$

$F=(1+x^{2}+. \sum_{1=1}y_{i^{j}})(2+x^{2}+\sum_{i=1}^{n}y_{i})$

$G=(1+x^{2}+ \sum_{j=1}^{n}y_{1}.)(2+x-y_{1}y_{2}y_{3})$

について各 $n$ について PRS 算法て計算したときの項の数を比較する。ここて、各 $n$ について $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(F, G)=1$

てあることに注意して頂きたい。
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P郎を計算するときにはお互い Coliins の算法 [C067] を使ってぃます。 また表の各数値は PRS 算法て
$\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(F, G)=1$ と判定された時の $P_{k}$ の項の数を表してぃる。 1

3 近似PC-PRS算法
ここては PC-P郎算法を近似演算に対しても適用できるようにした近似 PC-PRS算法のアルゴリズムを

紹介して計算例を示す。基本となるものは、PC-PRS 算法と近似 PRS を計算する方法てある近似 PRS 算
法 [ONS91] の 2 つてある。簡単にここで使う記号の定義をしてがら、近似 PC-PRS 算法のアルゴリズムを
示していく。

定義 2(mmc)
多項式 $F$ の数係数のうち絶対値の最大の数を、 ここては $\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{c}(F)$ と表すことにする。

定義 3(normalization of polynomial(正規化))
多項式 $F$の正規化とは、$Farrow\eta F$ とすることてある。ただし、$\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{c}(\eta F)=1$ となるようにする。Normalize(F)
て表すことにする。

定義 4(prem’(正規化した擬剰余))
多項式 $F,$ $Gs.t$ . $\deg F\geq\deg G$ について、

$\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}’(F, G)$ $=$ $\frac{1\mathrm{c}(G)^{\deg F-\deg G+1}F-QG}{\max\{\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{c}(1\mathrm{c}(G)^{\deg F-\deg G+1}),\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{c}(Q)\}}$

のように定義する。

このとき、 近似 PC-P郎算法のアルゴリズムを次のようにした。
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アノレコリズム 2 $(\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{x}-\mathrm{P}\mathrm{C}- \mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{D}(P_{1}, P2;\epsilon))$

Input: Normalized Polynomials $P_{1},$ $P_{2}$ with $\deg P_{1}\geq\deg P_{2}$

a small positive number $\epsilon$o
Output: $D=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1}, P2, \epsilon)$

STEPI: $k:=2,$ $\gamma:=1;\overline{P}_{3}:=\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}’(\tilde{P}_{1},\tilde{P}_{2})$

STEP2: if $\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{c}(\tilde{P}_{k+1})<\epsilon 0$ then goto STEP3;
if $\deg\tilde{P}_{k+1}=0$ then goto STEP5;
$d_{k}:=\deg P_{k-1}-\deg P_{k;}$

$k:=k+1;\gamma:=1\mathrm{c}(\tilde{P}_{k-1})^{d_{k-1}}\gamma^{1-d_{k-1}}$;
$\beta:=\mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}1\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}(1\mathrm{c}(\tilde{P}_{k-1})\gamma^{d_{k-1}})j$

$\tilde{P}_{k+1}:=\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}’(\tilde{P}_{k-1},\tilde{P}_{k})/\beta;\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{o}$ STEP2;
STEP3: $\epsilon:=\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{c}(\tilde{P}_{k+1});P$\tilde k $:=\mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}1\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}(\mathrm{I}_{k})$;

$\tilde{P}_{k}:=\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{f}(\tilde{P}k, 2\epsilon)$ ;
$G$ $:=$ Approx $-\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(\mathrm{l}\mathrm{c}(P_{1}),1\mathrm{c}(P_{2});\epsilon)$

$\tilde{P}:=G\tilde{P}_{k}/1\mathrm{c}(\tilde{P}_{k})$ ; \leftarrow べき級数除算
$\overline{P}$

$:=\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{f}(\tilde{P}, 2\epsilon)$ ;
$\mathrm{s}\mathrm{T}\mathrm{E}\mathrm{P}4$ : $D’:=\mathrm{p}\mathrm{p}(\tilde{P}\cdot\epsilon)|j$

$C_{1}$ $:=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(P_{1;}\epsilon)$ ; $C_{2}^{1}$ $:=$ cont $(P_{2j}\epsilon)$ ;
$D:=(D’\mathrm{x}\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(C_{1}, C_{2j}\epsilon);\epsilon)$ ;

If $D|P_{1}$ and $D|P_{2}$ then return $(D,\epsilon)$ ;

STEP5: If $e<E$ then $<<e:=e+1$ ;goto Stepl $>>$ ;

Else return $(1, \epsilon 0)$ ;

$\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{E}\mathrm{P}1,\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{E}\mathrm{P}2$ は近似 PRS を計算しているにすぎすアルゴリズムは PC-PRS算法とほぼ同じてある。また、
STEP2 ての多項式の乗除算には PC-PRS算法の時と同様にべき級数乗除算を使っている。しかし、各 $\tilde{P}_{\dot{l}}$ に

ついて PC-PRS 算法の方ては係数の全次数についてにしか制限を掛けなかった。 しかし近似 PC-PRS 算法
の方では 3 変数以上の場合にそのままでは上手くいかなかった場合があったのて (例 2)、次の補題により各
従変数についても制限を掛けることにした。

補題 5(各従変数 $u$ tこ対する上限 $E_{u}$ の決め方)
$E_{i}=\deg$ (coef(I‘)) $i=1,$ 2, $e_{i}=\deg(1\mathrm{c}(P_{1}.))$ $i$ =1,2
$e”=\deg(g)$ where $g=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}$( $1\mathrm{c}(P_{1}),1$c $(P_{2})$ )
とするとき、

Eu=m石{E:-ei+e’’ $|i=1,$ 2} 1

この補題により $\tilde{P}_{i}$ の各従変数 $u$ について次数が $E_{u}$ より大きいものについては、 カットすることにする。

注意 2(e をシフトさせる理由)
$E$ のままて計算すると、誤差が悪さをして値を出してくれない場合がある $($例 $\mathit{2})_{\text{。}}$ なのて、効率は少し悪い

が $e=1$ からシフトをさせていくことにする。

例 2(近似 PC-PRS 算法での計算例)
$F=(x^{2}+y^{2}+0.3z^{3}-1)^{2}(xy-0.25)-10^{-5}xyz$

$G=(x^{2}+y^{2}+0.3z^{3}-1)(x-y)^{3}-10^{-5}(x+1-z)$
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について、精度 $\epsilon=10^{-4}$ での近似 GCD を近似 PC-PRS 算法により求める。

$e=1$ のとき $x^{2}$ –1.000010 と計算されるが、害リリ切れないので $e=2$ にする
$e=2$ のとき $x^{2}+0.999930y2$ -1.000010 と計算されるが、害リリ切れないので $e=3$ にする

$e=3$ のとき $x^{2}+0.999930y2+0.2999969z^{3}$ -1.000010 と計算され、 これは $F,$ $G$ ともに割り切ることが
出来るので、 これを答えとして返す。

この場合、 $e=3$ 以外で計算しようとするときちんとした近似 GCD を求めることはできない。補題 1 から
$E=6$ と計算されるのて $e=6$ で設定して計算すると、

$0.99999x^{2}-0.00027996079995592y^{4}+0.9999200004y^{2}+0.29999399994z^{3}-1$

というような値が出てきて、これは $F,$ $G$ の近似 GCD とはならない。

また、 この近似 GCD 計算において補題 5 を適用しなかった場合、近似 GCD を計算することは出来ないこ
とを付け加えておく。 1

4 実験

実験にあたり、誤差をつけた多項式どうしの近似GCD を考えるのではなく、 $x^{2}-y-1,$ $x^{3}-y-1$ のよ

うな根として $x-\sqrt{y+1},$ $x-\sqrt[s]{y}$+ のようなべき級数が入る多項式のを考えることにした。精度をつけ
た場合に、 $x-\sqrt{y+1},$ $x-\sqrt[\mathrm{s}]{y+1}$ などはあるところから無視てきるのて、 多項式として考えることが出来
るのだが、 このようなものについても近似 PC-P郎算法で計算できるがを検証する。
ここでは単に近似 GCD計算をするだけではなく、近似無平方分解を用いて各因子をそれぞれ求めれるか

を行った (実際にはこの実験の計算ては、 近似 GCD の計算は 1 回しか行っていないのて計算が出来ていれ
ば、. 近似無平方分解も上手くいっている)$\text{。}$ そして出来れば、多変数関数の場合の近接根というものをこれ
により考えたかったが、 今回はそこまて至らず計算だけに留まった。

実験 1

$F$ (x, $y$ ) $=(x^{2}-y-1)(x-1.09-0.514y+0.178y)2(x-1.003-0.5038y+0.127y^{2}-0.068y^{3})$

を精度 $\epsilon=10^{-2}$ で近似無平方分解をする。右辺の左 2 項は $x-\sqrt{y+1}$ の Taylor 展開したものに誤差を付
けたものにしてある。
$\sqrt{y+}=1+0.5y-0.125y2+0.0625y^{3}+\cdots$

結果

$Q_{1}$ $=x^{2}+0.065644586911383xy^{3}+0.05311446193811xy^{2}-0.013539727391765xy$

-0.08980969l675558x $+$ 0.0043092117907661y6-0.0047807841345645y5
$+$0.025383933149841y$4+$ 0.088229382809088y$3+$ 0.057711363787833y2
-1.0584931786955y-1.0898287567993

$Q_{2}$ $=x-0.065644586911383y^{3}+0.12594276903094y^{2}-0.50213013630412y-$ 1.0015951541622
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ただし、 $Q_{i}$は $i$ 重因子の集りである。この場合 $e=3$ で計算が終わる。また与えられた多項式は、 $F$ (x, $y$ ) $=$

$Q_{1}$ (x, $y$ ) $Q_{2}(x, y)^{2}+O$ ($0.01$ (x, $y$)) と分解することが確かめることが出来る。 また、 $e=4,5$ , $6$ のときの値に

ついては、 $Q_{2}$ の方にそれぞれ $y$ の 4, 5, 6 次までの項が付いた値が出てきて、 $x-\sqrt{y+1}$ を Taylor 展開し

たものに誤差をつけた値がててきて正しい値ではあるが、 この場合本来出てきて欲しくない値である。

実験 2

$G(x, y)=(x^{3}-y-1)(x+0.04y^{4}-0.06y\mathrm{a}+0.111y^{2}-0.333y-1)$

について精度 $\epsilon=10^{-4}$ で近似無平方分解する。

右辺の第 2 式目は $x-\sqrt[3]{y+1}$ の Taylor展開したものに誤差をつけた形にしてある。

結果

$Q_{1}=$ $x^{2}-$0.041153xy$4+0.061728xy^{3}-0.111111xy^{2}+$0.333333xy $+x+0.001693y^{8}-0.005079y^{7}$

$+$0.Ol2954!/’ $-0.041152y^{5}-0.028809y^{4}+$0.049382!/$3-0.111111y^{2}+0.666666y+1$

$Q_{2}=$ $x+0.040576y^{4}-0.060864y^{3}+$0.111055y$2-0.333166y-1$

のように分かれることが確認てきる。実験 1 と同様に値はきちんと出すことがてきた。

5 まとめ

PC-PRS算法を近似計算にも適用できるよう新しく定義した近似 PC-PRS算法を用いることて近似GCD
計算、近似無平方分解が出来ることは確かめることができた。但し、計算精度・計算効率の問題などをここ
ては触れることが出来なかったが、近似 PRS 算法よりもよくなることは期待される。一方て、従変数の次
数制限のところについてはシフトをさせているために無駄な計算をしているところもあり、 まだまだ改善

の余地はある。 これらを明確にすることは、 近似 PC-PRS 算法を広める上てやらなければならない仕事て
ある。
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