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ウェーブレットと作用素代数

東邦大学理学部加藤雅彦 (Masahiko KATO)
Faculty of Science, Toho University

本稿は Bratteli-Jorgensen による直交ウェーブレットと作用素代数に関する研究 $[\mathrm{B}\mathrm{J}97\mathrm{a},$ $\mathrm{B}\mathrm{J}97\mathrm{b}$ ,
$\mathrm{B}\mathrm{J}02\mathrm{a},$ $\mathrm{B}\mathrm{J}02\mathrm{b}]$ の一部を解説したものである. はじめに, 直交ウエーブレットの構或法から $L^{2}(\mathrm{T})$

上の作用素の関係 (Cuntz リレーション) を導き, 次に Cuntz リレーションを満たすような作用素
からてきる $C^{*}$ -代数 (Cuntz 環 [Cun77]) の $L^{2}(\mathrm{T})$ への表現からウエーブレットを構或する方法を
解説する. 最後に, ここて現れる $L^{2}$ (T) 上の作用素とウエーブレットの計算機処理に用いられる

Mallat のピラミツドアルゴリズムとの関係を紹介する. なお, ウエーブレットを構或する方法お

よびピラミッドアルゴリズムについては文献 $[\mathrm{B}\mathrm{J}02\mathrm{a}]$ を参考にした.

1 直交ウエーブレットと Cuntz リレーション
L2(\rightarrow の関数に対するスケール変換と平行移動を

$(U\xi)(x)=$ l4 $( \frac{x}{N})$ for $\xi\in L^{2}(\mathrm{R}),$ $x\in \mathrm{R}$

$(T^{k}\xi)(x)=\xi(x-k)$ for $k\in \mathbb{Z},$ $\xi\in L^{2}(\mathbb{R}),$ $x\in \mathrm{R}$

と定義する. ここて $N$ は 2 以上の自然数とする. $L^{2}(\mathrm{R})$ の関数族 $\{\psi_{i}\}_{i=1,\ldots,N-1}$ が直交ウエーブ

レットてあるとは $\{U^{j}T^{k}\psi_{i}\}_{*=1,\ldots,N-1}^{j,k\in \mathrm{Z}}$. が $L^{2}$ (R) の正規直交基底をなすときをいう. Haar のウエー

ブレットと呼ぼれる

$\psi_{1}(x)=\{$

1if $0\leq x\leq 1/2$

-1 if $1/2<x\leq 1$

0 otherwise

1if $0\leq x\leq 1/2$

$1$ if $1/2<x\leq 1$

$0$ otherwise

で定義される関数は, $N=2$ の場合の直交ウエーブレットになる.

注意 LL $L^{2}([0,2\pi))$ において, 関数 $\psi_{L}$ (t) $=e^{-it}$ に対して $\psi_{L}$ (nt) を対応させるユニタリ作
用素を $U_{n}$ とすれば $\{U_{n}\psi_{L}\}_{n\in \mathrm{Z}}=\{e^{-\dot{\cdot}nt}\}_{n\in \mathrm{Z}}$は正規直交基底となる. また, $l^{2}(\mathbb{Z})$ において関数

$\psi_{l}(i)=\delta(i)$ に $*$}$\backslash$ $|_{\vee}$で $\psi\downarrow(i-k)$ を対応させるユニタリ作用素を $T$ とすれば $\{T^{k}\psi_{l}\}_{k\in \mathrm{Z}}=\{\delta(i-k)\}_{k}$ \epsilon z

も正規直交基底となる. $U_{n}$ と $T$ はそれぞれスケール変換と平行移動に相当する. 直交ウエーブ
レットは $L^{2}$ (\rightarrow においてこの 2 種類のユニタリ作用素 $(U,T)$ を併せ持つことて正規直交基底とな
るような関数族てあるといえる.

今, Haar のウェーブレット $\psi_{1}$ は $U$ と

$\varphi(x)=\{$
1if $0\leq x\leq 1$

0otherwise
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から構或できることに注意する. すなわち,

$U \psi_{1}(x)=\frac{1}{\sqrt{2}}\varphi(x)-\frac{1}{\sqrt{2}}\varphi$(x–1)

$U^{-1}U \psi_{1}(x)=\frac{1}{\sqrt{2}}U^{-1}\varphi(x)-\frac{1}{\sqrt{2}}U^{-1}\varphi(x-1)$

$\psi$ 1 $(x)=\varphi(2x)-\varphi$(2x–1)

と表せる. この $\varphi$ のことを Haar の father 関数と呼ぶ. $N=2$ の場合の直交ウエーブレットは

Haar系以外にもいくつか知られているが, 基本的にはこのような $\varphi$ から $\psi_{1}$ が構或される. 以下,

しばらくの間, 関数を Haar系 $(\varphi, \psi 1, N=2)$ に固定して話を進めることにする. また簡単のため
$\psi_{1}$ を $\psi$ と書くことにする.

$\varphi$ の平行移動とその線形結合によって張られる $L^{2}(\mathrm{R})$ の閉部分空間を $V_{0}$ とする. すなわち

$V_{0}:=\overline{\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}}\{T^{k}\varphi|k\in \mathbb{Z}\}$

と定義する.

注意 L2. $V_{0}$ に $U$ および $U^{-1}$ をかけることて

$\ldots\subset U^{2}V_{0}\subset UV_{0}\subset V_{0}\subset U^{-1}V_{0}\subset U^{-2}V0\subset\cdots\subset L^{2}(\mathrm{R})$

とをる.

いま, $\psi$ は幅が 1/2 の階段関数なのて $\psi\in U^{-1}V_{0}$ となり, また, $\varphi$ と直交していることから
$\psi\in V_{0}^{[perp]}$ となるので, $\psi\in V_{0}^{[perp]}\cap U^{-1}V_{0}$ てあることがわかる. この $\psi$ の属する $L^{2}$ (R) の部分空間を

垣 0 $:=V_{0}^{[perp]}\cap U^{-1}V_{0}$

で表すことにする.
$\varphi$ と $\psi$ の関係を見るために, $\varphi\in V_{0},$ $\psi\in U^{-1}V_{0}$ であるから, $U$ を施して $U\varphi,$ $U\psi\in V_{0}$ とす

る. いま

$U \varphi(x)=\frac{1}{\sqrt{2}}\varphi(x)+\frac{1}{\sqrt{2}}\varphi$(x-1)

$U \psi(x)=\frac{1}{\sqrt{2}}\varphi(x)-\frac{1}{\sqrt{2}}\varphi$(x–1)

に注意して Fourier 変換をとると

$\overline{U\varphi}(t)=\frac{1}{\sqrt{2}}\hat{\varphi}(t)+\frac{1}{\sqrt{2}}e^{-i\cdot 1t}\hat{\varphi}(t)=\frac{1+e^{-i\cdot 1t}}{\sqrt{2}}\hat{\varphi}$(t)

$\overline{U\psi}(t)=\frac{1}{\sqrt{2}}\hat{\varphi}(t)-\frac{1}{\sqrt{2}}e^{-i\cdot 1t}\hat{\varphi}(t)=\frac{1-e^{-i\cdot 1t}}{\sqrt{2}}\hat{\varphi}$ (t)

となり, ともに, それそれ周期 $2\pi$ の関数

$m_{0}(e^{-it}):= \frac{1+e^{-i\cdot 1l}}{\sqrt{2}}$

$m_{1}(e^{-it}):= \frac{1-e^{-i\cdot 1l}}{\sqrt{2}}$
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と $\hat{\varphi}$ との積で表せることがわかる. ここで
$\backslash$

は $L^{2}$ (R) での Fourier 変換を表す. $\varphi,$
$\psi$ を $m_{0},$ $m_{1}$

を用いて書き直せば

$\hat{\varphi}(t)=\frac{1}{\sqrt{2}}$ m$\mathrm{o}(e^{-it/2})\hat{\varphi}(\frac{t}{2})$

$\hat{\psi}(t)=\frac{1}{\sqrt{2}}$m1 $(e^{-it/2}) \hat{\varphi}(\frac{t}{2})$

とをる.

さらに $z=e^{-it}$ とすれば $m_{0},$ $m_{1}$ は複素単位円周 $\mathrm{T}=\{z\in \mathbb{C}||z|=1\}$ 上の 2 乗可積分関数て
あることがわかる. すなわち $m_{0},$ $m_{1}$ はそれそれ

$m_{0}(z)= \frac{1}{\sqrt{2}}(1+z)$

$m_{1}(z)= \frac{1}{\sqrt{2}}(1-z)$

となる. 例えぼ Daubechies のウェーブレットの場合には次のようになる.

例 L3(Daubechies).

$m_{0}(z)= \frac{1}{\sqrt{2}}(\frac{1+\sqrt{3}}{4}+\frac{3+\sqrt{3}}{4}z+\frac{3-\sqrt{3}}{4}z^{2}+\frac{1-\sqrt{3}}{4}z^{3})$

$m_{1}(z)= \frac{1}{\sqrt{2}}(\frac{1-\sqrt{3}}{4}+\frac{-3+\sqrt{3}}{4}z+\frac{3+\sqrt{3}}{4}z^{2}+\frac{-1-\sqrt{3}}{4}z^{3})$

注意 1.4. $\varphi$ について, $\{T^{k}\varphi|k\in \mathbb{Z}\}$ が L2(\rightarrow の正規直交系てあることと殆んど至るところで
$\sum_{l\in \mathrm{Z}}|\hat{\varphi}(t+2l\pi)|^{2}=1$が成立することが同値であることを利用すると,

$\langle\varphi, \psi\rangle$ L2 $(\mathrm{R})=\langle\hat{\varphi},\hat{\psi}\rangle_{\overline{L^{2}(\mathrm{R}})}$

$= \frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}}\hat{\varphi}(t)\hat{\psi}$ (t)dt

$= \frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}}\overline{\frac{1}{\sqrt{2}}m_{0}(e^{-it/2})\hat{\varphi}(\frac{t}{2})}\frac{1}{\sqrt{2}}m_{1}(e^{-:t/2})\hat{\varphi}(\frac{t}{2})dt$

$= \frac{1}{2\pi}C^{\overline{m_{0}(e^{-it})}m_{1}(e^{-it})|\hat{\varphi}(t)|^{2}dt}$

$= \frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\overline{m_{0}(e^{-it})}m_{1}(e^{-1t}.)\sum_{l\in \mathrm{Z}}|\hat{\varphi}(t+2l\pi)|^{2}$dt

$= \int_{\mathrm{t}t}\overline{m_{0}(z)}m_{1}(z)dz$

$=(m_{0},m_{1}\rangle_{L^{2}(\mathrm{T}\}}$

となることがわかる.

$U$ はユニタリ作用素なので
$\varphi[perp]\psi\Leftrightarrow U\varphi[perp] U\psi$

となることに注意して, $\overline{UV_{0}}$ および $\overline{UW_{0}}$ を求める. $UV\mathit{0}$ の元は

$Uf$, $f\in V\mathrm{b}$
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すをわち

$f(x)= \sum_{k\in \mathrm{Z}}b_{k}\varphi(x-k)$

$Uf(x)= \frac{1}{\sqrt{2}}\sum_{k\in \mathrm{Z}}b_{k}\varphi(\frac{x}{2}-k)$

と表せる. また $\varphi(x/2-k)$ の Fourier 変換は

$F[ \varphi(\frac{x}{2}-k)]=\int_{\mathrm{R}}e^{-}$
“

$x \varphi(\frac{x}{2}-k)dx$

$= \int_{\mathrm{R}}e^{-it}(2y+2k)\varphi(y)\cdot 2dy$

$=2e^{-jt\cdot 2k}\hat{\varphi}$(20

てあるから

$\overline{Uf}(t)=\sqrt{2}\sum_{k\in \mathrm{Z}}b_{k}e^{-it\cdot 2k}\hat{\varphi}(2t)$

となる. いま,

$\hat{\varphi}(t)=\frac{1}{\sqrt{2}}m_{0}(e^{-:t/2})\hat{\varphi}(\frac{t}{2})$

であるから

$\hat{\varphi}(2t)=\frac{1}{\sqrt{2}}m_{0}(e^{-it})\hat{\varphi}(t)$

より

$\overline{Uf}(t)=(\sum_{k\in \mathrm{Z}}b$k $e^{-\dot{l}t\cdot 2k}m0(e^{-it}))\hat{\varphi}(t)$

とをり,

$\xi_{f}(e^{-it}):=\sum_{k\in \mathrm{Z}}b_{k}e^{-jtk}$

とおくと, $\overline{Uf}$ の右辺は
$\xi_{f}(z^{2})m_{0}(z)$ , $z\in \mathrm{T}$

となっていることがわかる. したがって $L^{2}(\mathrm{T})$ 上の線形作用素 $S_{0}$ を

$(S_{0}\xi)(z):=m_{0}(z)\xi(z^{2})$ , $z\in \mathbb{Z}$ , $\xi\in L^{2}(\mathrm{T})$

と定義すると
$\overline{UV_{0}}=\{(S_{0}\xi)(e^{-it})\hat{\varphi}(t)|\xi\in L^{2}(\mathrm{T})\}$

と表せることがわかる. さらに $\{T^{k}\psi\}_{k\in \mathrm{Z}}$ が $W$ の正規直交基底てあることに注意すれば, 同様の
計算から

$(S_{1}\xi)(z):=m_{1}(z)\xi(z^{2})$ , $z\in \mathbb{Z}$ , $\xi\in L^{2}(\mathrm{T})$

と定義することにより
$\overline{UW_{0}}=\{(S_{1}\xi)(e^{-it})\hat{\varphi}(t)|\xi\in L^{2}(\mathbb{T})\}$

と表せる.
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上の計算から $V_{0}$ から $L^{2}$ (T) への等距離写像 $\mathcal{F}_{\varphi}$ を

$\mathcal{F}_{\varphi}$ :
$\sum_{k\in \mathrm{Z}}b_{k}\varphi$

(x-k)
$\mapsto\sum_{k\in \mathrm{Z}}b_{k}e^{-itk}$

と定義すると

$\mathcal{F}_{\varphi}$ 0 $0$ ) $=L^{2}(\mathrm{T})$

$\mathcal{F}$,(U$V_{0}$ ) $=S_{0}$ (L2 (T))

$F_{\varphi}$ (U$Wo$ ) $=S_{1}(L^{2}(\mathrm{T}))$

と表すことができる.

注意 L5. $V_{0}=UV_{0}\oplus UW$0 に注意すると, $S_{0}$ と $S_{1}$ の値域が直交し, かつ

$S_{\mathit{0}}S_{0}^{*}+S_{1}S_{1}^{*}=I$

となることがわかる.

$S_{0}^{*},$ $S_{1}^{*}$ は以下のようにして計算することがてきる. 一般に $f\in L^{2}(\mathbb{T})$ に対して

$\int_{\mathrm{T}}f(z)dz=\frac{1}{2}\int_{\mathrm{T}}f(\sigma_{0}(z))dz+\frac{1}{2}\int_{\mathrm{T}}f(\sigma_{1}(z))dz$

とてきることに注意する. ここで

$\sigma_{0}$ : $e^{-it}\mapsto e^{-}it/2$

$\sigma$1: $e^{-it}\mapsto$ e-j(t/2$+$2yr/2)

としている. これを利用して, 任意の $\eta,$
$\xi\in L^{2}$ (T) に対して

$(S_{0}^{*}\eta,\xi)=(\eta,$ $S_{0}\xi\rangle$

$= \int_{\mathrm{T}}\overline{\eta}$(z)mo(z) $\xi$(z2)dz

$= \frac{1}{2}\int_{1\Gamma}\sum_{w^{2}=z}\overline{\eta}$(w)m0 $(w)\xi(z)dz$

と計算てき, よって

$(S_{0}^{*} \eta)(z)=\frac{1}{2}\sum_{w^{2}=z}\overline{m_{0}}(w)\eta(w)$ , $z\in \mathrm{T}$

となる. $S_{1}$ も同様に

$(S_{1}^{*} \eta)(z)=\frac{1}{2}\sum_{w^{2}=z}\overline{m_{1}}(w)\eta(w)$ , $z\in \mathbb{T}$

とをる.

注意 L6. $\varphi$ と $\psi$ の直交関係について

$(\varphi, \psi)$ L2 $(\mathrm{R})=(m_{0},$ $m_{1}\rangle_{L^{2}(\mathrm{T})}$

$= \int_{\mathrm{F}}.\overline{m_{0}}(z)m_{1}(z)dz$

$= \frac{1}{2}\int_{\mathrm{I}}\sum_{w^{2}=z}\overline{m_{0}}(w)m_{1}(w)dz$
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より, $\psi$ に対して

$m_{1} \in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}S_{0}^{*}\Leftrightarrow\frac{1}{2})_{=z}^{\overline{m_{0}}(w)m_{1}(w)}=0\Rightarrow\varphi[perp]\psi$

となる. また, $\varphi$ および $\psi$ の正規性から

$\sum_{w^{2}=z}i_{\dot{|}}(w)m_{j}(w)=2\delta_{ij}$
, $i,j=0,1$

が成立する.

最後に, 一般の $N$ の場合を見ておくことにする. $m_{0},$ $\ldots,$
$m_{N-1}\in L^{2}$ (T) に対して

$(S_{\dot{l}}\xi)(z):=m_{i}(z)\xi(z^{N})$ , $z\in \mathbb{Z}$ , $\xi\in L^{2}(\mathrm{T})$

と定義すると, $N=2$ の場合と同様の計算から

$(S_{i}^{*} \eta)(z)=\frac{1}{N}\sum_{w^{N}=z}\overline{m_{i}}$(w) $\eta$ (w), $z\in \mathbb{T}$

となる. また $\varphi$ および $\{\psi_{:}\}_{i=1}^{N-1}$ について

$\hat{\varphi}(t)=\frac{1}{\sqrt{2}}$ m$0(e^{-it/2}) \hat{\varphi}(\frac{t}{2})$

$\hat{\psi}$

i $(t)= \frac{1}{\sqrt{2}}$m$:(e^{-jt/2}) \hat{\varphi}(\frac{t}{2})$

と表せるとすると, 直交関係と正規性について

$\sum_{w^{N}=z}\overline{m_{i}}(w)m_{j}(w)=N\delta_{ij}$
, $i,j=0,1,$ $\ldots$ , $N-1$ $(*)$

を仮定すれば十分であることがわかる. $L^{2}$ (T) の関数族 { $m\mathrm{J}_{i=0}^{N-1}$ に対して, 上の関係式 $(*)$ が或

立することは, 各 $m_{i}$ に対して定義される $S_{1}$. について Cuntz リレーション

$s_{\dot{\iota}j}^{*s=\delta_{ij}}$ I, $\sum_{\dot{\iota}=0}^{N-1}S_{i}S_{1}^{*}$. $=I$

が成立することと同値になる. $\cdot$ これは次のように示すことができる. ます, 任意の $\xi\in L^{2}$ (T) に対
して

$(S_{i}^{*}.S_{j}\xi)(z)=S_{i}^{*}(m_{j}(z)\xi(z^{N}))$

$= \frac{1}{N}\sum_{w^{N}=z}\overline{m_{\dot{\iota}}}$ (w)(mj(w)$\xi$(w$N)$ )

$= \frac{1}{N}\xi(z)\sum_{w^{N}=z}\overline{m_{i}}$ (w)m$j(w)$

$= \frac{1}{N}\xi$ (z) $\delta$i,jN

$=\delta$i,j $\xi$ (z)

となることから

$S_{i}^{*}S_{j}=\delta$i,jI
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が言える. 次に

$\{\sum_{i=0}^{N-1}S_{i}S_{\dot{l}}^{*}\xi,$ $\xi\}=\sum_{\dot{\iota}=0}^{N-1}\langle S_{i}S_{i}^{*}\xi, \xi\rangle$

$= \sum_{i=0}^{N-1}\langle S_{i}^{*}\xi, S_{i}^{*}\xi\rangle$

$= \sum_{\dot{\iota}=0}^{N-1}\int_{\mathrm{T}}$ ($\sum_{w^{N}=z}\overline{m_{\dot{l}}}$
(w) $\xi$(w)) $(_{w=}, \sum_{\sim},\overline{m|.}(w’)\xi(w’))dz$

$= \sum_{i=0}^{N-1}\int_{\mathrm{T}}\sum_{N}m_{i}(w)\overline{\xi}(w)\overline{m_{i}}(w’)\xi(w’)dz$.
$w’=zw_{N}=z$

ここて

$\sigma_{k}$ : $e^{-\dot{\iota}t}\mapsto e^{-i(t/N+2\pi k/N)}$ , $k=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

とおくと, $(*)$ が成立することと, ほとんどすべての $z\in \mathrm{T}$ に対して行列

$\frac{1}{\sqrt{N}}\{\begin{array}{lll}m_{0}(\sigma_{0}(z)) m_{0}(\sigma_{1}(z)) m_{0}(\sigma_{N-1}(z))m_{1}(\sigma_{0}(z)) m_{1}(\sigma_{1}(z)) m_{1}(\sigma_{N-1}(z))\vdots \vdots \vdots m_{N-1}(\sigma_{\mathrm{O}}(z)) m_{N-1}(\sigma_{1}(z)) m_{N-1}(\sigma_{N-1}(z))\end{array}\}$

がユニタリであることが同値であることに注意する. ユニタリ行列の性質から

$\sum_{i=0}^{N-1}\overline{m_{\dot{l}}}(\sigma_{k}(z))m_{i}(\sigma_{l}(z))=N\delta_{kl}$

が成立し

$\{N\sum_{\dot{\iota}=0}^{-}S_{\dot{*}}S_{\dot{*}}^{*}\xi,$

$\xi\}1=\sum_{i=0}^{N-1}\int_{\mathrm{r}},,\sum_{w_{N}^{N}=z}m:(w)\overline{\xi}(w)\overline{m_{i}}(w’)\xi(w’)dzw=z$

$= \sum_{i=0}^{N-1}\int_{\mathrm{T}}\sum_{k,l}m_{i}(\rho_{k}(z))\overline{\xi}(\rho_{k}(z))\overline{m_{i}}(\rho_{l}(z))\xi(\rho_{l}(z))dz$

$= \int_{\mathrm{T}}\sum_{k,l}\sum_{i}m:(\rho_{k}(z))\overline{\xi}(\rho_{k}(z))\overline{m_{i}}(\rho_{l}(z))\xi(\rho_{l}(z))dz$

$=N \int_{1\mathrm{T}}\sum_{k}|\xi$( $\rho$k $(z)$ ) $|^{2}dz$

$=\sim 4$ $|\xi$ (z) $|^{2}$ dz

$=$ $(\xi, \xi)$ .

よっで,

$\sum_{i=0}^{N-1}S_{i}.S_{i}^{*}=I$

が示される. また, 上の計算から逆が成立することもわかる.
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2 直交ウエーブレットの構成

関数族 $\{m_{i}\}_{i=0}^{N-1}$ $\subset L^{2}(\mathrm{T})$ が以下の条件を満たすと仮定する.

(i) $m_{0}(1)=\sqrt{N}$ ,

(ii) $\hat{\varphi}(t):=\prod_{k=1}^{\infty}\frac{m_{0}(e^{-itN^{-k}})}{\sqrt{N}}$ が $\mathrm{R}$ 上の 2 乗可積分関数として定義できる,

(iii) ある $a>0$ が存在して, 任意の $t\in(-a, a)$ に対して $\hat{\varphi}(t)\neq 0$ ,

(iv) ほとんどすべての $t\in \mathbb{R}$ に対して
$\sum_{\mathrm{t}\in \mathrm{Z}}|\hat{\varphi}(t+2l\pi)|^{2}=1$

,

(v) $L^{2}(\mathrm{T})$ 上の線形作用素として $(S_{i}\xi)(z):=m_{i}(z)\xi(z^{N})$ を定義するとき, $\{S_{i}\}_{i=0}^{N-1}$ が Cuntz リ

レーションを満たす.

このとき

$\hat{\psi}_{i}(t):=\frac{1}{\sqrt{N}}m:(e^{-it/N})\hat{\varphi}(\frac{t}{N})$ : $t\in \mathrm{a}i$ =1, .. ., $N-1$

と定義すると $\{\psi_{i}\}i=1N-1$ は $L^{2}$ (\rightarrow の直交ウエーブレットとなる. 条件 (v) から $\{\psi_{i}\}|.=1N-1$ が正規直交

系であることは直ちにわかる -.

$\langle$ $\psi$i, $\psi$j $\rangle$ L2(R)
$=\langle\hat{\psi}_{i}$ , $\overline{\psi_{j}}$ ) L2(R)

$= \frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}}\overline{m_{i}(e^{-it})\hat{\varphi}(t)}m_{j}(e^{-it})\hat{\varphi}(t)dt$

$= \frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}}\overline{m|.}(e-it)mj(e-")|\hat{\varphi}$(t) $|^{2}$ dt

$= \frac{1}{2\pi}(\mathrm{I}_{\pi}\overline{m_{i}}(e^{-}")mj(e^{-it})\sum_{l\in \mathrm{Z}}|\hat{\varphi}(t+2l\pi)|^{2}$dt

$= \frac{1}{N}\int_{\mathrm{T}}\sum_{w^{N}=Z}\overline{m_{i}}(w)m_{j}(w)dz$

$=\delta$ij.

よって Riesz-Fischer の等式

$\sum_{i=1}^{N-1}\sum_{n\in \mathrm{Z}}\sum_{k\in \mathrm{Z}}|\langle$ U$n$T$k\psi_{:}$ , $f\rangle$ $|=||$f $||^{2}$ , $f\in L^{2}(\mathbb{R})$

が成立することを示す. 前節と同様に $V_{0}$ を $\varphi$ の平行移動とその線形結合によって張られる $L^{2}(\mathrm{R})$

の閉部分空間とする. 本稿では証明を省略するが, $P_{n}$ を $U^{n}V_{0}$ への直交射影とするとき, 条件 (ii),

(iii) から $narrow-\infty$ のとき $P_{n}arrow I\mathrm{S}\mathrm{O}\mathrm{T}$

L2(R) が言える [Dau92]. このことから

$\sum_{i=1}^{N-1}\sum_{n=1}^{\infty}\sum_{k\in \mathrm{Z}}|$(U$n$T$k\psi$i, $f\rangle$ $|^{2}=||f||^{2}$ , $f\in V_{0}$

を示せば十分であることがわかる.
ます, 任意の $f\in V_{0}$ に対し

$\langle U^{n}T^{k}\psi_{i}, f\rangle_{L^{2}(\mathrm{R})}=\langle ek, S_{i}^{*}S_{0}^{*n-1}\mathcal{F}_{\varphi}(f)\rangle_{L^{3}(\mathrm{T})}$
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であることを示す、 ここで $e_{k}$ (z) $:=z^{k}$ としている.

$U^{n} \overline{T^{k}\psi}_{i}(t)=\int_{\mathrm{R}}e^{-itx}U^{n}T^{k}\psi_{i}(x)dx$

$= \int_{\mathrm{R}}e^{-}$
“

$x_{\frac{1}{\sqrt{N}^{n}}\psi_{i}(\frac{x}{N^{n}}-}k)$ $dx$

$= \int_{\mathrm{R}}e^{-}it$
( $Nn$ (y-k))

$\frac{N^{n}}{\Gamma N^{n}}\psi_{i}(y)dy$

$= \int_{\mathrm{R}}e^{-itN^{n}y}\Gamma N^{n}\psi_{i}(y)e^{-itN^{n}k}dy$

$=\Gamma N^{n}\hat{\psi}_{i}(tN^{n})e^{-:tN^{n}k}$

より

$(U^{n}T^{k} \psi_{i}, f\rangle=\frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}}\overline{U^{n}\overline{T^{k}\psi}_{1}.(t)}\hat{f}(t)dt$

$= \frac{1}{2\pi}7^{\sqrt{N}^{n}\overline{\hat{\psi}_{\dot{*}}(tN^{n})e^{-itN^{n}k}}}$ j,(f)(e$-$“) $\hat{\varphi}(t)dt$ .

また

$\hat{\psi_{i}.}(tN^{n})=\frac{1}{\sqrt{N}}$m$i(e^{-1tN^{n-1}}.)\hat{\varphi}(tN^{n-1})$

$= \frac{1}{\sqrt{N}}m_{i}(e^{-itN^{\mathfrak{n}-1}})\frac{1}{\sqrt{N}}m_{0}(e^{-itN^{n-2}})\hat{\varphi}(tN^{n-2})$

$= \frac{1}{\sqrt{N}}m:$ ( $e-\dot{\iota}$tN$n-1$
) $\frac{1}{\Gamma N^{n-1}}\prod_{j=0}^{n-2}m_{0}(e^{-\dot{\iota}tN^{\mathrm{j}}})\hat{\varphi}(t)$

$= \frac{1}{\sqrt{N}^{n}}m_{i}(e^{-itN^{n-1}})\prod_{j=0}^{n-2}m_{0}(e^{-itN^{j}})\hat{\varphi}(t)$

に注意すると

$\langle U^{n}T^{k}\psi_{i}, f\rangle_{L^{2}(\mathrm{R})}=\frac{1}{2\pi}\mathit{1}_{\mathrm{R}}^{m}:(e^{-itN^{n-1}})\prod_{j=0}^{n-2}m_{0}(e^{-itN^{j}})\hat{\varphi}(t)e^{-itN^{n}k}F_{\varphi}(f)(e^{-it})\hat{\varphi}(t)dt$

$= \frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}}m_{i}(e^{-itN^{n-1}})\prod_{j=0}^{n-2}m_{0}(e^{-itN^{j}})e^{-:\mathrm{f}N^{n}k}F_{\varphi}(f)(e^{-\dot{\cdot}t})|\hat{\varphi}(t)|^{2}dt$

$= \frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}m_{i}(e^{-itN^{n-1}})\prod_{j=0}^{n-2}m_{0}(e^{-itN^{\mathrm{j}}})e^{-iiN^{n}k}F_{\varphi}(f)(e^{-it})\sum_{l\in \mathrm{Z}}|\hat{\varphi}(t+2l\pi)|^{2}dt$

$=\langle s_{0^{-1}:}^{n_{Se_{k},F}}$,(f) $)$ L2(I)

$=\langle e_{k},$ $S_{\dot{\iota}}^{*}S_{0}^{*n-1}F_{\varphi}(f))_{L^{2}(\mathrm{T})}$

となる. よって

$\sum_{\dot{0}=1}^{N-1}\sum_{n=1}^{l}\sum_{k\in \mathrm{Z}}|$ (U$n$T$k\psi_{:}$ , $f\rangle$ $|^{2}= \sum_{i=1}^{N-1}\sum_{n=1}^{l}\sum_{k\in \mathrm{Z}}|\langle$ e $h$ , $S_{i}^{*}S_{0}^{*(n-1)}F_{\varphi}(f)\rangle$ $|^{2}$

$= \sum_{i=1}^{N-1}\sum_{n=1}^{\mathrm{t}}||$S$i*S0^{*}$ (n-0\sim (f) $||^{2}$
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$= \sum_{i=1}^{N-1}\sum_{n=1}^{l}\langle$ S; $S_{0}^{*(n-1)}F_{\varphi}(f),$ $S_{i}^{*}S_{0}^{*(n-1)}\mathcal{F}_{\varphi}(f)\rangle$

$= \sum_{i=1}^{N-1}\sum_{n=1}^{l}(F,(f),$ $S_{0}^{(n-1)}S_{i}S_{i}^{*}S_{0}^{*(n-1)}F_{\varphi}(f))$

$= \sum_{n=1}^{l}\langle$ $\mathcal{F}$,(f), $S_{0}^{(n-1)}(1-S_{0}S_{0}^{*})S_{0}^{*(n-1)}F_{\varphi}(f)\rangle$

$= \sum_{n=1}^{l}$ (\sim (f), $(S_{0}^{(n-1)}S_{0}^{*(n-1)}-S_{0}^{n}S_{0}^{*(n-1)})F_{\varphi}(f)\rangle$

$=\langle F_{\varphi}(f), (1-S_{0}^{l} t)\sim(f)\rangle$

$=||F_{\varphi}(f)$ l $2-||S_{0}^{*l}$ \sim $(f)||^{2}$ .

従って
$\lim_{larrow\infty}||S_{0}^{*l}\mathcal{F}_{\varphi}(f)||=0$ ,

すなわち, So が (広い意味で) 片側シフト作用素になっていれば証明が完或する. So は等距離作用
素であるから

$E_{k}:=S_{0}^{k}S_{0}^{*k}$ . $P_{u}:= \mathrm{s}-\lim E$k

とするとき
$S_{0}=S_{0}P_{u}\oplus S_{0}(I-P_{u})$

と Wold 分解てき, つぎの定理が成り立つ.

定理 2.1 $([\mathrm{B}\mathrm{J}07\mathrm{b}])$ . (i) $\dim P_{u}=0$ または 1,

(ii) $\dim P_{u}=1$ ならば, ほとんとすべての $z\in \mathrm{T}$ に対して $|m_{0}(z)|=1$ .
いま, 仮定より $m_{0}(1)=\sqrt{N}$ てあるから $P_{u}=0$ となり, $S_{0}$ は (広い意味で) 片側シフト作用素

であることがわかる.

3 ピラミッドアルゴリズム

$N-1$ 個のウェーブレットに対して, 分解アルゴリズムにおける関係式は

$\sum_{k\in \mathrm{Z}}c_{n,k}U^{n}T^{k}\varphi=\sum_{k\in \mathrm{Z}}c_{n+1,k}U^{n+1}T^{k}\varphi+\sum_{i=1}^{N-1}\sum_{k\in \mathrm{Z}}d_{n+1,k},|.U^{n+1}T^{k}\psi_{:}$ $(**)$

と表せる. ここて
$c_{n,k}=\langle$ $U^{n}T^{k}\varphi$ , f $\rangle$ =(e化 $S_{0}^{*n}F_{\varphi}(f)\rangle$

およひ

$d_{n+1},k,i=\langle$U$n+1$ T$k\psi_{i},$ $f\rangle$ $=\langle$e $k$ , $S_{i}^{*}S_{0}^{*n}F_{\varphi}(f)\rangle$

とをる.

任意の $f\in V_{0}$ に対し
$(U^{n}T^{k}\varphi,$ $f\rangle_{L^{2}(\mathrm{R})}=\langle e_{k}, S_{0}^{*n}F_{\varphi}(f)\rangle_{L^{2}(’\Gamma)}$
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であることは既に示したので,

$\langle UnTkp, f\rangle_{L^{2}(\mathrm{R})}=\langle e_{k}, S_{0}^{*n}F_{\varphi}(f)\rangle_{L^{2}(\mathrm{T})}$

$\text{を_{}\overline{\prime T}}g_{r}^{-}-?ll\mathrm{h}8-9\sim^{\mathrm{o}}-\grave{{}^{\backslash }\grave{\grave{\sqrt}}}\text{の_{}\mathrm{p}}^{-}\equiv\dagger \mathrm{g}\text{と}$$\Pi\overline{\mathfrak{o}}$ 7$ $t_{\sim}^{\sim}$

$U^{n} \overline{T^{k}}\varphi(t)=\int_{\mathrm{R}}e^{-itx}$U$n$T$k$p $(x)dx$

$= \int_{\mathrm{R}}e^{-itx}\frac{1}{\sqrt{N}^{n}}\varphi(\frac{x}{N^{n}}-k)dx$

$= \int_{\mathrm{R}}e^{-it(N^{n}(y-k))}\frac{N^{n}}{\sqrt{N}^{n}}\varphi(y)dy$

$=7$ $e^{-:}$tN$ny\Gamma N^{n}\varphi(y)e^{-:tN^{n}k}dy$

$=\Gamma N^{n}\hat{\varphi}(tN^{n})e^{-\mathrm{k}}"$
’

より

$\langle$U$n$T$k$ p, $f$ ) $= \frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}}\overline{U^{n}\overline{T^{k}}\varphi(t)}\hat{f}(t)dt$

$= \frac{1}{2\pi}/\sqrt{N}^{n}\hat{\varphi}(tN^{n})e^{-1tNk}." F_{\varphi}(f)(e^{-:t})\hat{\varphi}(t)d\#$ .

また

$\hat{\varphi}$(tN$n$ ) $= \frac{1}{\sqrt{N}}m_{0}(e^{-itN^{n-1}})\hat{\varphi}$(tN$n-1$ )

$= \frac{1}{\sqrt{N}}m_{0}(e^{-itN^{n-1}})\frac{1}{\sqrt{N}}m_{0}(e^{-itN^{n-2}})\hat{\varphi}(tN^{n-2})$

に注意して

$\langle$ U$n$ T$k$ p, $f\rangle$ Lz(g) $=5$ $\int_{\mathrm{R}}\prod_{j=0}^{n-1}\mathrm{n}_{0}(e^{-itN^{\mathrm{j}}})_{\hat{\mathit{1}}^{t}}(t)e^{-itN^{n}k}\mathcal{F}_{\varphi}(f)(e^{-1t}.)\hat{\varphi}(t)dt$

$=5$ $\int_{\mathrm{R}}\prod_{j=0}^{n-1}m$o $(e^{-\dot{0}tN^{j}})e^{-itN^{\hslash}k}\mathrm{F}_{\varphi}(f)(e -it)|\hat{\varphi}(t)|^{2}d\#$

$= \frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\prod_{j=0}^{n-1}m_{0}(e^{-:tN^{j}})e^{-\dot{l}tN^{n}k}7\varphi(f)(e -it)\sum_{l\in \mathrm{Z}}|\hat{\varphi}(t +2l\pi)|^{2}dt$

$=(S_{0}^{n}e_{k}, F_{\varphi}(f)\rangle_{L^{2}(\mathrm{T})}$

$=\langle e\mathrm{h}, S_{0}^{*n}\mathcal{F}_{\varphi}(f)\rangle_{L^{2}(\mathrm{T})}$

とをる.

最後に, 関係式 $(**)$ を $\{S_{i}\}_{i=0}^{N-1}$ を用いて図示すると

とをる.
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