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lntegrable systems in unfashionable geometries*

井ノロ順一 (Jun-ichi Inoguchi)
宇都宮大学教育学部 (Utsunomiya University)

概要

In this talk, I would like to exhibit some unfashionable geome-
tries which describe integrable systems $\cdot$

は $\llcorner^{\backslash ^{\backslash }}$めに

ソリトン理論が発展するたびに種々の古典幾何 (20 世紀初頭以前) が

再発見され, 可積分系理論 $+$現代の微分幾何で再び研究対象となった。
最初に蘇ったのは Sine-Gordon の幾何っまり負定曲率曲面。ついで (楕

円型版にあたる) Sinh-Laplace の幾何 (平均曲率一定曲面)。戸田方程式
から射影微分幾何などなど。

平均曲率一定曲面を除くと, どれも (国内) 微分幾何学者が興味 - 関心
をよせるものではないようである。
しかしながら可積分系 1をよく理解しようと思うと $\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\dot{\mathrm{e}}$ geom-

etry を使わざるを得ない。実際 Sine-Gordon, Sinh-Laplace の差分化がう
まくいく理由はこれらのもっ「大きな対称性」 にあり, 大きな対称性を説
明するのはどれも unfashionable geometry である 2。
この講演ではそういう unfashionable geometry に現れる可積分系の例

を 2 つ紹介する。

“ このタイトノレには $\backslash$ろいろ含みがあるのだが, “unfashionable”なる言葉自体は畏友
Burstall氏. Hertrich-Jeromin 氏の論文の題を借用した.

1の文化人類学的研究, っまり hierarchy $\mathrm{r}$ 佐藤理論のように可積分系に共通した性質
を調べる社会学的研究に対し, 各々の系特有の性質や構造を調べようという立場. 例えは
同じ AKNS 系でもそれぞれ違う文化があると考える. この見方は Lax 形式を定める群よ
り「大きな群の作用」 を見っけることから始まる。 同じ AKNS 系でも 「異なる大きな群」
の作用を持つ例がある.

2 [17], [18] を参照
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1 非線型シュレデインガ–方程式のもう一人の家族
と第 4 の幾何

非線型シュレデインガー方程式のラツクス表示 [33] を思い出そう:

AKNS による 2 行 2 列の固有値問題 [1] は未知函数 $\Phi=\Phi(x, t, \lambda)$ :
$\mathbb{R}^{2}$ (x, $t$ ) $\cross \mathbb{C}^{*}(\lambda)arrow \mathrm{S}\mathrm{L}2\mathbb{C}$ : に対する次の連立線型方程式であった:

$\Phi_{x}=\Phi$U $(x, t, \lambda)$ , $\Phi t=\Phi$V $(x, t, \lambda)$

(1.) $U=(\begin{array}{ll}\lambda q(x,t)r(x,t) -\lambda\end{array})$ , $V=(\begin{array}{lll}a(x,t,\lambda) \lambda)b(x,t c(x,t,\lambda) -a(x,t \lambda)\end{array})$ ,

この可積分条件
$V_{x}-U_{t}+[U, V]=0$

を書き下すと
$a_{t}=qc-rb$ ,

$qt-2aq-b_{x}+2\lambda b=0$ ,

$r\iota+2ar-c_{x}-2\lambda c=0$ .

となる。 $V$ の成分 $a,$ $b,$ $\mathrm{c}$ をうまくえらぶと当時知られていた範囲で全ての

可積分系が得られた。
非線型シュレディンガー方程式の場合は

$r=-\overline{q}$ , $a=2\sqrt{-1}\lambda^{2}+\sqrt{-1}|q|^{2}$ ,

$b=\sqrt{-1}q_{x}+2\sqrt{-1}\lambda q,$ $c=\sqrt{-1}\overline{q}_{x}-2\sqrt{-1}\lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}$

と選べばよく, 実際, 可積分条件は

$\sqrt{-1}qt+qxx+2|$q$|^{2}q=0$

なる。 とくに $V$ は $\lambda$ について 2 次多項式であることに注意する。 $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ ,
mKdV は 3 次式であり Sine-Gordn の場合はローラン多項式で幕は -1 か
ら 1 までである。
非線型シュレディンガー方程式の $U,V$ をよく見れば, $\Phi$ は $\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}\mathbb{C}$ の部分

群に収まることに気づく。 実際 $\Phi$ は $\mathrm{S}\mathrm{U}(2)$ に値をもつ。 暗いソリトンを

もつ「符号違いの非線型シュレディンガー方程式」の場合は $\Phi$ は $\mathrm{S}\mathrm{U}(1,1)$

に値をもつ。
そこで次の問題を設定しよう:
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問題 1.1 AKNS のラックス方程式で $V$ が $\lambda$ の 2 次多項式であるものが
定める可積分系は NLS 以外にあるか ?

問題 L2 NLS の場合の $\Phi$ が $\mathrm{S}\mathrm{U}(2),$ $\mathrm{S}\mathrm{U}(1,1)$ に値をもつことを説明でき
るが ?

この 2 つの問いに対する解答を T青氏 3 (上海・復旦大学) との共同研究 [7]
で得た。

定理 L3 $V$ が $\lambda$ について 2 次式のラックス対が定める可積分系は次の 3
つのどれかとゲージ同値

(2) $\{$

$q_{t}=q_{ss}+2q2r$

$r_{t}=-rss-2r$2q,
(3) $i\psi_{t}+\psi_{ss}-2|\psi|^{2}\psi=0$ ,

(4) $i\psi_{t}+\psi_{ss}+2|\psi|^{2}\psi=0$ .

これらは複素化非線型 Schr\"odinger 方程式 4の実形である。言い換えると
「V が $\lambda$ について 2 次式の AKNS ラックス対が定める系は複素化 NLS の
実形 3種である」 という至極妥当な結論である。
最初の系は複素化をそのまま単純に実簡約 (real reduction) したもので

ある。 この系の自明解 $q=r=0$ に Darboux 変換を施すと

$q= \frac{\lambda_{0}e^{\lambda_{0}^{2}t+c}}{\cosh(\lambda_{0}s)},$ $r= \frac{\lambda_{0}e^{-(\lambda_{0}^{2}t+c})}{\cosh(\lambda_{0}s)}$ ,

を得る。
$\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathbb{C})$ は実 6 次元の単純複索リー群である。 その実形 (real form) は

$\mathrm{S}\mathrm{U}(2)$ (コンパクト実形), $\mathrm{S}\mathrm{U}(1,1)=\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathbb{R})$ (非コンパクト実形) の 2種
類ある。

ここで次の初等的な事実を思い出す

$\bullet$ $\mathrm{S}\mathrm{U}(2)$ の随伴軌道は 2 次元球面 $S^{2}$

$\bullet$ $\mathrm{S}\mathrm{U}(1,1)$ の随伴軌道は双曲平面 $H^{2}$ , 擬球面 $S_{1}^{2}$ , 光錘のどれか $5\text{。}$

非退化なものは次のようにあらわせる:

$S^{2}=\mathrm{S}\mathrm{U}(2)/\mathrm{U}(1)$ ,

$3\mathrm{Q}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ Ding: 2003 年 7 月に来日しーケ月滞在予定だったが SARS の影響で上海から
の出国ヴイザ発給停止に遭い来日できなかった

4覧 [21] 参照
5それぞれ $x^{2}+y^{2}+z^{2}=1,$ $-x^{2}+y^{2}+z^{2}=-1,$ $-x^{2}+y^{2}+z^{2}=1,$ $-x^{2}+y^{2}+z^{2}=0$
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$H^{2}=\mathrm{S}\mathrm{U}(1,1)/\mathrm{U}(1)=\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathbb{R})$/SO(2),

$S_{1}^{2}=\mathrm{S}\mathrm{U}(1,1)$ /SO $(1, 1)=\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathbb{R})$/SO $(1, 1)$ .

随伴軌道だから, 一般論よりどれも等質 symplectic 構造が入っている。 と

くに $S^{2},$ $H^{2}$ はケーラー多様体で $S_{1}^{2}$ はパラケーラー多様体というものに
なっている。

註 1.4(ついでながら)
平行線の公理を証明しようという幾多の挑戦の後, 非ユークリツド幾

何が発見されたという歴史話は一度は読まれたことがあるでしよう。それ

は双曲平面の発見によるのですが, Riemann, Poincare の時代には 2 次元
の幾何学のモデルは “ユーク )$1$ ッド平面幾何”, “楕円幾何 ( $S^{2}$ の幾何)”, “

双曲幾何 ( $H^{2}$ の幾何)” の 3 つが挙げられています. Poincare は「科学と

方法」 の中で「第四の幾何」 というものを説明しています。それは現代の

言葉で説明すれば $S_{1}^{2}$ の幾何です。 また

$u_{xt}=\{$

$\sinh u$ ,
$e^{v}/2$ ,

$\cosh u$

はどれも $S_{1}^{2}$ へのシグマ模型です [11]. 第四の幾何は unfashionable ですが
可積分系には馴染み深いのです

大雑把に先に答えを述べておくと NLS, NLS(dark),「そのまま実形」 は
それぞれ $S^{2},$ $H^{2},$ $S_{1}^{2}$ 上の力学系である。 リー群の観点からすれぱ自然に
見 $\vee’\supset$かる方程式のファミリーといえる。 この理由を説明するために次の節
で $\lceil \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$ 多様体中の Schr\"odinger flowJ というものを考える.

最も単純な幾何つまり平面の場合にも NLS に相当する方程式があって
もおかしくはない。 次節で説明するが平面中の Schr\"odinger flow の方程
式は

$iq_{t}+q_{xx}=0$

で与えられる. つまり線型方程式 !(Schr\"odinger flow の観点からは, これ
も NLS の家族に入れるべきということになる)

2 Heisenberg強磁性体と橋本変換

まずは橋本変換の復習から。 渦糸の方程式

$\frac{\partial}{\partial t}\mathrm{r}(s;t)=\kappa(s;t)B(s;t)$
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の速度場 $T$ (s; $t$ ) $=\mathrm{r}_{t}$ は次の方程式を満たす

(5) $T(s;t)_{t}=T(s;t) \cross\frac{\partial^{2}T}{\partial s^{2}}$ .

これは Heisenberg 強磁性体方程式と同じである, さらに橋本変換

$\phi:=\kappa$ (s, $t$ ) $\mathrm{e}\mathrm{x}$p[i $\int\tau$ (s; $t)ds$]

に上り

$i \phi_{t}+\phi_{ss}+\frac{1}{2}(|\phi|^{2}+A(t))\phi=0$

に変換される.

$\psi(s;t):=\frac{1}{2}\phi(s;t)\exp$ ( $- \frac{i}{2}\int A$ (t) $dt$)

ともう一回変換すれば

$i\psi_{t}+\psi_{ss}+2|\psi|^{2}\psi=0$

と NLS の形になる.

NLS と (5) は等価であるとみなされる. 改めて (5) を眺めると $T$ は球面
$S^{2}$ 上を動くことから, ちょっと微分幾何を知っていれば次のように書き換
えられることに気づく $($

$T_{t}=J\mathcal{T}(T)$ ,

ここで $J$ は球面の複素構造とよばれるテンソル場で $\mathcal{T}(T)$ は $T$ の tension
field と呼ばれる量である. この形はもっと一般に次の状況で意味がある:

$(M, \omega)$ を symplectic 多様体とし擬リーマン計量 9 で以下の条件を満た
すものが与えられているとする:

$\omega$ (X, $Y$) $=g(X, KY)$

で交代テンソル場 $K$ を定義したとき

$g(KX, KY)=g(X, \mathrm{Y})$

を満たす。 この条件のもとでは $K^{2}=\pm 1$ である。 計量 $g$ が正定値のと
きは $K$ は概複素構造 $(K^{2}=-1)$ であり, $K^{2}=1$ となるときは概パラ複
素構造とよばれている。 計量 $g$ の定める微分 (Levi-Civita 接続) に関し
$K$ が平行であるとき $(M, \omega, g)$ はケーラー多様体 (K\"ahler) $\mathrm{r}$’パラケーラー
(paraKahle科多様体とよばれる 6。
写像 $u$ : $\mathbb{R}arrow M$ が

$u_{t}=KT(u)$

を満たすとき Schr\"odinger map とよぶ.

6奥村 [29] 参照。彼の分類リストをみると K\"ahler metric, paraK\"ahle,r metric, neutral
Kihler metric($g$ (JX, $J\mathrm{Y})=-g(X,$ $Y),$ $J^{2}=-1$ ) が現れている。
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命題 2.1 NLS, NLS-dark, 「そのまま実形」 はそれぞれ $S^{2},$ $H_{\sqrt}^{2}$. $S_{1}^{2}$ への

Schr\"odinger map である.

NLS のときは周知であった. Schr\"odinder map 1こつ $\mathrm{A}$ ‘ては 特にケーラー

多様体の場合, Uhlenbeck, 小磯憲史らの解析学的研究がある 7. とくに $M$

が複素グラスマン多様体のときは matrix nonhner Schr\"odinger equation
と呼ばれている系であることを注意しておく。matrix NLS の差分化も得
られている。

新しい系や NLS-dark も渦糸のように思えるだろうか?答えは次の通り:

命題 2.2 NLS-dark, 「そのまま実形」 はそれぞれ 3 次元平坦時空 8内の空

間的渦糸, 時間的渦糸である.

詳細は [7] を参照。

3 TiteiCa (Tzitzeica) 方程式とアファイン微分幾何学

まず 2 次元戸田方程式を復習しよう (児玉氏の稿 [22] も参照されたい)
$G$ を $X\ell$型のコンパクト Lie群としよう。 $G$ のリー環の極大可換部分代数

を $\mathrm{t}$ で表す。 $\mathrm{t}$ に関するルートの基本系 (単純ルート系) を $\Pi=$ $\{$ \mbox{\boldmath $\alpha$}1, $\cdot$ . . , $\alpha_{l}\}$ ,
最大ルートを $\alpha_{0}$ と書く。 最大ルートをルートの基本系で表示しておく;
$-\alpha_{0}=m_{1}\alpha_{1}+$ $\cdot$ .

$m_{\ell}\alpha_{\ell}$ . $m_{0}=1$ とおく $\circ$

双曲型と楕円型の方程式を並行して表記するために次の記法を準備して
おく。 ◇+=\triangle $=\partial_{x}^{2}+\partial_{t}^{2}$ , ◇-= $\square$ $=\partial_{x}^{2}-\partial_{t}^{2}$ :
リー環に値を持つ函数 $\Omega$ : $\mathbb{R}^{2}$ (x, $t$) $arrow\sqrt{-1}\mathrm{t}$に関する次の偏微分方程式

を $2\mathrm{D}$ affine Toda field equation of type $X\ell$ とよぶ.

$\mathrm{O}^{\pm}\Omega\mp\sum_{p=0}^{\ell}m_{p}e\alpha_{p}=0\alpha_{p}(\Omega)\#,$ $\alpha_{p}:\#$ coroot of $\alpha_{p}$ .

Type $A$ の場合

$\Omega=(\begin{array}{llll}\omega_{0} \omega_{1} \ddots \omega\ell\end{array})$

$\tau \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}$ の場合はまだない。解析の人は関心をもつだろうか ?
83-dimensional Minkowski spacetime $(\mathbb{R}^{3}, -dx_{\mathrm{O}}^{2}+dx_{1}^{2}+\cdot dx_{2}^{2})$
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$\alpha_{p}(\Omega)=\omega_{p}-\omega_{p-1},$ $\omega_{0}+\omega_{1}+1\cdot+\omega_{\ell}=0$ , $\omega_{p+(\ell+1)}=\omega_{p}$ : なので
戸田方程式は

(\mbox{\boldmath $\omega$}p)エエ $\pm(\omega_{p})_{tt}=\mp\{e^{\omega_{p}-\omega_{\mathrm{p}-1}}-e^{\omega_{p+1}-\omega_{p}}\}$

となる.

階数 1 つまり $G=\mathrm{S}\mathrm{U}(2)\backslash (A_{1}^{(\mathrm{D}})$ のとき:

(\mbox{\boldmath $\omega$}l)。x\pm (\mbox{\boldmath $\omega$}l)tt $=\mp\{e^{2\omega_{1}}-e^{-2\omega_{1}}\}$

だからこれは Sinh-Gordon 方程式または Sine-Gordon 方程式である: 実

際, 楕円型のとき $u=2\omega_{1}$ , 双曲型のとき $u=\sqrt{-1}\omega_{1}$ と定めれば戸田方

程式は \triangle u+si油 $u=0,$ $\square u-\sin u$ =0 の形になる。 これらはそれぞれ
3 次元空間内のガウス曲率 $1,$ -1 の曲面を定める。前者は平均曲率一定曲
面 9も定める。 また曲面の法線場 (ガウス写像) を考えればそれらはリー

マン球面 $\mathbb{C}P^{1}$ に値をもつ非線型 sigma模型 (harmonic map) で ha。に
こに書いたことについては [17] を参照してください)

階数をひとつ上げて $G=\mathrm{S}\mathrm{U}(3)(A_{2}^{(1)})$ : を考えよう.

◇\pm \mbox{\boldmath $\omega$}0 $=\mp\{e^{\omega_{0}-\omega_{2}}-e^{\omega_{1}-\omega_{0}}\}$ ,

◇\pm \mbox{\boldmath $\omega$}1 $=\mp\{e^{\omega_{1}-\omega_{0}}-e^{\omega_{2}-\omega_{1}}\}$ ,

◇\pm \mbox{\boldmath $\omega$}2 $=\mp\{e^{\omega_{2}-\omega_{1}}-e^{-\omega_{3}-\omega_{2}}\}$ .
これらは複素射影平面に値をもつシグマ模型を定める (楕円型の場合は

superconformal harmonic map とよばれる解を定めている)

$\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}-}\omega$0 $=0$ , $\omega_{2}=-\omega_{1},$ $u=\omega_{1}$ を課すと◇\pm u $=\mp\{e^{u}$ -

$e^{-2u}\}$ という方程式が得られる。 これをルーマニア人 10幾何学者に因み近
頃は Tzitzeica equation と呼ぶ (以前は $A_{2}^{(2)}$ -Toda, $BC_{1}$ -Toda, Dodd-
Bullough, Ziber-Shabat などとよばれていた)
この reduction の意味は楕円型のときは明確な説明がある。複素射影

平面の symplectic構造 {こ関し Lagrangian であることとこの reduction を
満たすことが同値である。楕円型 Tzitzeica 方程式の解は $\mathbb{R}^{2}$ から $\mathbb{C}P^{2}$

への Lagrangian minimal surface を定める。 とくに 2 重周期解が定める
Lagrangian mininlal torus が重要である。 これらはミラー対称性からの
要請で詳しく調ゝられている $11\text{。}$ Lagrangian minimal torus の決定・分類
はごく最近, 宇田川氏岬大医学部) によって為された [35].

$9\mathrm{F}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ ! 国内の微分幾何学者の中には可積分系=平均曲率一定曲面と早合点し
てる人もいる

10ルーマニアでは微分幾何の父とよばれて尊敬されているそうです。 戸田セミナーに相
当する “Tzitzeica Seminar” (ただし微分幾何) というのがあるそうです

11 Fashionable
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A型戸田方程式から Tzitzeica方程式を簡約する方法はここで挙げたもの
だけではない。 (ここで挙げたのは微分幾何学的の観点に基づぐ Darboux
も参照されるとよい) 戸田分子方程式からの簡約については広田先生の
稿 [16] を参照。

Tzitzeica 方程式の構造を深く理解するためにはアファイン微分幾何と
いう 12 幾何学が必要である. 大雑把にいえば

$\mathrm{o}$ アファイン微分幾何$=$ 等積変換群 $SL(3, \mathbb{R})$ $\ltimes \mathbb{R}^{3}$ を “合同群” とする
幾何のことで

$\circ$ 空間 = 等積アファイン空間 13 $\mathrm{A}^{3}$

というものである 0 従って二つの図形が 「合同」 とは 「体積」 が等しいと

いう意味である $14\circ$

Tzitzeica は球面のアファイン的類似 (アファイン球面 15) を発見し, そ

の構造方程式 (可積分条件) が今日 Tzitzeica 方程式と呼ばれるものである
ことを導いた。 更におどろくべきことに変換論までも行なってい\gamma \vdash -16。

球面は実は以下の二つの条件で特徴づけられる 17:
$\circ$ 位置ベクトルは曲面に横断的 (とくに法線方向).
$\circ$ 全ての位置ベクトルは一点に集まる (中心)
これらの性質は計量を捨象した世界でも通用する。そこでこれら二つを

満たすアファイン空間内の曲面をアファイン球面とよぶ 18.
註 ユークリッド幾何では球面は (大きさを除いて) ひとつしかないが

アファイン球面は無数にある。 Tzitzeica方程式の解が定めるのだから。

アファイン球面を漸近座標 $(u_{1}, u_{2})$ でパラメータ表示する: 曲面の位置

ベクトルを $F$ と書くと次の Gauss-Weingarten の公式に従う.

$F_{u_{1}u_{1}}= \frac{h_{u_{1}}}{h}F_{u_{1}}+\frac{a}{h}F_{u_{2}}$ ,

$F_{u_{1}u_{2}}=hF$

$F_{u_{2}u_{2}}= \frac{h_{u_{2}}}{h}F_{u_{2}}+\frac{b}{h}F_{u_{2}}$ .
12unfashionable geometry
13ふつうの空間 (ユークリッド空間) から長さ 角の概念を捨象した空間. 平行性と体

積・面積の概念はある。
14正確には等積変換 $\mathrm{S}\mathrm{L}_{3}\mathrm{R}\ltimes \mathbb{R}^{\dot{3}}$ で重なるとき合同という。
15球面のアファイン版
16野水・佐々木の教科書 [28] にも説明されているように Tzitzeica 方程式の発見がア
ファイン微分幾何の誕生である。 ところが不思議なことに (私の知る限り) 国内・外国を
問わずアファイン微分幾何 (現代人 !) の専門家で Tzitzeica 方程式を $\underline{.\ovalbox{\tt\small REJECT}<}$研究してい

る していた人物はた $\vee\supset$た–人, 黒瀬俊氏 (福岡大) だけである。 射影微分幾何の場合は
佐々木武氏 (神戸大) と吉田正章氏 (九州大) の一連の研究がある。深みのない研究につ
いては触れない

17学部水準の微分幾何の知識で証明できる
18正確な定義は [28] 参照
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可積分条件は Tzitzeica 方程式 (1907) である $19\circ$

$(\ln h)_{v_{1}u_{2}}=h-abh^{-2}$ , $a_{u_{2}}=b_{u_{1}}=0$ .

アファイン球面を差分化することで差分 Tzitzeica 方程式を得る 20
整数格子からアファイン空間への写像 $F=F_{n,m}$ : $\mathbb{Z}^{2}arrow \mathrm{A}^{3}$ が次の 2 条

件 21を満たすとき差分アファイン球面とよぶ.
$\circ F$ は差分漸近網つまり》各点 $F_{n,m}$ に対し,

$F_{n,m},$ $F_{n+1,m},$ $F_{n-1}$ ,m’
$F_{n}$ ,$m+1,$ $/\mathrm{n}_{m-1},\in\varphi_{n,m}$ .

であるような平面 $\mathrm{J}_{n,m}^{)}$ がとれる.
$\circ F$ は 2 階差分 $\Delta_{12}F$ :=Fn+l,m+l—Fn+-l,m+Fq,m+-l+Fn,。の方向

を向く

この差分曲面 (差分網) の可和分条件を計算するために次の記法を用意
する : $F_{1}=F_{n+1,m},$ $F_{2}=F_{n,m+1},$ $F_{11}=F_{n+2,m},$ $F_{12}=F_{n+1,m+1},$ $F_{22}=$

$F_{n,m+2}$ .
この記法を使うと Gauss-Weingarten の公式は

$F_{11}-F_{1}= \frac{H_{1}-1}{H_{1}(H-1)}(F_{1}-F)+\frac{A}{H-1}(F_{12}-F_{1})$ ,

$F_{12}+F=H(F_{1}+F_{2})$ ,

$F_{22}-F_{2}= \frac{H_{2}-1}{H_{2}(H-1)}(F_{2}-F)+\frac{B}{H-1}(F_{12}-F_{2})$ ,

となりその可和分条件は差分 Tzitzeica方程式

$H_{12}= \frac{H(H-1)}{H^{2}(H_{1}+H_{2}-H_{1}H_{2})-H+ABH_{1}H_{2}}$ ,

$A_{2}= \frac{H_{1}}{H}A$ , $B_{1}= \frac{H_{2}}{H}B$

$19\check{-}\vee\sim$ に挙げた連立方程式が Tzitzeica 方程式とよぶべきものである。 2 番目の式がら
$a=b=1$ となるよう座標変換をしてよいことがわかるので $(\ln h)_{u_{1}u_{2}}=h-h^{-2}$ と正規
化される。 Tzitzeica の原論文では正規化も行なっているので「正規化された方程式」 を
Tzitzeica方程式とよぶようになった。正規化をして $h=e^{u},$ $u_{1}=(x+t)/2,$ $u_{2}=(x-t)/2$
と置きなおせば口 u $=e^{u}-e^{-2u}$ の形になる. なお差分化の際は正規化を行なわないのが
ミソ. 次の項参照

20この差分化は Bobenko, Schief[3] による
212 段構えになっていることに注目。最初の条件はアファイン不変な網を定義してぃる。
その次にアファイン球面を特徴づける性質を挙けている. 差分 Sine-Gordon の場合は
最初の条件に続けて差分漸近網が Chebyshev 網であるという 「計量的性質」 を使う。 差
分 Sinh-Laplace のときは共形不変な差分双等温網に平均曲率一定曲面を特徴つける条件
(計量的) を課すという 2段構えになっている [17] 参照。 っまり 「計量的性質」 は差分化
のある種の障害になっている。 これが Sine-Gordon の超差分化が簡単でないことの幾何
学的説明 1 根拠である。 Tzitzeica 方程式はアファイン幾何に納まっているので障害がな
く超差分まで進める.
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であることが導ける。超離散 Tzitzeica 方程式は広田先生が得ていること
を注意しておこう [16].
註平面の特徴づけ

$\circ$ 全ての法線ベクトル場は平行

のアファイン的類似を考えることもできる. この場合は
$\circ$ 全ての横断的ベクトル場は平行

と定めることになる. この条件をみたす曲面を非固有アファイン球面とよ
ぶ。 この場合, 構造方程式は Liouville 方程式である。従って平面以外に無
数の解曲面がある。差分 Liouville 方程式の定める幾何学は松浦望氏 (東

北大院生) の修士論文 [23] で展開されている ([24], [26] 参照). さらに差分

Liouville方程式の幾何学的拡張に相当する方程式 (差分アファイン極小曲
面の構造方程式) を [25] で研究している. [25] において広田先生の平均軍
乗函数 [15] を用いて差分調和多項式の分類 22が行なわれている。 この結果
を利用して差分アファイン極小曲面の例を構成している.

22この結果は幾何を経由しない純粋な「差分学」 の結果である ! 差分学の結果が幾何
に応用された始めての例 (しかも日本人若手 $!$ ) であるという点でも注目したい。
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Unfashionable geornetry というだけあって実は Tzitzeica 方程式の厳密
解は Sine-Gordon ほどよくわかっていない。 そこで Sine-Gordon との比
較をしながら Tzitzeica 方程式の基本的な解を説明しよう 23

まず $u_{xx}-1tt=\sin u$ の 1-soliton解の幾何学的意味を説明しよう:
$\underline{\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{k}}$: $u$ (x, $t$ ) $=4\tan$ ( ex) の定める曲面は Beltrami’s pseudosphere
とよばれる: 回転而である (犬線をまわす)

$F(x, t)=\{\begin{array}{lll}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}^{\urcorner}t -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}t 0\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}t \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}t 00 0 1\end{array}\}\{\begin{array}{ll} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{f}_{1X} 0-x +\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{h}x\end{array}\}$

[12] より

23差分・超差分というのは実は気がはやい ?
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Moving Kink (1-solition) は Dini’s pseudosphere とよばれる螺旋面で
ある

$F(x, t)=\{\begin{array}{lll}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}^{1}t -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}t 0\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}t \mathrm{c},\mathrm{o}\mathrm{s}t 00 0 1\end{array}\}$ $\{\begin{array}{ll} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}x 0-x +\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{h}x\end{array}\}+$

注意

$K=-1$ の回転面で定まる Sine-Gordon の解は一般には楕円函数解で
ある。 擬球 (Kink) は初等函数に落ちている特別なケース. Gray の本 [12]
などを参照されたい.

[12] より
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アファイン球面の場合, (群が大きくなったので) 回転面が 3 種ある !
Elliptic rotafion or Rotafion

$F(x, t)=\{\begin{array}{ll}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}^{\urcorner}t -\mathrm{s}^{\tau}\mathrm{i}\mathrm{n}t 0\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}t 0\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}t0 01\end{array}\}$ $\{\begin{array}{l}f(\prime x.)0g(x)\end{array}\}$ ,

Hyperbolic rotation or Boost

$F(x, t)=\{\begin{array}{lll}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{h}t \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}t 0\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}t \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{h}b 00 0 1\end{array}\}$ $\{\begin{array}{l}f(x)0g(x)\end{array}\}$ ,

Parabolic rotation

$F(x, t)=\{\begin{array}{lll}1 0 tt 1 t^{2}/20 0 \mathrm{l}\end{array}\}$ $\{\begin{array}{l}f(x)0g(x)\end{array}\}$

$\Rightarrow 1$ -soliton解に相当するものが 3 種ある ??? ということになる

Elliptic rotation の場合 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$e^{u}=1- \frac{3}{2\cosh[\frac{2}{\sqrt{3}}(\lambda x+\lambda^{-1}t)]}$

という解が得られる. これは Jonas が 1915 年の論文で発表した解である。
この解が定める曲面は Kelch surface と呼ばれる.

[31] より
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このタイプの $‘(1$ -soliton解” を含む楕円函数解は

$e^{u}=A+ \frac{1}{2}r^{2}p^{2}\mathrm{s}\mathrm{n}^{2}(rx/2,p),$ $r>0,0\leq p\leq 1$ ,

$\mathrm{A}=\frac{1-\sqrt{\alpha^{3}+1}}{\alpha^{2}},$ $r^{2}= \frac{\alpha^{3}-2+2\sqrt{\alpha^{3}+1}}{\alpha^{2}},$ $p^{2}= \frac{4\sqrt{\alpha^{3}+1}}{\alpha^{3}-2+2\sqrt{\alpha^{3}+1}}$

で与えられる (宇田川) $\alpha=2$ のとき

$e^{u}=1- \frac{3}{2\cosh(\sqrt{3}x/2)}$

となる.

自明解 $u\equiv 0$ が定める曲面は Hexenhut とよばれる 2 次曲面 $(X^{2}+$

$\mathrm{Y}^{2})Z=1$ である. 自明解を含む解の族 (cnoidal 波解) $\{u_{\alpha}\}$ は次で与え

られる (宇田川)

$e^{u_{\alpha}(x,t)}= \frac{\alpha}{2}\{1-q^{2}\mathrm{s}\mathrm{n}(\frac{r}{2}(x-t),p)\},$ $\alpha\geq 2$ ,

$q^{2}= \frac{\alpha^{3}-2-2\sqrt{\alpha^{3}+1}}{\alpha^{3}}$ , $r^{2}= \frac{\alpha^{2}-2+2\sqrt{\alpha^{3}+1}}{\alpha^{2}},$ $p^{2}= \frac{\alpha q^{2}}{r^{2}}$ ,

$P_{III}-\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}.\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$

Sine-Gordon の $P_{III}$-reduction はよく知られている 24. $P_{III}$ に簡約する

必要十分条件は Amsler により与えられた.

“Sine-Gordon 場 $u$ (x, $t$ ) が $P_{III}$ に落ちる \Leftrightarrow 曲面の漸近曲線が直線”.
この条件を満たす負定曲率曲面を Amsler surface とよぶ.

$-u_{tt}+u_{xx}=\sin u$ を光錘座標 $(\zeta_{1}, \zeta 2)$ $=$ (x $+t,$ $x-t$) $/2$ を使って

$u_{\zeta_{1}\zeta_{2}}=\sin u$ の形にしておぐ Amsler の条件は Sine-Gordon場の方で見
ると $u=u$(r), $r=2\sqrt{\zeta_{1}\zeta_{2}}$ という ロ – レンツ不変性での簡約である. $r$

に関する微分を・で表すと $\ddot{u}+\frac{1}{r}u$

.
$+\sin u=0$ という常微分方程式に簡約

される. さらに次の変数変換 $y$ (t) $:=e^{\sqrt{-1}1k(}$r), $t=r^{2}$ を施すと

ゥ” $= \frac{(y’)^{2}}{\mathrm{t}j}-\frac{y’}{t}+\frac{\sqrt{-1}}{8t}(y^{2}-1)$ .

を得る. Tzitzeica方程式の場合は次の類似な性質を持つ.

“Tzitzeica場 $u$ (x, $t$ ) が $P_{III}$ に落ちる \Leftrightarrow 曲面の漸近曲線がアファイン的

にまっすぐである”.

24 この簡約を最初に発見したのは Bianchi らしい
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直線でない空間曲線に対し「アファイン的な曲率」 が定義される, 「ア

ファイン的な曲率」が恒等的に 0 である空間曲線をアファイン的にまっす
ぐな曲線 25 と仮によんでおく この場合は $(\log h)_{xy}=h-h^{-2}$ , $h$ (x, $y$ ) $=$

$H$ (r), $r=xy$ と $4\backslash$ うやはリ $\underline{\mathrm{n}-\triangleright\backslash \nearrow\backslash \backslash J-\cdot T\backslash \tau\acute{\grave{\wedge}}^{\mathrm{J}}\square 4\mathrm{i}\text{て^{}\backslash ^{\backslash }}\mathit{0})\ovalbox{\tt\small REJECT}^{J}f^{\wedge}\backslash \backslash \mathrm{J}}$である. $d/dr=$

と書けば

$\ddot{H}=\frac{\dot{H}^{2}t}{H}-\frac{\dot{H}}{r}+\frac{1}{r}(H^{2}-\frac{1}{H})$

変数変換
$y(t):=x^{\frac{1}{3}}H(r),$

$t= \frac{8}{\mathrm{s}\sqrt{3}}r^{\frac{3}{4}}$

を施して

$y”= \frac{(y’)^{2}}{y}-\frac{y’}{t}+\frac{y^{2}}{t}-\frac{1}{y}$

を得る. 標準形

$y”= \frac{(y’)^{2}}{y}-\frac{y’}{t}+\frac{1}{t}(\alpha y^{2}+\beta)+\gamma^{3}+\frac{\delta}{y}$ .

と比べると Sine-Gordon のときは $\alpha=-\beta=\sqrt{-1}/8,$ $\gamma=\delta=0$ , Tzitzeica
のときは $\alpha=1,$ $\beta=\gamma=0,$ $\delta=-1$ という特定のパラメータに固定され
ていることに注意.

$P_{III}$ 簡約については [2] に詳しく述べられている。

[2] より

25アファイン幾 (可では affine straight line とよばれている
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まとめと課題
$\star$ Tzitzeica 方程式は Sine-Gordon 方程式に比べ複雑な構造である。
$\star\theta$ 函数解は得られている (Sharipov, 宇田川)
$\star$ Tzitzeica方程式の Darboux 変換は Its により与えられている.
$\circ 3$ 種の回転面が定める $‘ t1$ -soliton 解” $1\urcorner$ “楕円函数解”の相互の関係な

どを明らかにしたい (研究進行中/宇田川-黒瀬 $-\mathrm{I}$ $[19]$ )

謝辞講演の機会をくださった増田哲先生, 有益なコメントをいただいた
広田良吾・高橋大輔・上野喜三雄・児玉裕治・箪三郎の諸先生方, Tzitzeica
方程式の楕円函数解についてご教示いただいた宇田川誠一先生に感謝いた
し主す
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