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シュレーディンガー作用素の負の固有値の個数の評価について

中野史彦 (東北大学理学研究科)

Fumihiko Nakano (Mathematical Institute, Tohoku University)

概要

シュレーディンガー作用素の負の固有値の個数の評価について、知られて
いる結果を復習し $[3, 4, 5]_{\text{、}}$ 2次元の場合の最近の結果 [6] の紹介を行う。

次のシュレーディンガー作用素を考える。

$H=$ -IS $+V$ on $L^{2}(\mathrm{R}^{d})$ .

区間 $I$ (CR) に対して月こ対応する $H$ のスペクトル射影作用素を $P_{I}$ (H) とする。

$N_{I}(H)=\dim$ Ran $P_{I}(H)$

とおいて,. $H$ の負の固有値の個数を $N_{(-\infty,0)}$ (H) と表す。 本講演の目的は、
$N_{(-\infty,0)}$ (H) について知られている主な結果を復習するとともに、 2 次元の場合につ
いての最近の結果を紹介することである。Birman, Schwinger による次の評価はよ
く知られている。

Theorem 1 (Birman-Schwinger bound) $d=3\emptyset \text{と}$ l.

$N_{(-\infty,0)}(H) \leq\frac{1}{(4\pi)^{2}}||$ V $||$ L, $||$ V $||$ L $:= \int_{\mathrm{R}^{3}}\int_{\mathrm{R}^{3}}\frac{|V(x)||V(y)|}{|x-y|^{2}}dxdy$. (1)

式 (1) は、 $||V||_{R}<\infty$ のときにのみ意味を持つものと解釈する。 $||V||_{R}<\infty$ のと

き、 $-\triangle+V$ は 2次形式を用いることにより、適当な定義域上において自己共役作
用素として定義され、 $a\sigma_{es}(-\triangle+V)=[0, \infty)$ である。

片$oof$. min-max principle により、 $V=-W\leq 0$ としてよい。また、 $V\in C_{0}(\mathrm{R}^{3})$

としてよい。 実際、 $V\in C_{0}(\mathrm{R}^{3})$ のときに (1) が証明されたとすると、 $||V||_{R}^{2}<\infty$

なる $V$ に対しては $\{V_{n}\}\subset C_{0}$ (R3) で $||V-V_{n}||_{R}arrow 0$ となるようなものをとる

と、 強レゾルベント収束の意味でー $\triangle+V_{n}arrow-\triangle+V$ となることから、 任意の

$E<0$ に対して

$N_{(-\infty,E]}$ $(-\triangle+V)$
$\leq\lim_{narrow}\sup_{\infty}N(-\infty$ ,El $(-\triangle+V_{n})$ .

よって $||V||_{R}<\infty$ となるような $V$ に対しても (1) が示される。
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次に $H_{\lambda}:=-\triangle-\lambda W,$ $\lambda$ >0 とおくと、 $H_{\lambda}$ の負の固有値 $E$ (\lambda ) は $\lambda$ につい

て連続かつ狭義単調減少であるから、 $E<0$ を任意にとると、

$N_{(-\infty,E]}(-\triangle+V)=\#$ { $\lambda\in(0,1]$ : $E$ is an eigenvalue of $H_{\lambda}$ }. (2)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が $E$ を固有値に持つとする。 このとき、 対応する固有関数を $\varphi$ とすると、
$\psi=\sqrt{W}\varphi$ は $K_{E}=\sqrt{W}(-\triangle-E)^{-1}\sqrt{W}$ の固有値 $\frac{1}{\lambda}$ の固有関数である。逆に $\psi$

が $K_{E}$ の固有値 $\frac{1}{\lambda}$ の固有関数であるとすると、 $\varphi=\lambda(-\triangle-E)^{-1}\sqrt{W}\psi$ は $H_{\lambda}$ の

固有値 $E$ に対応する固有関数である。よって (2) と合わせると、 Birman-Schwinger
principle と呼ばれる次の等式を得る。

$N_{(-\infty,E]}(H)=N_{[1,\infty)}(K_{E})$ . (3)

$K_{E}$ のヒルベルト シュミットノルムをとって $E\uparrow 0$ とすることにより、 式 (1) を
得る。 $\square$

$d\neq 3$ のときは、 この手法は直接適用できない。実際、 $d\leq 2$ のときは、 $E\uparrow 0$ とす

ると、 $K_{E}$ の積分核が発散し、 $d\geq 4$ のときは、 多くの場合に $||V||_{R}=\infty$ となっ

てしまう。 しかし、 (1) の証明方法を用いることにより、 Lieb-Thirring inequality
と呼ばれる固有値のベキ乗の和の評価が得られる。

$\sum_{j}|$ eA$\gamma\leq L_{\gamma,d}7d|$ V-(x) $|^{\frac{d}{2}+\gamma}$ d$x$ . $(4)$

ここで、 $\{e_{j}\}_{j}$ はー $\triangle+V$ の負の固有値、 $\gamma\geq\frac{1}{2}(d=1),$ $\gamma>0(d=2)$ ,
$\gamma\geq 0(d=3)$ である。 不等式 (4) の最良定数 $L_{\gamma,d}$ と準古典近似により phase
space volume を計算して得られる値 $L_{\gamma,d}^{d}$ との関係を調べることは重要である。
いくつかの場合においては、 これが等しいことが知られている。
式 (1) の右辺 $||V||_{R}^{2}$ は、 $|V|$ 力状きいときには $|V|^{2}$ のオーダーであるから、

$V\in C_{0}$ (Rd) について成立つ Weyl 評価 2

$N_{(-\infty,0)}(- \triangle+\lambda V)=\frac{\tau_{d}}{(2\pi)^{d}}\int_{\mathrm{R}^{d}}V_{-}(x)^{\frac{d}{2}}dx(1+o(1))$ , as $\lambdaarrow$ oo (5)

との比較により $\backslash$

$|$ V| 力状きいときにはよい評価ではないだろうと推測される。
これは、 絶対値のより大きな固有値は、 (3) により $K_{E}$ のより大きな固有値に対応す
ることからもわかる。 しかし、 $d\geq 3$ のときには次の結果がある。

1詳しくは [2, Theorem 1244] 及ひその参考文献を参照のこと
2 [3, Theorem $\mathrm{V}\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}.79$]. $\tau_{d}$ は $d$ 次元単位球の体積



Theorem 2 ( $\mathrm{C}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}-\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{t}\succ \mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{j}\mathrm{u}\mathrm{m}$ bound) $d\geq 3$ のとき、 ある $g\ovalbox{\tt\small REJECT}$

Cd<\otimes ’ご $\succ\backslash f$ して次力]$\backslash ^{\backslash }ff$立\supset 。

$N(- \infty,0)(H)\leq c_{d}\int_{\mathrm{R}^{d}}|V-(x)|^{\frac{d}{2}}dx$ . (6)

いくつかの証明が知られているが、 1 つの証明の方針は BS–principle(3) により、

$N(-\infty,E](-\triangle-W)\leq 2\mathrm{R}(W((-\triangle-E)^{-1}-(-\triangle+W-E)^{-1}))$

と評価し、 右辺に現れるレゾルベントをラプラス変換により heat-semigroup を用い
て書き表わす。更に、 それを Bro� nian bridge を用いて表現し評価することにより
(6) が導かれる。 $d\leq 2$ で証明が成立たない理由は、熱核の評価に現れる $(4\pi t)^{-\frac{d}{2}}$

の $\mathrm{t}>>1$ における減衰が十分で無いことに起因する ([3, Theorem XIII.12])。
さて、 (6) を用いることにより、 $d\geq 3$ のときは $V_{-}\in L^{\frac{d}{2}}$ (Rd) であるような

$V$ についても� $\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}$ 評価 (5) が証明てきる $[$3, Theoaem $\mathrm{V}\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}.80]_{0}$ 一方、 $d=1,2$
のときは、 (6) のような評価は存在しないことが次の定理からわかる [3, Theorem
VII.II]。

Theorem 3 $d=1,2$f
$V\in C_{0}$ (Rd), $V\leq 0$ とする。 このとき、 任薫の \lambda >0’ご

対し $N_{(-\infty,0)}(-\triangle+\lambda V)\geq 1$ .

証明は、 (3) を用いて Birman-8hwinger kernel ( $K_{E}$ の積分核) の評価の問題に
帰着し、 $\lim_{E\uparrow 0}||K_{E}||_{op}=\infty$ を示すことにより行われる。

Proof. (3) により、 任意の $\lambda>0$ に対しある $E<0$ がとれて $N_{[\frac{1}{\lambda},\infty)}(K_{E})\geq 1$ で

あることを示せば良い。 $K_{E}$ は pcsitive かっ compact であるから、任意の $\lambda>0$ に

対しある $E<0$ がとれて、 $||K_{E}||_{op} \geq\frac{1}{\lambda}$ であることを示せば良い。そのためには、
$\mathrm{h}.\mathrm{m}_{E\uparrow 0}||K_{E}||_{\varphi}=-$ を示せば十分である。 $\eta\in C_{0}(\mathrm{R}^{d})$ を $\sqrt{W}\eta\neq 0,$ $\sqrt{W}\eta\geq 0$

となるようにとる。そのフーリエ変換 $\sqrt{W}\eta$ (p) は連続で $p=0$ の近傍で 0 ではな
いから、

$<\eta$ , $K_{E}\eta>=<\sqrt{W}\eta,$ $(- \triangle-E)^{-1\sqrt{W}}\eta>=\int_{\mathrm{R}^{d}}\frac{|(\sqrt{W}\eta)(p)|^{2}}{p^{2}-E}dparrow\infty E\uparrow 0$

ゆえに. $\lim_{E\uparrow 0}||K_{E}||_{op}=\infty$ . $\square$

つまり、 $d=1,2$ の場合の特徴は $Earrow 0$ としたときに Birman-8h朝 nger
kemel が発散することにあるのだが、 $d=2$ のときは、 Stoiciu [6] による次の結果
がある。
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Theorem 4 $d=2$ のとき、

$N_{(-\infty,0)}(H) \leq 1+\int_{\mathrm{R}^{2}}\int_{\mathrm{R}^{2}}|V(x)||V$(y)||C1 $\log|x-y|+C_{2}|^{2}dxdy$ . (7)

ここで、 $C_{1}=- \frac{1}{2\pi}\prime C_{2}=\mathrm{p}1\mathrm{g}2\infty 2\pi-$ , $\gamma lJ$矛イラー定数である。

(1) のときと同様、不等式 (7) の右辺が有限であるような $V$ に対しては、 $-\triangle+V$

は 2 次形式により、適当な定義域上において自己共役作用素として定義され、かつ
$\sigma_{ess}(-\triangle+V)=[0, \infty)$ である。 (7) の証明は (3) を用いて $N_{(-\infty,0)}$ (H) を書き
表わし、 Birman-Schwinger kemel の中から $\log\sqrt{-E}$ のついた項を分離すると、
これがランク 1 の作用素に対応していることを用いることにより行われる。

乃 $oof$. (1) の証明と同様、 $V=-W\leq 0,$ $W\in C_{0}$ (R2) と仮定して証明すれば十
分である。 $E<0$ を任意にとる。 $(-\triangle-E)^{-1}$ の積分核は、 第 2種変形ベツセル関
数 $K_{0}$ を用いて次のように表される。

$(- \triangle-E)^{-1}(x, y)=\frac{1}{2\pi}K_{0}(\sqrt{-E}|x-y|)$ .

$K_{0}$ は原点において $\log x$ の特異性を持つが、それを次のように分離する。

$K_{0}(x)=-I0(x)\log x+h(x)$ .

ここで、 $I_{0}(x)$ は第 1種変形ベツセル関数、 $h$ は適当な実解析的関数であり、 $I_{0}(0)=1$ ,
$h(0)=\log 2-\gamma$ . ここで、 $\varphi\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R}^{2})$ を $\varphi(x)=1(|x|\leq 1),$ $=0(|x|\geq 2)$ ,
$0\leq\varphi(x)\leq 1$ となるようにとる。

$f(x)=- \frac{1}{2\pi}I_{0}(x)\varphi(x)$ , $g(x)=K_{0}(x)-f$ (x) $\log x$

とおくと、 $f,$ $g$ はともに滑らかな関数で $f(0)=- \frac{1}{2\pi}=C_{1},$ $g(0)=A1\circ 2-\vec{2\pi}=C2.$

ここで、 $K_{E}$ の積分核を次のように 2 つに分ける。

$K_{E}(x, y)=A_{E}(x, y)+B_{E}(x, y)$

$A_{E}(x, y)=\sqrt{W(x)}\{(f(\sqrt{-E}|x-y|)-C_{1})\log(\sqrt{-E}|x-y|)+C_{1}\log|x-y|$

$+g$( $\sqrt{-E}|$x-yD $\}\mathrm{r}$ )

$B_{E}(x, y)=\sqrt{W(x)}(C_{1}\log\sqrt{-E})\sqrt{W(y)}$.
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ここで、 $B_{E}$ はランク 1 であることに注意すると、

$N(-\infty,E])(-\triangle-W)=N_{[1,\infty)}(A_{E}+B_{E})\leq 1+||A_{E}||_{HS}^{2}$

$=1+ \int_{\mathrm{R}^{2}}\int_{\mathrm{R}^{2}}W(x)|\{(f(\sqrt{-E}|x-y|)-C_{1})\log\sqrt{-E}|$ x-y$|$

$+C1\log|x-y|+g(\sqrt{-E}|x-y|)\}|^{2}W(y)$dxdy.

$f,$ $g$ は滑らかてあること、 $W$ のサポートはコンパクトであることに注意して $E\uparrow 0$

とすることにより、 (7) を得る。 $\square$

(7) は、 より広いクラスのポテンシャルに対して (5) を証明するのには、 十分で
はない。 Khuri, Martin, Wu [1] によると、 次のような予想がある。

$N(- \infty,0)(-\triangle+V)\leq 1+C_{1}\int_{\mathrm{R}^{2}}|$V $|^{*}(x)$ $( \log\frac{|x_{0}|}{|x|})_{+}dx$

$+C2$ $\int_{\mathrm{R}^{2}}V_{-}(x)(\log\frac{|x_{0}|}{|x|})_{+}dx+C_{3}\int_{\mathrm{R}^{2}}|V_{-}(x)$ $|$ dx.

ここで. $x_{0}\neq \mathit{0}$ , lVl*tよ $V$ の $\Psi \mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}$ doereasing rearrangement である。
この予想を証明するのは困難であろうと推測される。一方、 不等式 (6) の証明方法を
用いることにより、 次の評価は比較的容易に得られる。

Theorem 5 $V\in L^{2}$ (R2)’))つ $V_{-}(1+(\log V_{-})1_{\{V_{-}(x)\geq 1\}})\in L^{1}$ (R2) とする &.
$E<0$ ’こ\succ \check $b$

$N(- \infty,E](-\triangle+V)\leq\frac{1}{4\pi}]_{\mathrm{R}^{2}}dxW(x)\{\frac{C_{1}}{|E|}+C2$ $(\log W(x)1\{W(x)\geq 1\}+1)\}$

彦だし、 $W=V_{-},$ $C_{1}=1,$ $C_{2}=1+e^{-2}$ である。

Proof. (1) の証明と同様にして、 $V\leq 0,$ $V\in C_{0}$ (R2) の場合に証明すれば十分で
ある。 [3, Theorem $\mathrm{X}\mathrm{I}\mathrm{I}.12$ ] の証明と同様に議論することにより、

$N_{(-\infty,E]}(- \triangle+V)\leq\frac{1}{4\pi}/\mathrm{R}_{2}dx\int_{0}^{\infty}dt\frac{e^{Et}}{t^{2}}\varphi(tW(x))$

$= \frac{1}{4\pi}\int_{\mathrm{R}^{2}}dxF(x)$ , (8)

$F(x)= \int_{0}^{\infty}dt\frac{e^{Et}}{t^{2}}\varphi(tW(x))$ .
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ここで、 $G(u)=u-ue^{-u}$ であり、

$\varphi(u)=\{$
$u(1-e^{-u})$ $(0<u\leq 2)$

$G(2)+(u-2)G’(s)$ $(2\leq u)$

$W(x)=0$ のとき $F(x)=0$ であるから、 $W(x)>0$ であるような $x$ について煮え
る。 $s=tW$(x) と変数変換すると

$F(x)=W(x) \int_{0}^{\infty}ds\frac{1}{s^{2}}e^{\frac{E}{W(x\rangle}s}\varphi(s)=W$ (x)$G(x)$ , (9)

$G(x)= \int_{0}^{\infty}ds\frac{1}{s^{2}}$ e� E(\sigma s\mbox{\boldmath $\varphi$}(s).

以下、 $G$ (x) の評価を行う。 $A>0$ を任意にとり、 積分を 2 つに分ける。

$G(x)= \int_{0}^{A}ds\frac{\varphi(s)}{s^{2}}e^{Wx}\neg^{E}7^{s}+\int_{A}^{\infty}d^{E}s\frac{\varphi(s)}{s^{2}}e^{\overline{\dot{W}}\Pi x}s=I+II$ . (10)

すると、

$\varphi(u)\sim\{$

$u^{2}$ $(uarrow 0)$

$u$ $(uarrow\infty)$

であることから、

$C_{1}= \sup_{u\in\langle 0,\infty)}\frac{\varphi(u)}{u^{2}}<\infty$ , $C_{2}=$ $\sup$
$\underline{\varphi(u)}<\infty$

$u\in$ (O, $\infty$ ) $u$

てあることがわかる。実際、 $C_{1}=1,$ $C_{2}=1+e^{-2}$ . $E$ <O であるから、

$I\leq C_{1}A$ (11)

と評価てきる。垣については、 $u=\cup EsW(x)$ と変換して、

$II= \int_{A}$

“
$ds \frac{\varphi(s)}{s^{2}}e^{\frac{E}{W(x)}s}\leq C_{2}\int_{A}$

“

$\frac{ds}{s}e^{\frac{E}{W(x)}s}=C_{2}\int_{\overline{W}}^{\infty}E+_{x}A\frac{du}{u}e^{-u}$.

部分積分により、

$\int_{Wxx}^{\infty}E\frac{du}{u}e^{-u}=A[\log ue^{-u}]_{Wx}^{\infty}+\int_{|E|}^{\infty}\neg^{|E|}7^{A}W\neg x7^{A}\log ue^{-u}du$

$=- \log\frac{|E|A}{W(x)}e^{-[perp]+A}WEx+\int_{\mathrm{W}^{|E\llcorner}x)^{A}}^{\infty}\log ue^{-u}du$ .
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ここで、 第 2 項は $\int^{\infty}\star_{Wx)^{A}}^{E\llcorner}\log ue^{-u}du\leq\int_{1}^{\infty}1$ogu $e^{-u}du\leq 1$ と押さえられるから、

$\int_{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{x}^{E}A}^{\infty}\frac{du}{u}e^{-u}\leq-\log\frac{|E|A}{W(x)}e^{-\ovalbox{\tt\small REJECT}_{x}^{E}A}+1$ . (12)

(11), (12) を (10) に代入すると

$G(x) \leq C_{1}A+C_{2}(-\log\frac{|E|A}{W(x)}e^{-\#^{E}\star A}x+1)$

(9), (8) と合わせて

$N_{(-\infty,E]}(- \triangle+V)\leq\frac{1}{4\pi}\int_{\mathrm{R}^{2}}W(71)\{C_{1}A+C_{2}(-1\mathrm{o}$ g $\frac{|E|A}{W(x)}e^{-*_{x}^{E}A}+1)\}$ .

$A=|E|^{-1}$ とおいて $\log W$ (x) $e^{-_{\overline{W(x)}}}-\leq\log W$(x)1{W $(x)\geq 1$ } を用いること [こより、

定理の主張を得る。 $\square$
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