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2次元自由熱対流乱流における相対拡散の
自己相似性

小笠原健 (Takeshi OGASAWARA) 藤定義 (Sadayoshi TOH)
京大院理・物理

1 はじめに

乱流中を受動的に流される粒子対の相対距離の時間発展は、乱流の自己相似的な速度ゆ
らぎの影響を受け、ブラウン運動とは異なる異常拡散を示す。この異常拡散はRichardson
則として古くから知られているものであり [1]、 3次元 Navier-Stokes乱流の慣性領域にお
いて、 相対距離 $r$ の 2 乗の平均は次のように時間の 3 乗で増大する :

$\langle r^{2}\rangle=g_{2}\epsilon t^{3}$ . (1)

ここで、 $\epsilon$ はエネルギー散逸率であり、 $g_{2}$ は普遍定数と考えられている。 この Richardson
則は、 Kolmogolov のスケーリング則に対応する次元解析によって得られるものであり、
最近の実験や数値計算によって成立が支持されている [2, 3, 4]。
また、 この異常拡散のモデルとして、 Richardson は拡散係数が距離に依存する拡張さ

れた拡散方程式を導入した [1]。 これは Richardson の拡散方程式と呼ばれるものであり、
最近の実験や数値計算結果をうまく説明するとの報告もある [2, 5, 3]。 しかし、 本来、
Richardson の拡散方程式は無限の慣性領域に対して成立するものであるため、 これらの
実験結果や数値計算結果からすぐに Richardson の拡散方程式が正しいと結論することは
できない。

一方、 最近、 乱流中の相対拡散において粒子対の弾道的な運動が重要であることが
Boffetta $\ ^{J}$ Sokolov によって指摘されている [3]。 また、 流れ場の双曲型淀み点分布の構
造と、 Richardson則の指数との間に関係があることが D\’avila&Vassilicos によって見出
されている [6]。 これらの結果から、流れ場に存在するコヒーレンスが乱流相対拡散の物
理的機構にとって重要であると考えられる。
本研究では、 3次元 Navier-Stokes乱流と類似の性質を持つと考えられている 2 次元自
由熱対流 (2D-FC) 乱流を用いて相対拡散を調べた $[7, 8]$

。 空間スケールを固定すること
のできる統計手法である exit-time 統計を用いることによって、 有限の慣性領域しか持
たない場から慣性領域だけの情報を取りだし、 Richardson則の成立を確かめた。 また、
exit-time の確率密度関数を調べることによって, 粒子対の運動は流れ場のコヒーレンス
の影響を受けている部分と、 Richardson の拡散方程式によって記述される部分に分ける
ことができる結果を得たので報告する。

数理解析研究所講究録 1406巻 2004年 80-91



$9\mathrm{f}$

2 2次元自由熱対流 (2D-FC)乱流
2D-FC乱流の基礎方程式は次の 2 次元ブシネスク方程式系である:

$\frac{Du}{Dt}$ $=$ $- \frac{1}{/J_{0}}\nabla p+\nu\triangle u+0gTey$ . $\nabla\cdot u=0_{J}$. (2)

$\frac{DT}{Dt}$ $=$ $\kappa_{J}\triangle$T(3)

ここで、 $u$ (x, $t$ ), $T$ (x, $t$ ), $p(x, t)$ はそれぞれ速度場、温度場、 圧力場を表す。 $\nu,$ $\kappa$ はそれ

ぞれ動粘性係数、 熱拡散係数である。 $e_{y}$ を $y$ 軸方向の単位ベクトル、 $g$ を重力加速度と

する。高レイリー数での熱対流乱流はハード乱流と呼ばれるが、 この $\mathrm{F}\mathrm{C}2\mathrm{D}$ 系はハード

乱流の中央領域のモデルの 2 次元版であり、 平均温度勾配はない。 従って乱流の維持の
ために温度場への外力の注入が必要となる。速度場は温度場から浮力項を通して励起さ
れる。 また、 この系はバロクリニツクなので渦度は保存されない。

$\mathrm{F}\mathrm{C}2\mathrm{D}$ 系では二乗温度揺らぎ
$S= \frac{1}{2}\int T^{2}dx$ (4)

が保存量であり 1、 この量を便宜的にエントロピーと呼ぶことにする。エントロピーの低
波数側から高波数側へのカスケードを仮定すると、エントロピー散逸率 $\epsilon_{\theta}$ と浮力項の係

数 $\alpha g$ を用いて次元解析することにより、慣性領域におけるエネルギースペクトル $E(k)$

とエントロピースペクトル $S$ (k) は以下のように決まる $[9, 7]$ :

$E(k)$ $=$ $C_{E}\epsilon_{\theta}^{2/\dot{\mathrm{Q}}}(\alpha g)^{4/5}k^{-11/5}$ , (5)

$S(k)$ $=$ $C_{S}\epsilon_{\theta}^{4/5}(\alpha g)^{-2/5}k^{-7/5}$ . (6)

ここで $C_{F}.,$ $C$, は普遍定数と考えられる。
エントロピー散逸率は次式で定義される:

$\epsilon_{\theta}=\langle\epsilon_{\theta}(oe, t)\rangle=\kappa$ ( $\nabla$T. $\nabla$T$\rangle$ . $(7)$

これらは 3 次元 Navier-Stokes乱流における Kolmogolov のカスケード理論 (K41) に対応
するものであり、 BolgianO-Obukhov スケー $[]$ ングと呼ばれる。

2.1 微細秩序構造

$T$渦度 $\chi$ を次のように導入する:

$\chi(x, t)=(\frac{\partial T}{\partial’y},$ $- \frac{\partial T}{\partial’x})$ (8)

1正確には $T$ の任意関数は保存する。
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図 1: $|$ \chi | の分布。 システ\Lambda サイズの 1/4 の領域 図 2: バーガース $T$ 渦層を作る流れ場。 $y$ 方向
$(512^{\sim}’)$ で可視化。色が白いほど値力状きいこと に $\prime \mathit{1}^{\urcorner}$ 渦度集中領域が形成される。
を表す c

この $T$渦度の発展方程式は、

$\frac{D\chi}{Dt}=$ $(\chi\cdot\nabla)u+\kappa\triangle\chi$ (9)

である。 これは $T$ 渦度伸長項を持ち、 3 次元 Navier-Stokes(3D-NS) 乱流における渦度の
発展方程式と同じ形であるため、 $T$渦度のダイナミクスは 3D-NS乱流の渦度のものと類
似していると予想される。
また、 $T$渦度とエントロピー散逸率の間には

$\epsilon_{\theta}(x, t)=\kappa|$ \chi (x、 $t$ ) $|^{2}1$ (10)

という関係があり、 これらは直接結びついている。
シミュレーションで得られた $T$ 渦度の様子を図 1 に示す。 線状の $T$渦度集中領域があ

ちこちに見られるが、 これらの領域の幅は $\eta_{\theta}$ の 10倍程度、 長さは積分長くらいである。
この線状の $T$渦度集中領域のことを以後微細秩序構造と呼ぶ。微細秩序構造は局所的に
バーガース $T$渦層で近似できることがわかっており、 これらは 3D-NS乱流に存在する渦
度の微細秩序構造 (ワーム) と類似の性質をもつと考えられる [8]。

2.2 Richardson則

乱流場に受動的に流される粒子を考える。 3D-NS乱流の場合、粒子間相対距離 $r$ の時
間依存性は K41 に対応する次元解析により、

$\langle$r$p$ ) $=g_{p}\epsilon^{p/2}t^{3q/2}$ (11)
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と予想される。 これは Richardson則として古くから知られているものである $[1]_{\circ}2\mathrm{D}$-FC
乱流の場合、 BolgianO-Obukhov スケーリングに対応する Ri凸 ardson 則は、

$\langle r^{p}\rangle=g_{p}’\epsilon_{\theta}^{q/2}(\alpha g)^{p}r^{5p/2}$. (12)

となる。 Richardson はこの相対拡散を説明するため、距離に依存する拡散係数を持つ拡
張された拡散方程式を導入した。 3D-NS 乱流の場合、 拡散係数は相対距離の 4/3 乗に比
例し、 拡散方程式は次のような形になる:

$\frac{\partial p(r,t)}{\partial t}$ $=$ $\frac{1}{r^{1}2}\frac{\partial}{\partial r}r^{2}$. K $(r, t) \frac{\partial}{\partial r}p(r, t).$

, (13)

$K(r, t)$ $=$ $k_{0}^{\wedge}\epsilon^{1/3}r^{4/3}$ . (14)

$2\mathrm{D}\mathrm{F}\mathrm{C}$ 系の場合、 BolgianO-Obukhov スケーリングによって拡散係数は相対距離の 8/5 乗
に比例すると予想され、拡散方程式は、

$\frac{\partial p(r,t)}{\partial t}$ $=$ $\frac{1}{r},\frac{\partial}{\partial r}rK’(r, t)\frac{\partial}{\partial r}p(r, t)$ , (15)

$K’(r, t)$ $=$ $k_{0}’\epsilon_{\theta}(\alpha g)^{2}r^{8/5}$ . (16)

となる。 このとき、 式 15 は初期条件 $p(r, \mathrm{O})=\delta(r)$ に対して次のような解を持つ :

$p(r, t)= \frac{C}{\epsilon_{\theta}(\alpha g)^{2}(k_{0}’t)^{5}}\exp(-\frac{25}{4}\frac{r^{2/^{r_{\mathrm{J}}}}\backslash }{\epsilon_{\theta}(\alpha q)^{2}k_{0}’t})$ (17)

3 数値計算
乱流場は式 2, 3 の直接数値計算 (DNS)
によって得た。空間方向は擬スペクト $N$ モード数 (解像度) $1024^{2}$

ル法、 時間方向は 4 次精度ルンゲ・ $\text{ク}$

$\nu$ 動粘性係数 $1.0\cross 10^{-4}$

ッタ法を用い、 $x,$ $y$ 方向とも周期境界条 $\kappa$ 熱拡散係数 LO $\cross 10^{-4}$

件で計算した。 ここでは一般性を失う $\Delta x$ mesll 幅 $2\pi/1024$

ことなく $\alpha g=1$ とおける $\text{。}$ また. 簡 $\Delta t$ 時間刻み幅 $1.0\cross 10^{-3}$

単のため $\mathrm{P}\mathrm{r}=1$ とした。 パラメータ
$\eta_{\theta}$ 温度 Kolmogolov 長 $0.96\Delta x$

の詳細は表 1 にまとめて示す。温度場
表 1: $\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}$ のパラメータへの外力は $f$ (k) $=0.05$ , ( $k_{x\}k$y) $=$

$(2, 2)$ , $(2,$ $-3)$ , (-2,2), $(-2\dot, -3)$ として、

速度場では低波数でのみ有効なドラッグ $d(k)=-0.1\omega(k)/|k|^{2},$ (|k| $\leq 3$ ) を加えた。
シミュレーションで得られた場の $E$ (k) と $S$ ( k) を図 3 に示す。 範囲は狭いが、 Bolgiano-
Obukhov スケーリングを満たす慣性領域が存在している。
粒子追跡についても時間方向は 4次精度ルンゲ・クッタ法を用い、 空間方向の補間は

3 次 Lagrange多項式を用いた。相対距離 $\Delta x$ の粒子対を等方的かつランダムに配置した
初期条件を用いた。以下のシミュレーション結果は約 $10^{6}$個の粒子対の追跡結果を平均
したものである。
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図 3: DNS で得られたスペクトル。狭いなが 図 4: exit-time のスケール依存性。挿入図は
らも BolgianO-Obukhov スケーり冫 Fが成立し BolgianO-Obukhov スケーリングでスケーノレし
ている領域がある。 なおしたもの。慣性領域での Richardson 則の

成立が確認てきる。

4 $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{t}-\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}$統計

DNS の結果を用いて相対距離の統計を調べる。相対距離の統計には、 ある時刻での相
対距離の分布を調べる fixed-time統計と、 空間スケールを固定してそのスケールにおけ
る相対運動の所要時間を調べる fixed-scale統計がある。本研究では fixed-scale統計の一
つである exit-time 統計を用いる $[3]_{\text{。}}$ exit-time $T_{E}($ \mbox{\boldmath $\delta$}; $\rho)$ は、 相対距離がある閾値 $\delta$ に初
めて到達してから、 その閾値の $\rho$ 倍 $(\rho\delta)$ に初めて到達するまでの所要時間として定義さ
れる。 このように exit-time統計は $\delta$ と $\rho$ の二つのパラメータを持っており、 それぞれ取
り出す空間スケール $(\delta)$ と、 そのスケールにおける運動の平均化の程度 $(\rho)$ という意味を
持っている。 このため、 exit-time統計を用いることにより、有限の慣性領域しか持たな
い場でも慣性領域の情報だけを取り出すことができる。

4.1 Richardson則

Exit-time統計で Richardson則を書きなおすと、 2D-FC乱流の場合次のようになる:

$T_{E}( \rho j\delta)=\frac{\rho^{2/5}-1}{k_{0}^{\prime 1/\supset}\mathrm{t}(\alpha g)^{2/5}\epsilon_{\theta^{1/5}}r}\delta^{2/0}\overline{.}$ . (18)

実際のシミュレーションでの exit-fime の計算は、 $\delta_{n}.=\rho^{n}\delta_{0}$ という閾値を設けて行う。
本研究では、 $\delta_{0}=\Delta x$ とした。 $\rho=1.1$ での平均 exit-time のスケール依存性を図 4 に示
す。 慣性領域において BolgianO-Obukhovスケーリングに対応する Richardson則が成立
していることが確認できる。 また、 エントロピー散逸領域では exit-timeが $\delta$ に依存して
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図 5: 平均 exit-time で規格化した exit-time 図 6: 平均 exit-tinle で規格化した $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{t}- \mathrm{t}\cdot \mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{e}$

$\mathrm{P}\mathrm{D}\mathrm{F}_{0}$ 挿入図は log-log プロット。 PDF。 点は DNS で得られたデータ、実線は
Richardson の拡散方程式の数値解、 点線はス
トレイン PDF から計算した PDF を表す。

おらす、 このことからエントロピー散逸領域では粒子対は指数関数的に離れていること
がわかる。

慣性領域において exit-time の PDF を平均 exit-time を用いて規格化したものを図 5 に
示す。慣性領域内の 5 つの異なるスケールでの PDF は良く重なっており、 このことは慣
性領域において速く拡散する粒子対も遅く拡散する粒子対も自己相似的に運動している
ことを意味している。

4.2 ダイナミクスの分類

図 5 を見ると明らかなように、 exit-time PDF は速く拡散する粒子対で構成された鋭
.いピークと、 遅く拡散する粒子対で構成された指数関数的なテイルとの二つに分かれて
いる。 以後この二つの領域を、それぞれ領域 S、 領域 $\mathrm{T}$ と呼ぶ。

領域 $\mathrm{S},$
$\mathrm{T}$ に属する粒子対の分布を、 ある時刻にある相対距離を持つ粒子対だけを抜き

だして、 $T$渦度の絶対値の場と重ねたものが図 7, 8 である。 図 7, 8 において, 白線は対

をなす粒子を結んだものである (白線の両端に粒子がある)。 これらの図を見ると、 領域
$\mathrm{S}$ にある粒子対は微細秩序構造の方向に沿った分布をしており、領域 $\mathrm{T}$ にある粒子対は

相対距離程度のスケールをもつ渦にトラップされたような分布をしている様子が見てと
れる。

また、 exit-time PDF の領域 $\mathrm{S}$ の形は、 ストレイン分布とある程度対応がつく。粒子

間相対距離は指数関数的に増大すると仮定すると、伸長率 $A$ と exit-time $T$ の間には、

$T( \delta;\rho)=\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}\rho}{A}$ (19)
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図 7: 粒子対の分布 (領域 S) 図 8: 粒子対の分布 (領域 T)

という関係が成り立つ。エントロピー散逸領域では、 図 4 からわかるように粒子対は指
数関数的に離れているので、 ストレイン場によって粒子対が引き伸ばされていると考え
るのは妥当である。慣性領域ではそれほど単純ではないと考えられるが、慣性領域でも
式 19 が成立すると仮定して ストレインの PDF から変換した exit-time の PDF とシ
ミュレーションで得られた exit-time PDF を重ねて書いたものが図 6 である。 ストレイ
ン PDF は、 テイルを除いて $\Gamma$ 密度型の分布で良く近似することができるため、 図 6 では
ストレイン PDF を $\Gamma$ 密度型分布でフィッティングしたものを式 19 で変換している。 こ

の図を見ると、 平均 exit-time で規格化すると、 領域 $\mathrm{S}$ の形とストレイン PDF から計算
した exit-tiIne PDF の形はある程度対応がつくことがわかる。
図 9 は、 慣性領域内のあるスケールの

相対距離を持つ粒子対について、 二つの

粒子の間を結ぶ直線上にある $T$ 渦度の方
向を調べ、 粒子対を結ぶ直線と $T$ 渦度の
成す角の PDF を示したものである。 この
図を見ると、領域 $\mathrm{S}$ と領域 $\mathrm{T}$ では PDF の

$\{\hat{\dot{\triangleleft}\dot{\Phi}\propto\overline{\approx}\propto}$

形は明らかに異なっている。 領域 $\mathrm{S}$ では
$T$渦度の方向に沿って粒子対が配置する
傾向が強いのに対して、領域 $\mathrm{T}$ ではほぼ $\theta$

一様分布になっていることから $T$渦廣の
方向と粒子対の配置との間に関係がない
ことがわかり、 図 7、 8 で見られた傾向を
確認することができる。

図 9: 粒子間を結ぶ直線上にある 1’渦度の方向
と粒子対の方向のなす角の PDF。 実線と破線は
それぞれ領域 $\mathrm{S},$

$\ulcorner \mathrm{r}$ を表す。



87

10
$p=11\overline{-}1(|\mathrm{I}p=1\mathrm{I}^{1/}|()\ldots.-\rho=11^{1\prime}\downarrow()-\ldots.$

1

01 ........ $p_{-}^{-}1.\mathrm{I}^{\cdot}1.2-p_{-}^{-\downarrow.\downarrow\cdot-}$

$\backslash .\backslash .\cdot\backslash \cdot.\backslash \cdot..\cdot$. $\rho--p_{-}^{-1.1}11211...\sim..-..-..-$.
0.01

$\sim\backslash ..\cdot.\backslash .-...\backslash \backslash \ldots.\nwarrow$

$.\vee\wedge.0.00010.001$

$j$

$...\backslash _{\backslash -\cdot\cdot-\backslash .\grave{\sigma}}\cdot.\cdot.\backslash \cdot...\cdot...-\backslash \backslash ....\backslash \backslash \backslash .\dot{.}i$... $\cdot.\backslash .\backslash$

$\hat{\mathrm{t}^{\backslash }\propto\check{--}}$

$\vee\{\mathrm{e}\cdot 0\mathrm{S}$
$|i$. $_{\backslash }$. $\cdot..\cdot.\cdot\backslash ’!\backslash \cdot..\cdot....\backslash \backslash \cdot\backslash$

: . . 1 $\backslash :\backslash$

${ }$. $.$ : ${ }$. $=\backslash \cdot$

le$\cdot$ 6 ${ }$. $.\backslash ..\backslash ..\backslash$ . $\cdot..\backslash \backslash$.
le-7 $.\cdot$

$1\mathrm{e}\cdot 06$
$i,$

.

$\mathrm{i}..\cdot.|||$. $|\mathrm{i}\acute{!!\mathrm{i}!}:_{_{\dot{}}}\grave{\dot{}.}.[searrow]\ovalbox{\tt\small REJECT}’\backslash ,|‘|$.
$1\mathrm{e}\cdot 09$

0.1 1 10 100 1
$\mathrm{r}\eta$

図 10: 平均で規格化された、exit-time PDF の 図 11: 領域 $\mathrm{S}$ と領域 $\mathrm{T}$ の境目を与える exit-
$p$ 依存性。最大値は 1 に規格化されている。 time の $\rho$ 依存性。

以上のことから、 領域 $\mathrm{S}$ では粒子対は微細秩序構造に沿って引き伸ばされるような運
動 (弾道的な運動) をしていることが強く示唆される。
図 6 には Richardson の拡散方程式 (式 15) を数値的に積分することによって得た exit-

time PDF も書かれており、その PDF はシミュレーションから得られた exit-time PDF と

領域 $\mathrm{T}$ において重なっている。このことから、領域 $\mathrm{T}$ に属する粒子対の運動はRichardson
の拡散方程式で記述できると考えられる。
このように exit-time PDF を調べることにより、 粒子対の運動は構造に沿った弾道的

な運動 (領域 S) と拡散方程式に従う運動 (領域 T) の二つに分けることができるが、 この

二つの運動の割合は $p$ を変えることによって変化する。 $\rho$ を変えたときの exit-time $\mathrm{P}$DF
の変化の様子を図 10 に示す。 形の変化に着目するため、 図 10 では最大値を 1 に規格化
している。 図 10 を見ると明らかなように、領域 $\mathrm{S}$ の形は $\rho$ に依存しない。 PDF の最大
値を与える平均で規格化された exit-time $T_{\max}^{B^{\neg}}$ は $\rho$ に依存せす一定であり、

$T_{\max}^{E}\approx 0.29$ (20)

である。一方領域 $\mathrm{T}$ の割合は $\rho$ が大きくなるにつれて増大している。領域 $\mathrm{S}$ と $\mathrm{T}$ の境目

を与える平均で規格化された exit-time $T_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}}^{E}(\rho)$ を、 両対数で計算した PDF の二階微分

$\frac{\partial^{2}\log\{\langle T\rangle P_{E}(T/\langle T\rangle,\delta,\rho)\}}{\partial\{1\mathrm{o}\mathrm{g}(T/\langle T\rangle)\}^{2}}$

.
(21)

が最大になる点として定義すると、 $T_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}}^{E}$ (\rho ) の $\rho$依存性は図 11 のようになる。我々のシ
ミュレーションで計算できた範囲の $\rho$ では、 $T_{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}}^{E}(\rho)$ の依存性は次式で近似できる:

$T_{div}^{E}(\rho)\approx 0.65(\rho-1)^{-0.57}$ . (22)

従って、 $\rho$ が十分大きくなると exit-time PDF の領域 $\mathrm{S}$ はなくなり、 全体が領域 $\mathrm{T}$ に含

まれ、 Richardson の拡散方程式で記述できるようになると予想される。 このことは $p$が

大きくなると構造の影響が小さくなることを意味している。
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図 12: 平均で規格化された exit-time PDF 図 13: $\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}- \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}1\mathrm{a}\mathrm{t}_{-}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ で得られた平均
(最大値を 1 に規格化)。解像度 $1024^{2}$ で New-exit-time のスケール依存性
ton粘性 (IONV) を用いた場から得られた PDF
と、 解像度 $512^{2}$ で 8次超粘性 $(9\mathrm{H}\mathrm{V})$ を用いた
場から得られた PDF は、 同じ $\rho$ を持つもの同
士重なっている。

以上のような exit-time PDF の性質が慣性領域の性質だけによるものなのかどうかを
調べるため、 粘性の性質を超粘性を用いて変化させた場でも exit-time PDF を調べた。
図 12 はその結果を示したものである。 図 12 では Newton粘性の結果も超粘性の結果も
同じ $\rho$ 同士では重なっており、 exit-t.ime PDF の形は粘性領域の性質には依らす、慣性領
域だけで決まっていることを示唆している。

4.3Kinematic-Simulation との比較

同じスケーリング則に従う異なる性質を持つ場で exit-t.ime PDF がどう変化するかを
調べるため、 Kinematic-Simulation を用いて人工的に作った流れ場で $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{t}\sim \mathrm{t}\cdot \mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}$ PDF を
調べた [10, 11, 6]。 流れ場は、 次のように $N_{k^{1}}$ 個の三角関数の足しあわせで作られる:

$u(x, t)= \sum_{n=1}^{N_{k}}$ [$A_{n}\cos(k_{n}\cdot x+\omega_{n}t)+B_{n}\sin(k_{n}$ . $\cdot x+-$ $\omega$,
$\iota$t)]. (23)

ここで、 場の最小スケールと最大スケールをそれぞれ $\eta,$
$L$ として、 波数 $k_{n}$ は、

$k_{n}.=k_{1}n^{a}$ , $\alpha=\frac{1\mathrm{n}(L/\eta)}{\ln N_{k}}$

. (24)

のように分布させる。振幅は、

$E(k)=E_{0}L(kL)^{-p}$ , $A_{n}^{2}=B_{n}^{2}=E(k_{n})\Delta k_{n}$. (25)
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図 14: KiIlematic-Simulationで得られた exit- 図 15: 平均で規格化された Kinematic-
time PDF Simulat.ion で得られた exit-time PDF

として決める。 $p,$ $E_{0}$ はパラメータである。 また、 各波数の位相はランダムに決め、時間
スケールは各スケールでローカルに決まると仮定し、 eddy turnover time で与える:

$.\omega_{n}=\lambda\sqrt{k_{n}^{3}E(k_{n})}$ . (26)

ここで $\lambda$ は流れ場の運動の激しさを決めるパラメータである。 本研究では、 BolgianO-
Obukhov スケーリングに対応した場を作るため、 $p=11/5$ とし、 次のパラメータを用

いた: $L=1000$, $\eta=1,$ $\Lambda_{k}^{\gamma}=300,$ $\lambda$ =0.1.
図 13 に KineIIlatic-Simulationで得られた平均 exit-time のスケール依存性を示す. あ

る程度 BolgianO-Obukhovスケーリングが成立している領域が見られるので、.その領域内
での exit-time PDF を調べたものが図 $14.15$

’
である。 $\mathrm{F}\mathrm{C}2\mathrm{D}$ の DNS で得られた exit-time

PDF と同様に、 exit-tinle PDF は速く動く粒子対からなる鋭いピーク (領域 S) と、 長い
テイル (領域 T) の二つに分かれている。平均 exit-timeで規格化すると領域 $\mathrm{T}$ は一つに重

なり、 Richardson の拡散方程式の数値解と一致している様子が見られる。 これは $\mathrm{F}\mathrm{C}2\mathrm{D}$

の DNS で得られた結果と同じであるが、 一方、 領域 $\mathrm{S}$ の方は平均 exit-time で規格化し
ても一つの曲線に重なっておらす、 領域 $\mathrm{S}$ に属する粒子対の運動は白己相似的ではない
と考えられる。
これらの結果は、領域 $\mathrm{S}$ は場のコヒーレンス (秩序構造) の影響によって形成されるこ

とを考慮すると、 場の自己相似的なコヒーレンスの形成には波数間の相関が重要である
ことを示唆していると考えられる。

5 まとめ

本報告では、 2 次元自由熱対流 (2D-FC) 乱流上での相対粒子拡散において、 BolgianO-
Obukhov スケーリングに対応する Richardson則が成立していることを exit-time統計を
用いて示した。更に、 exit-time の確率密度関数 (PDF) を調べることにより、乱流場にあ
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る微細秩序構造に沿った弾道的な運動をしている粒子対 (領域 S) と、 Richardson の拡散
方程式に従うランダムな運動をしている粒子対 (領域 T) に分けることができることを示
した。 また、 exit-time のパラメータである閾値間の倍率 $\rho$ を十分に大きくとると、 弾道
的な運動をしている粒子対はほとんどなくなり、 exit-time PDF の全体が Richardson の
拡散方程式によって記述されることを示唆する結果も得られた。

Kinematic-Simulation で作った場でも相対粒子拡散を調べた。 $\mathrm{K}\mathrm{i}_{11}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$.-Simulation
のように波数間の相関が全くない場では領域 $\mathrm{S}$ が自己相似的にならないことから、 場の
自己相似的なコヒーレンスの形成には波数間の相関が重要であると予想される。
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