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On maximal local subgroups of finite simple groups

室蘭工業大学 千吉良直紀 (Naoki Chigira)
Muroran Institute of Technology

1 Introduction
有限単純群の極大局所部分群 ( $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}_{1}\mathrm{n}\mathrm{a}1$ local subgroup) のうち偶数位数のもの、 とり

わけ極大局所 2 部分群については多くの研究がなされている。 ここで有限群 $G$ の位数を
割る素数の部分集合 $\pi$ に対して $C_{7}$ の部分群 $H$ が局所 $\pi$ 部分群 ( $\pi$-local subgroup) である
とは $G$ のある $\pi$ 部分群 $I)’$ があって $H=N_{G}(I\acute{\mathrm{t}})$ であるときをいう。 一方奇数位数の極大
局所部分群については Feit-Thompson の定理 [FT] や鈴木通夫氏による素数グラフに関連
したある素数の集合 $\pi$ に関する極大局所 $\pi$ 部分群の構造についての研究 [Su] などがある。
この中で奇数位数の極大局所部分群はうまく統制されその構造まで決定されている。
ここでは単純群の奇数位数の極大局所部分群の取り扱いの様子を見ていくことにする。

また単純群の奇数位数の極大部分群について最近得られた結果を紹介する。 ここでは単純
群といったら非可換有限単純群を意味することにする。

2 Odd Order Theorem
まずは Feit-Thompson の定理の証明について復習しておく。

Theorem 21([FT]). 奇数位数の群は可解群である。

$G$ を Feit-Thompson の定理の最小位数の反例、すなわち $G$ を奇数位数の非可解な単純
群のうち最小位数のものとする。 $\Lambda’.I$ を $G$ の極大部分群とする。 $\Lambda I$ は $G$ のとり方から可解
群である。 したがって $\mathrm{A}I$ は極大局所部分群である。 このとき $\mathrm{A}’,I$ の構造を完全に決定して
そこから矛盾を導くというのが証明の大筋である。 実際に $\Lambda f$ の構造は

(i) $M$ は Frobenius 群である, あるいは

(ii) ある素数 $p,$ $q$ があって $\Lambda,f\simeq FV$Aut(F), F=GF(pq)(加法群とみて位数 $p^{q}$ の基

本可換群), $V\subseteq F^{\mathrm{x}}$ ( F の乗法群) となり、 このとき $\mathrm{A}\prime I^{*}\simeq F^{*}V^{*}Aut$ ( F”), $F^{*}=$

GF(qp)(加法群とみて位数 $q^{p}$ の基本可換群), $]/^{r_{*}}\subseteq F^{*\mathrm{x}}$ ( $F^{*}$ の乗法群) という極大
部分群 $\Lambda,I^{*}$ で $\mathrm{A},f\cap\Lambda,f^{*}\simeq Z_{\mathrm{p}q}$ となるものが存在する。
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のいずれかの場合になることが示される。すべてが (i) すなわちすべての極大部分群が
Frobenius 群である場合には矛盾が起こり、 また (ii) のような極大部分群の組があらわれ
る場合にもやはり矛盾が起こることを示して証明が完了する。最近出版された [BG] およ

び [Pe] では新しい方法も用いられて簡略化され、 より整理された形で Feit-Thompson の

定理の証明が T寧に書かれている。
$M$ の構造を決める上ではじめに必要となるのが次の定理である。 ここで群 $\Lambda’$ に対して

$r(I\acute{\iota})$ で $I\backslash ^{r}$ の基本可換部分群のランクの最大値をあらわす。

Theorem 2.2 (The Uniqueness Theorem $[\mathrm{B}\mathrm{G}$ , Theorem 9.6]). $G$ を $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{l}.\mathrm{e}\ln 2.1$

の最小位数の反例とする。 $G$ の部分群 $I\acute{\iota}$ は $r(l\acute{\iota})\geq\cdot.3$ であるか、 あるいは $r(I\acute{\iota})=\underline{.?}$ かつ

$r(C_{G}’(I\acute{\iota}))\geq.\cdot 3$ とする。 このとき Il\nearrow を含む $G$ の極大部分群は唯一つである。

これを使って $\mathrm{A}^{J}I$ にある Hmll 正規部分群が存在することをいう。その正規部分群の $\Lambda I$

における補群が正規部分群にどのように作用するかを T寧に調べる。その過程で極大部分
群間の関係を調べたり [BG]. 指標の理論を用いたり [Pe] する。

3 Suzuki’s Theorem
有限群 $G$ の素数グラフ $\Gamma(G)$ とは頂点集合を $G$ の位数を割る素数の集合とし素数 $p_{:}q$

を $G$ に位数 $pq$ の元が存在するときに辺で結ぶことにより出来るグラフである。 $\Gamma(G)$ は

いくつかの連結成分に分かれる。連結成分を $\Delta_{i}$ と書くことにし特に偶数位数の群の場合
には素数 2 の入っている連結成分を $\Delta_{1}$ と書くことにする。鈴木氏の定理は次のとおりで

ある。

Theorem 3.1 ([Su]). $G$ を $\Gamma(G)$ が非連結な単純群とする。 このとき.i $\geq 2$ に対して $\Delta_{i}$

は完全グラフである。

群 $G$ の部分群 $H$ が isolated であるとはすべての $/7\in H\backslash \{1\}$ に対して

$C_{G}’(fi)\subseteq H$

が成り立つときをいう。鈴木氏の定理は次の Williams の定理がもとになっている。

Theorem 3.2 ([Wi]). $G$ を $\Gamma(G)$ が連結でない非可解群とする。 このとき $i\geq 2$ に対し

て isolated な幕零 Hall $\Delta_{i}$ 部分群が存在する。

Willia.ms の定理には有限単純群の分類定理が用いられている。 さらに分類定理を用い
ると isolated な幕零 Hall $\Delta_{i}$ 部分群は実際には可換群になることもわかる [CIY]。 鈴木氏

は単純群の場合に分類定理を使わずにWiffiams の定理を証明することを試みた。 実際次
のことを示している。

Theorem 3.3 ([Su]). $G$ を $\Gamma(G)$ が非連結な単純群とする。 $i$. $\geq 2$ とする。



83

1) $G$ の局所 $\Delta_{i}$ 部分群で偶数位数のものが存在するとする。 このとき $G$ は isolated な
可換 $\mathrm{H}\mathrm{a}_{\mathit{1}}11\Delta$2’部分群を持つ。

2) $C$’のどの局所 $\Delta_{j}$ 部分群も奇数位数であるとする (以下この条件を $(\star)$ であらわす)
$\circ$

$\Lambda’,I$ を $G$ の極大局所 $\Delta_{i}$ 部分群とする。 このとき

(i) $\mathrm{A}\cdot I$ は Frobenius 群である, あるいは

(ii) ある素数 $p,$ $q$ があって $\mathrm{A}f\simeq FVAut$ ( F), F=GF(pq)(カ O法群とみて位数 $p^{q}$ の

基本可換群), $\mathfrak{s},\prime’\subseteq F^{\mathrm{x}}$ ( $F$ の乗法群) となり、 このとき $M^{*}\simeq F^{*}V^{*}A\cdot ut(F^{*})$ ,

F*=GF(qp)(加法群とみて位数 $q^{p}$ の基本可換群), $V^{*}\underline{\subseteq}F^{*\mathrm{x}}$ ( F” の乗法群) と

いう極大局所 $\Delta_{i}$ 部分群 Mゝで $M\cap M^{*}\simeq Z_{pq}$ となるものが存在する。 さらに
$\Lambda\prime I\cap\Lambda l^{*}$ は $G$ で self-normalizing である。

3) 2) の仮定 $(\star)$ のもとですべての極大局所 $\Delta_{i}$. 部分群が Frobenius 群であるとする。 こ

のとき $G$ は isolated な幕零 Hall $\Delta_{i}$ 部分群を持つ。

4) 2) の仮定 $(\star)$ のもとで (ii) にある $\Lambda I$ と $\Lambda\prime f^{*}$ の組が存在するとする。 このとき $\Delta_{i}=$

$\{p, q\}$ である.

Theorem .$\cdot$3.3 の 1) はやさしい。 そこで 2) の $(\star)$ を仮定し、極大局所 $\Delta_{i}$. 部分群の構造
を調べる。 ここで鈴木氏は Feit-Thompson の定理の証明を応用する。実際には [BG] にあ
る” $\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}$ a.nalysis” と [FT] にある” $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a},\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$ theory” を用いて Theorem 3.3 を示している o

鈴木氏はその証明を [BG]. [FT] と定理番号までバラレルに進行させ [FT] の証明の議論が
実際には存在しない単純群 (奇数位数の単純群) 上の理論ではなく実際に存在する単純群
でも用いることが出来ると述べている。

[BG] に対応する部分に比べ [FT] の” $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$ theory” に対応する部分は少々複雑であ
る。 この” $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}.\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$ theory” の部分は [Pe] を用いることによってすつきりと書き換えるこ
とが出来る $[\mathrm{C}\mathrm{h}2]_{\text{。}}$ [Chl] と重複してしまうが要点を幾つか述べておく。
以下 $G$ は $(\star)$ を満たすと仮定する。 まずは前半の部分の local analysis においてはじめ
に必要となるのが次の定理である。 ここで群 $I\acute{1}$ と素数 $p$ に対して $r_{p}(I\acute{\iota})$ で $I\acute{\iota}$ の基本可換

$p$部分群のランクの最大値をあらわす。

Theorem 3.4 (The Uniqueness Theorem [Su, Theorem 3.6]). 単純群 $G’$ は $(\star)$ を

満たすとする。 $G$ の部分群 $I\acute{\iota}$ はある $p\in\Delta_{\mathrm{i}}$. に対して $r_{l^{J}}(I\acute{\mathrm{c}})\geq.\cdot 3$ であるか、 あるいは

$r(K)=2$ かつ $7_{p}^{\cdot}(C\prime c(I\acute{\iota}))\geq 3$ とする。 このとき $I\acute{\iota}$ を含む $G$ の極大局所 $\Delta_{i}$ 部分群は唯一
つである。

$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}.\cdot 3.4$ によりランクの大きい群が ” 統制 ” されてしまうことがわかる。 この定理

をもとに $\Lambda I$ の構造が調べられていく。

$\sigma(M)=$ {$p\in\pi$(M) $|$ N$G(F)\subseteq M$ for $P\in Syl_{p}(\Lambda I)$ },
$\sigma_{0}(M)=\sigma(M)\cap\Delta_{i}$
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とおき $\Lambda\prime I_{\sigma}$ を $\Lambda I$ の Hall $\sigma(M)$ 部分群、 $\Lambda\cdot f_{\sigma 0}$ を $M$ の Hall $\sigma_{0}(\Lambda’I)$ 部分群、 $A’,l_{F}$ を $\mathrm{J}/I$ の最大

な幕零正規 Hall部分群とする。

Proposition 3.5. 上の記号のもとで

(i) $\Lambda l_{\sigma},$ $\Lambda f_{\sigma_{0}}$ は $\mathit{1}\downarrow l$ の正規部分群である。

(ii) $1\neq\Lambda\cdot f_{F}\subseteq\Lambda I_{\sigma_{0}}\subseteq\Lambda,\prime I_{\sigma}\subseteq M’\subseteq M$ である。

(iii) $r(M/\Lambda I_{\sigma})\leq?$. である。
$E$ を $\mathrm{A}f_{\sigma}$ の $\Lambda f$での補群とする。ある $p\in\pi(E)$ に対して $r_{p}(E)=‘ 2$であれば $E$ の位数 $p$ の

部分群 $X$ で $C\prime \mathrm{n}\prime I_{\sigma_{0}}(X)\neq 1$ となるものが必ず存在する。 $r_{\mathrm{p}}(E)=1$ のときには $c_{1\mathrm{A}f_{\sigma_{0}}}(X)\neq 1$

となる位数 $p$ の部分群 $X\subseteq E$ が存在する場合としない場合がある。 そこで

$t\hat{\tau,}(M)=$ {$p\in\pi$(E) $|r_{p}(E)=1,$ $\mathrm{C}_{\mathrm{A}\prime}^{\gamma}\prime \mathrm{r}_{\sigma_{0}}(X)\neq 1$ for some $X\subset E$ with $|$ X $|=p$}

とおき $\prime_{\iota}^{\alpha}(\mathrm{A}I)\neq\emptyset$ のとき にこでは c.ase $\varphi$ と呼ぶ) と $\kappa(\Lambda,f)=\emptyset$ のとき (ここでは case $\mathcal{F}$

と呼ぶ) とに分ける。 “local $\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}1\}’\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{s}$

” の部分で次のことがわかる。

Proposition 3.6. $\Lambda I$ は case $\varphi$ を満たすとする。 このとき

(i) $I\acute{\iota}$ は $\Lambda’I’$ の $\Lambda f$ における補群である。

$I\backslash \cdot$ により正規化される $\mathrm{A}I_{F}$ の $\Lambda f’$ における補群 $\iota’$

. をとる。

(ii) $\mathfrak{j}.\prime\prime\neq 1$ ならば $VK$ は Frobenius 群で $I\acute{\iota}$ は素数位数である。

$I_{1}^{\acute{*}}=C_{hI_{\sigma}}$. (I1’) とおく。

(iii) It’* を含む $G$ の極大局所 $\Delta_{i}$ 部分群 $\mathrm{n},I^{*}$ で $I\mathrm{t}^{r}*$ が $\mathrm{A}’I$
” の Hall\kappa (M勺部分群になるもの

が存在する。

$(\mathrm{i}\backslash \gamma)M$ $\cap M’=K\cross K^{*}$ であり、 この部分群は巡回群で self-normalizing である。

(v) case $\varphi$ を満たす極大局所 $\Delta_{i}$. 部分群は $G$ において $\Lambda/I$ と共役であるかあるいは $\mathrm{A}I^{*}$ と

共役である。

さらに具体的に $\Lambda\cdot\prime f$ の構造を決めるために次を考える。

$A_{0}(\Lambda f)=\{a. \in\Lambda^{J}I|C_{M_{\sigma_{0}}}’(a)\neq 1\}\backslash \{k^{nl}|k\in K\backslash \{1\}, \uparrow\eta\in\Lambda I\}$

とおく。

Lemma 3.7. $x\in J4_{0}(M)\#=A_{0}(\Lambda f)\backslash \{1\}$ に対して $\{\mathrm{A}f^{g}|g\in G, \mathrm{J}.\tau\in M^{g}\}$ 上に sbarply
transitive に作用する $C\prime c(.x)$ の正規部分群 $R(x)$ が存在する。
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$A_{0}\{\Lambda I)^{\#}$ の外側で値 0 をとるような $hI$ の類関数全体の集合を $CF(\Lambda l, A0(\Lambda\cdot f\mathrm{I}^{\#})$ と書くこ
とにする。 $\alpha\in CF$ (M, $A_{0}(\Lambda/I)^{\#}$ ) に対して

$\mathrm{o}^{\tau_{I\backslash f}}’(g)=\{$

$\alpha(x)$ $x\in A_{0}(\Lambda I)\#,$ $g$ は $xR(.\mathrm{J}^{\tau})$ の元と $G$ で共役

0 その他

によって $\tau_{\lambda f}$ は $CF(\Lambda I, A_{0}(\Lambda\cdot f\mathrm{I}^{\#})$ から $C_{7}$ の類関数全体の集合 $CF(G)$ への写像となる。

Lemma 3.8. $\tau_{\mathrm{A}I}$. は次の性質を持つ。

(i) $\alpha,$ $\beta\in CF(\mathrm{A}f, A_{0}(\Lambda I)\#)$ に対して $(0’, \beta)_{\mathrm{A}I}=$ ( $\alpha^{\tau_{\mathrm{A}J}}$ , \beta \mbox{\boldmath $\tau$}M)。が成り立つ。すなわち、 内
積の値を保つ。

(ii) $\lambda\in \mathbb{Z}$ [$Ir$r $(\mathrm{A}f)$ ] $\cap CF$(M, $A_{0}(lf)^{\#}$ ) に対して $\backslash ^{\tau}\cdot M\in \mathbb{Z}$ [ $Irr($ G)] が成り立つ。すなわち、
一般指標を一般指標へ移す。

$\tau_{\Lambda f}$ は Da.de isometry と呼ばれている。Dade isometry を用いるのが [Pe] の方法の特徴で
ある。Dade isometry に関する事柄は [Pe] の前半に一般論としてまとめて述べられている。

$\mathbb{Z}[Irr(\Lambda I), A_{0}(\Lambda^{J}.I)^{\#}]=\mathbb{Z}$[$Ir$r $(\Lambda I)$ ] $\cap CF$ ( AI, $A_{0}(\Lambda\cdot I)\#$ ) の部分集合で複素共役で閉じてい
る集合 @ に対して $\mathbb{Z}[\mathrm{S}]$ から $\mathbb{Z}[Irr(C_{7})]$ へのある isometry $\tilde{\tau}$ で $\mathbb{Z}[\mathrm{S}, A_{0}(\Lambda/I)\#]$ に制限すると

Dade isometry $\tau l|.f$ Cこ等しいものがあるとき $(\mathrm{S}, A_{0}(\Lambda I)\#,$ $\tau$\Lambda ’I) は coherent であるという。
様々な” $\mathrm{S}$

” で coherent であるかどうかを調べそれにより $\Lambda I$ の構造を調べていくというの

が主な手段である。

Lemma 3.9. $\Lambda I$ は ca.se $\varphi$ を満たし $\pi(\Lambda f)=\sigma_{0}(\Lambda’,I)\cup\overline{\kappa}(\mathrm{A}\cdot f)$であるとする。 $f\mathrm{S}_{l!I}^{\Lambda I},$ $=\{\theta^{M}|\theta\in$

$Irr(\Lambda I’),$ $\theta\neq 1_{\lambda}$ f’} とおく。 このとき ( $\mathrm{S}_{\lambda I}^{\Lambda I},,$ $.4_{0}(\Lambda f)\#,$ $\tau$AI) は coherent でない。

$\Lambda/I$ が case $\varphi$ を満たし $1’.=1$ であるとすると Lemma 3.9 の仮定を満たす。 このとき $\lambda f’$

が位数 $p^{3}$ の非可換群となることが示せる。 $\mathrm{A}I’/\mathrm{A}I’’$ の既約指標から出発して実際に $\tau_{M}$ を

拡張した isometry が作れてしまい Lemlna.$\cdot$3.9 に矛盾する。 したがって

Proposition 3.10. $\mathrm{A}I$ は case $\varphi$ を満たし $\pi(\mathrm{f}\mathrm{l}f)=\sigma_{0}(\Lambda f)\cup fi(\mathrm{A}I)$ であるとする。 このと

き $V\neq 1$ である。

これより $\Lambda/I$ が case $\varphi$ を満たすときいつでも $1/’\neq 1$ となり、 Proposition .$\cdot$3.6 より $K$ は

素数位数になる。 $|I\acute{\iota}|=q$ とおくことにする。

Lemma 3.11. $\mathrm{A}I$ は case $\varphi$ を満たすとする。 このとき $\Lambda I_{F}$ に含まれる $\mathrm{A}’.I$ の正規部分群
$H_{0}$ で、 ある素数 $p$ に対して $\Lambda I_{F}/H_{0}$ が位数 $p^{q}$ の基本可換群で $\Lambda f$ の主組成因子になるもの
が存在する。

$\overline{M}_{F}=\mathrm{A}I_{F}/H_{0}$ とおく。 $\overline{\Lambda I}_{F}$ への Frobenius 群 $1^{\gamma}\prime I\acute{1}$ の作用を考える。 Clifford の定理か
ら $\overline{\Lambda I}_{F}=\overline{H}_{1}\oplus\cdots\oplus\overline{H}_{k}$ となる $I_{\acute{1}}$ で共役な既約 $GF(p)[\mathrm{t}\prime’]$ カ D群 $\overline{H}_{i}$ たちがあることがわか

る。 次元を考えることなどから次のことがわかる。
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Proposition 3.12. 次のいずれかが成り立つ。

(a) $\overline{\mathrm{A}I}_{F}=\overline{H}_{1}\oplus\cdots\oplus\overline{H}_{q},$ $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}1(\overline{H}_{i})=1( 1\leq i$ . $\leq q),$ あるいは

(b) $\overline{\mathrm{A}’I}_{F}$ は既約 $GF$ (p)[V] 加群である。

さらに (b) の場合には $\overline{\Lambda I}_{F}V/C_{V}’(\overline{\Lambda \mathit{1}}_{F})\mathrm{A}’\simeq FVA\cdot ut(F)$ となる。 ここで $F=C_{7}F$ (pq), $\mathrm{T}^{\mathit{1}},’\subseteq$

$F^{\mathrm{x}}$ である。

$\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}.\cdot 3.12$のように分けるのが [Su] と大きく異なる点で [Pe] の方法 ([Ch2]) の特徴
である。 これにより [Su] のいくつかの部分の証明が簡略化される。例えば $\pi(\Lambda f)\neq\sigma \mathrm{o}(\Lambda^{J}I)\cup$

$\kappa(M^{\cdot})$ のときには Frobenius 群 $1’\prime I\acute{\iota}$ の $\overline{M}_{F}$ への作用を、 そして $\pi(\mathrm{A}/I)\neq\sigma_{0}(\mathrm{A}I)\cup\kappa(M)$ の

ときには上の (a), (b) のそれぞれの場合について $\overline{\Lambda\cdot.I}_{F}$ からのある種の bilinear fonn を考
察することにより $H_{0}=1$ であることが導かれる。すなわち

Proposition 3.13. $\mathrm{A}I$ は case 9) を満たすとする。 このとき $\mathrm{A}f_{F}$ は位数 $p^{q}$ の基本可換群

である。

Proposition .$\cdot$3.6 と Proposition 3.10 から $\mathrm{A}f$ が case $\varphi$ を満たせば $K^{*}=C_{\mathrm{A}I_{\sigma}}’(I_{1}’)$ も素数

位数であることがわかる。 $|I_{\acute{1}}^{*}|=p$ とおくと $K\cross K$” が $G$ で self-normalizing な位数 $pq$

の巡回群となる。 $\mathrm{I}\mathrm{b}^{\gamma}=K\cross K$‘, $\overline{|\phi^{r}}=\mathrm{f}\phi^{\vee}\backslash (K\cup K^{*})$ とおく。 このとき次の性質を満たす

linear isometry $\sigma_{G}$ : $CF(\mathrm{T}\phi’)arrow CF(G)$ が存在する。

(i) $|\phi’$ の一般指標を $G$ の一般指標へ移す。

(ii) $1_{71’}^{\sigma_{G}},=1G$ が成り立つ。

(iii) $0\in CF(\mathrm{I}\prime \mathrm{f}_{\backslash }^{7}\overline{\mathrm{I}\mathrm{r}^{r}.})$ に対して $\alpha^{\sigma_{G}G}=0^{J}$ ( $\mathrm{o}’G$ は $G$ への誘導) が成り立つ。

(iv) $0\in CF(\mathrm{I}\mathrm{f}^{r},\cdot),$ $\mathrm{J}..$ \in --$\mathrm{T}\mathrm{f}$[に対して $\alpha^{\sigma_{G}}(\mathrm{a}\cdot.)=0’(.\mathrm{J}^{\mathrm{I}})$ が成り立つ。

(v) $\phi\in Irr(G)\backslash$ ( $Ir$r $(G)\cap CF(\mathrm{I}\mathrm{t}\gamma)^{\sigma r}\lrcorner$ ), $\cdot f$

. \in --T\acute |[こ対して $\phi(x)=0$ が成り立つ。

これが case $\varphi$ を満たす $\mathrm{A}I$ を調べる上で重要な役割を果たす。 $\Lambda I$ は ca.se $\varphi$ を満たし $\pi(M)=$

$\sigma \mathrm{o}(\mathrm{A}/I)\cup\kappa.(A\cdot I)$ であるとする。 $\zeta^{4}(1)=q$ となる $\tilde{\zeta}\in \mathrm{S}_{\mathrm{A}}^{\mathrm{A}I}$

f’
$\cap Irr(\Lambda I)$ をとる。 このとき

$(1_{hI’}^{\Lambda F}- \mathrm{t}‘)^{\tau_{\lambda \mathrm{f}}}-\sum_{\omega\in Irr(}$K}
$\omega^{\sigma_{G}}$ と $Irr(\mathrm{I}\hslash^{r})^{\sigma_{G}}$ との直交性を調べると次のことがわかる。

Proposition 3.14. $\Lambda I$ は case $\varphi$ を満たし $\pi(\Lambda,f)=\sigma_{0}(\mathrm{A}I)\cup t\overline{\iota}(M)$ であるとする。 このと

き $p<q$ である。

さらに $\mathrm{S}_{\mathrm{A}4’,\mathrm{A}I_{F}}^{\mathrm{A}f}(C,v(M_{F}))=\{\xi\in \mathrm{S}_{\Lambda I}^{\Lambda I}.,|\mathrm{A}\cdot\prime I_{F}\not\subset I\acute{\backslash }er\xi, C\prime v(\mathrm{A}^{J}I_{F})\subseteq I\backslash \acute{e}r\xi\}$ とする。

Lemma 3.15. $\mathrm{A}^{r}f$ は ca.se $\varphi$ を満たし $\pi(\Lambda\cdot I)=\sigma_{0}(\Lambda I)\cup\kappa(M)$ であるとする。 このとき

( $\mathrm{S}_{\Lambda f’.\mathrm{A}f_{P}}^{M}(C\iota’(\Lambda f_{F})),$ $A$o $(\mathrm{A}f)\#,$
$\tau$M) は coherent である。

これらのことを用いて次のことがわかる。
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Proposition 3.16. $M$ は case $\varphi$ を満たし $\pi(\mathrm{A}I)=\sigma_{0}(M)\cup\kappa(\Lambda\prime I)$であるとする。 このと

き $\mathrm{I}’$, は巡回群である。

さらに Propsition 3.12 の $(\mathrm{a}.),$ (1) $)$ それぞれの場合の指標を詳しく調べることや $p$ と $q$ の

関係と $\mathrm{A}I$ と $\Lambda l^{*}$ の関係、 $\mathrm{A}f,$ $\mathrm{A}I^{*}$ の素数グラフの連結性などを調べることにより次のこと
が示される。

Proposition 3.17. $\mathrm{A}l$ は case $\varphi$ を満たすとする。 このとき

(i) $C_{V}’(M_{F})=1$ が成り立つ。

(ii) $\pi(M)\neq\sigma_{0}(M)\cup\kappa^{\wedge}(\mathrm{A}/I)$ である。

(iii) Proposition 3.12 (b) を満たす。

(iv) $\Delta_{i}=\{p, q\}$ である。

また、 $\Lambda f$ が case $\mathcal{F}$ を満たすときには $r(\mathrm{A}\cdot f/\mathrm{A}\prime I_{F})=1$ を示せば $M$ は Frobenius 群となる。
ある素数 $p$ に対して $r_{p}(\Lambda I/\Lambda\cdot f_{F})=2$ であると仮定し、 $\Lambda I$ の Sylow $p$ 部分群を含む極大局
所 $\Delta_{i}$ 部分群 $L$ をとる。 この $L$ の構造を決めるときにも Proposition 3.12 が有効でありこ
れにより [Su] の議論が簡略化される。 $L$ fま Frobenius 群になり $L$ の指標に関する coberent
などを用いて矛盾が導かれる。

Remark. 分類定理を用いると実際には ca.se $\varphi$ は起こらないことがわかる。 これを分類

定理を用いずに示すことが今後の課題である。

Remark. 分類定理を用いると Theorem .$\cdot$3..$\cdot$3.$\cdot$3) の))幕零Hall $\Delta_{i}$ 部分群” は”可換 Ha.ll $\Delta_{\mathrm{i}}$’ 部

分群” のはずである。 これも分類定理を使わずに示すことが出来るであろうか。 Frobenius
群 $\Lambda\cdot\prime I$ の核である $\Lambda f_{F}$ が可換群であることを示せばよい。

4 Maximal subgroups of odd order
単純群の極大部分群で奇数位数のものを考えることにする。 奇数位数の極大部分群は可

解群であるから極大局所部分群である。 まず次の定理が知られている。

Theorem 4.1 (Thompson[Go, Theorem 10.3.2]). 有限群 $G$ が極大部分群として奇

数位数の幕零群を持つとする。 このとき $G$ は可解群である。

この定理から単純群に奇数位数の極大部分群が存在すればそれは幕零群でない可解群で
あることがわかる。実際の単純群で奇数位数の極大部分群を持つ場合を調べてみる。

Example 4.2. 群 $G$の極大部分群を $\Lambda f$ とする。いくつかの例を挙げる (すべてではない) 。

$\bullet$ $G=L_{2}(q)(q\equiv-1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)),$ $\Lambda/I\simeq q$ : $(q-1)/‘ 2$ .
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$\mathrm{o}G=L_{p}$ (q), $M\simeq(q^{p}-1)/d(q-1):p$ , ここで $p$ は奇素数、 $d=(q-1,p)$ . f旦し $L_{3}(4)$

は除 $\langle$

。

$\mathrm{o}G=[\prime_{3}(q),$ $\Lambda I\simeq(q^{2}-q+1)/d:.\cdot 3$ , ここで $d=(q+1, .\cdot 3)$ . 但し $\iota r_{3}(.\cdot 3),$ [r3(.5) は除く。

$\mathrm{o}G=M_{23},$ $\Lambda I\simeq 23$ : 11.

$\mathrm{o}G=Th,$ $M\simeq 31$ : 15.

ここに挙げた例の場合、奇数位数の極大部分群はいずれも Frobenius 群である。一般の
単純群においても奇数位数の極大部分群が存在すればそれは単に幕例でない可解群とい
うよりはかなり制限された構造を持つであろうと考えられる。Feit-Thompson の定理では

奇数位数の単純群 (実際には存在しないが) の奇数位数の極大部分群の構造を調べた。 そ

れは Frobenius 群に ” 近い ” 群であった。 -^般に単純群の奇数位数の極大部分群の構造を
分類定理を用いずに決めることが出来るであろうか ?
この問題に対して次のような結果を得た。

Theorem 4.3. $G$ を単純群と $\llcorner\Lambda\cdot f$ を $C_{7}$ の極大部分群とする。 $\lambda I$ の位数を割るすべての

素数 $p$ に対して $r_{\mathrm{p}}(G)=1$ であるとする。 このとき If は Frobenius 群である。

Remark. Theorem $4..\cdot 3$ の仮定はかなり強いが、例えば Example 4.2 の中で $L_{2}(p))(p\equiv-1$

$($ lnod $4)_{\backslash }$. $p$ は素数) や $\Lambda\cdot f_{23}$ はこの条件を満たしている。

$L_{2}(q)$ ( $q\equiv-1$ (mod4)) の時には $q=p^{r\iota}$ であれば $7_{p}^{\tau}(\mathrm{f}\mathrm{l}\cdot\prime I)=77$ である。 よってランクは

いくらでも大きくなりうる。ランクが大きい場合を統制するような”Uniqueness $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}o\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{n}$
”

のようなものがあるであろうか ? また極大部分群の構造を決めていく上で $[\mathrm{F}\mathrm{T}],[\mathrm{S}\mathrm{u}],[\mathrm{P}\mathrm{e}]$

にあるような指標の理論が応用できるであろうか。 奇数位数の極大部分群の構造につい
て $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\ln 4..3$ にある条件を取り除いた一般の場合の考察は今後の課題である。 また、

Theorem .$\cdot$3..$\cdot$3 で本質的には $G$ が偶数位数である必要はない。 Theorem 4.:3 の証明でも $G$ が

偶数位数であることは必要ない。奇数位数の極大部分群を調べることと $G$ が偶数位数で

あることとの関連、 すなわち Odd Order The.orenl との関連についても今後の研究課題で
ある。
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