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1 Introduction
形式的変形量子化 (Formal Deformation Quantization, 以下省略し FDQ と記すこともある) の基礎付け

(存在定理) は DeWild -Lecomte, Omori-Maeda-Yoshioka, Fedosov らの結果を経て 1997年に Kontsevich
による曲芸的論法によって最終的な解決を見た。それを受け現在 FDQ は応用の時代に入ったといってよいと
思われる。 その例を少し列挙すれば、

1. $\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{k}\mathrm{r}\mathrm{a}8\mathrm{O}\mathrm{V}$ の非可換 Ym嘉Mil化理論、
2. Xu (7) Quantum groupoids.
3. Brylinski-Getzler, $\mathrm{N}\mathrm{e}8\mathrm{t}$-Tsygm らによる star algebra に関する $(=)$ ホモロジーの計算、
4. J.Rosenberg による代数的 $K_{0}$ , $K_{1}$ の計算、
5. Kontsevich ら [こよる $L^{\infty}$-algebra や他のカテゴ $|J$ 一との関係、
6. Fedosov による変形量子化における指数定乳

前回の研究会においては、 上記 6への興味から

1. Fedosov変形量子化にお $\mathrm{A}\backslash$て用 $\mathrm{A}\backslash$ られた ttalgebra bundle 上の flat comection”(以下Fedosov comection
と呼ぶ) を拡張して得られる吉岡の意味での “contact-Weyl manifold と量子接続” を紹介し、

2. それによって自然に定義される twisted Dirac operator の持っている基本的な性質、特に Dirac の熱核の
$\mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{h}1\mathrm{e}\mathrm{r}’\mathrm{s}$ formula Iこ $\mathrm{O}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}-\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{e}\cdot \mathrm{Y}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{a}$-Miyazaki の意味での $\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{r}’\triangleright$ Cartan class (Deligne-
Cech $\mathrm{d}$as8 とも呼ばれる) が現れることを報告

した。 さて今回の講演の目標は

1. Fedosov comection $\nabla$ ’をあたかも非可換係数束 $W_{M}$ における外微分のごとく見なし、更に外微分付
き係数束 $(M\mathrm{x}\mathbb{R}, d)$ を $(W_{M}, \nabla^{F})$ て置き換えて、 Poincar\’e-Cartan class を反映させた無限次元 stack
と、 Poincar\’e-Cartan form を曲率と思えるような接続 (いわば twisted Fedosov comection) が構成で
きること (この方法によれば吉岡の意味ての、Contact Weyl manifold を経由せすに非常に簡単に議論
ができる)

、

2. そして、その接続から自然に定義される Dirac作用素から直接的に指数を定義し、その noncommutative
differential geometry における位置付け・解釈について考察する

3. 更に $8\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}$ gerbe と言う概念を用いることにより、必すしもスピンでないようなシンプレクティック多様
体についても同様な議論が可能てあることを報告する
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ことにある。 大森英樹氏の言われるように形式的変形量子化は非可換幾何学においていわば「探り針」 の役
割を果たしているのであり、今後もその応用が期待される。 また本稿においては変形量子化における収束の
問題は取り扱わな $\iota\backslash \text{。}$ プランク定数は形式的なものである。収束の問題については [N1], [N2], [OMMY2],
[OMMY3], [Ri] を参照のこと。

2 形式的変形量子化と Fedosovの構成法

2.1 形式的変形量子化の基礎

形式的変形量子化の定義を与える前に $\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{i}\epsilon \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}$ manifold の定義を復習しておく。

Deflnition 2.1 $(M, \pi)$ が Poisson manifold とは
(i) $M$ が滑らかな多様体、
(ii) $\pi\in$ I(A2TM)、
(iii) $[\pi, \pi]_{S}=$ 0、

を満た Tffl寺をいう. 但しここて $[, ]$ s は Schouten bmckeら $\pi$ から Poisson bracket とよばれる 8が $\{f, g\}=$

$\pi(ff\wedge dg)$ て定まる。 これを用 $\mathrm{A}\mathrm{a}$ると条件 (iii) は $\{$ . $\}$ が Jacobi律を満たすと $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う条件に置き換えられる。

よく知られて $\mathrm{A}\mathrm{a}$るよう [こ $\pi$ は Poisson structure ある \iota ‘は Poisson bivector とも呼ばれていて、局所的には
$=\Lambda^{ij}\partial:\wedge$烙と書かれる。特にこれが非退イヒのとき, その d一として定まる 2-form $w$ を symplectic structure
あるいは symplectic form といい、 $(M, \omega)$ を symplectic manifold と呼ぶ。

Definition 2.2 Poisson 多様体 $(M, \pi)$ の star prduct とは $C^{\infty}(M)$ を係数とする形式的なパラメーター
$\nu$ に関する形式的な幕級数のなす空間 $C^{\infty}(M)\mathrm{I}\nu]]$ 上の積

$f*_{g}=fg+\nu\pi_{1}(f,g)+\cdots+\nu^{n}\pi$,(f, $g$) $+ \cdots’(\forall f,g\in C^{\infty}(M)[[\nu\prod),$

て以下の条件を満たすものである。

$\mathit{1}$ . $*$ は結合的
2. $\pi_{1}(f,g)=\nabla^{1}2\overline{-1}$ { $f$,g}、
S. 各 $\pi_{n}$ は R[[\mbox{\boldmath $\nu$}]].双線形かつ双微分作用素てある。

得られた $(C”(M)[[\nu]], *)$ は、 Poisson manifold $(M$, {, } $)$ の形式的変形量子化 (form $al$ defVrmation quan-
tization) あるいは star algebra と呼ばれる (d.[BFFLS])。

Example(Moyal product) ここて、 直後に必要となる典型例を挙けておこう。 ます $\mathbb{R}^{2\mathfrak{n}}$ における標準

的な symplectic structure $\omega^{0}=\omega_{jj}^{0}d$z: $\otimes dz^{\mathrm{j}}$ $((\omega j\mathrm{j})=\{\begin{array}{ll}0 1_{\hslash}-1_{n} 0\end{array}\})$ を考え、それに対応する Poisson

structure $\partial_{z}:\Lambda_{0}^{-j}\partial$.j とそれによる Poisson bracket を考えよう。そのとき

$f(z)*_{M}g(z)$ $=$ $f(z) \exp[\frac{\nu}{2}\partial_{l}:\Lambda_{0}^{ij}\partial.t_{\mathrm{j}]g(z’)1_{z’=z}}$

$=$ $\sum_{\alpha\beta}\frac{(\nu/2)^{|\text{。}|+|\beta|}}{\alpha!\beta!}\partial_{x}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}f\partial_{x}^{\beta}(-\partial_{y})^{a}g$

によって定義される積を Moyal 積と呼ぶ。 これが $\mathbb{R}^{2\mathfrak{n}}$ における形式的変形量子化の典型例を与える (量子

ダルブー座標定理により、 この積が本質的) 。ただし $z=(z^{1}$ , $\cdot$ . . , $z^{2n})=$ ($x^{1},$
$\cdots,$ $x$n, $y^{1},$

$\cdots,$
$y^{n}$ ) てある.

Symplectic manifold に関する形式的変形量子化の存在に関する結果は次のとおり (cf. [DL], [OMY]’Fl])。

Theorem 2.3 $\forall$ symplec$tic$ manifold $(M, \omega),$ $\exists*\cdot pr$oduct $s.t$ . (C“ $(M)[[\nu]],$ $*$ ) は. Symplectic manifold(M, $\omega$)
の形式的変形量子化。

上記のごとく形式的変形量子化の存在はわかったが、実はそれは (一般には) 一意的てはない。それについ

て説明をするのに “同型の意味をは $’.0$きりさせておこう。 ”

Deflnition 2.4 $T$ :(C“ $(M)[[\nu]],$ $*0$ ) $arrow(C^{\infty}(M)[[\nu]], *1)$ が形式的変形量子化の間の同型てあるとは、

1. $T:\mathbb{R}[[\nu]]$ Jinear isommorphism,
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2. $f*_{0}g=T^{-1}(T(f)*_{1}T(g))$ ,
3. $Tf=f+T_{1}f$ $+\cdot..+T_{k}f$ + $\cdot$ . . と展開されて、各 $T_{k}$ が微分作用素。

以上の定義の下で次が知られている [GR], [OMMYI], [Y]。

Theorem 2.5
$\{star\cdot product\}/\sim$

$\mathrm{t}$

{Poinear\’e- Cartan class on $M$}
$\mathrm{t}$ (1)

$H(M, \mathbb{R}\dagger[[\nu^{2}]])$

{contact Weyl $man|.fold$} $/\sim$

2.2 Fedosovの構成法
この節では Fedosov 接続について説明する。大森・前田・吉岡 [OMY] の意味ての Weyl maifold から出

発して構成される吉岡の量子接続岡も本質的には Fedosov接続と同じ役割を果たしている。その方法ては、
Darbou 座標の量子化を基礎にし、Weyl function と呼ばれる特殊な断面族を保つような変換をもとにして
局所自明化を定義し、 それを使って量子接続の係数を書きくだすことができる。 この利点は接続自体の記述
が簡単になるという点にある。 しかし、 この自明化 (はり合わせ) はその構成自身結構面倒である。
一方通常の Weyl algebra bundle の古典的自明化 (つまり base manifold の座標変換の微分 (の対称テン

ソル積) による貼りあわせ) によると、初心者でも容易に理解できる方法で、量子接続を了解できる。 この

自明化は古典的に良く知られているのでなじみがあるが、接続係数のほうにしわ寄せが来る。
$(M, \omega)$ を symplectic manifold として、

1. $W_{M}:=(T^{*}M)\otimes \mathbb{R}[[\nu]]$ , ただし ${ }$ は対称テンソル積。 この元を微分形式 $dz^{k}$ と区別するために $Z^{h}$

とあらわす。
2. $a$ (z, $Z,$ $\nu$), $b$ (z, $Z,$ $\nu$) $\in W_{M}$ (z は base manifold の点を表す) に対して、

$a(z, Z, \nu)*_{M}b(z, Z,\nu)=a(z, Z, \nu)\exp[\frac{\nu}{2}\partial_{Z}:\Lambda^{ij}\partial_{Z^{j}}l]b(z, Z’, \nu)|$z’ $z$

とおくと fiberwise に Moyml 積が定義されていることになるが、 これから自然に滑らかな断面全体にも
積 $*\wedge$ が定義される。 そして、 これて R\’echet 非可換結合代数が得られる。

続いて $\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{s}\epsilon \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{m}$ mlgebra との tensor product について考えよう。明らかに $W_{M}\otimes\Lambda_{M}$の中心 $=\mathbb{R}[[\nu]]\otimes\Lambda_{M}^{\mathrm{e}\nu}$

である。 さらに、幾つか基礎的な作用素を導入しておく。

Deflnition 2.6 $a=\nu^{l}Zadz^{\beta}\in\Gamma(W_{M}\otimes\Lambda_{M})$ について、

$a0$ $=$ $a(z, Z,dz,\nu)|z.0$ , $a00=a(z, Z, dz, \nu)|z\Rightarrow 0,dz=0$ , (2)
$\sigma$(a) $=$ $a0=a\mathit{0}0(a\in\Gamma(W_{M})))$ , (3)

$\delta$a $=$ $dz^{k} \wedge\frac{\partial a}{\partial Z^{k}},$ $\delta^{-1}a=\{$
$|\overline{\alpha}\neg+\neg\beta k1Z^{k}\iota_{\partial_{*}}$ , $(|\mathrm{r}|+|\mathrm{s}|\neq 0)$ ,
0 $(|\alpha|+|\beta|=0)$ , (4)

$W\ell-deg(a)$ $=$ $|\alpha$ l $+|\beta|+2l$ . (5)

すると容易に次が分かる。

Proposition 2.7 1. $\delta$ と $\delta^{-1}$ の定義は Darboux coordinate の選択 [こ依存しな $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\text{。}}$

2. Hodge 分解 $a=\delta\delta^{-1}a+\delta^{-1}\delta a+a\mathit{0}\mathit{0}$.
S. $\delta a=-\frac{1}{\nu}[\omega_{1j}.Z:dz^{j},a]$ ,

以上の準備の下で、 Fedosov connection の構或は以下のようにおこなわれる。
$\nabla$ : symplectic connection (6)

$\nabla^{F}$
$=$ $\nabla-\delta+\frac{1}{\nu}[\gamma$, .$]$ (7)

$=$ $d+[ \frac{1}{2\nu}\sum \mathrm{p}_{:jh}z^{i}z^{j}dz^{k}, .]+[\frac{1}{\nu}\omega_{i\mathrm{j}}Z^{:}d\dot{\mathscr{S}}, .]+[\frac{1}{\nu}\gamma, .]$.

とおく。 ただし、 \gamma \in r(wM\otimes AM)。我々は、 $(\nabla^{F})^{2}=0$ となるように $\gamma$ を構成したいのてある。実は次が
成立する。
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Theorem 2.8 ([F1-2]) 上記の要件を満たす $r$ ま以 Tのような条件下で一意に存在する。

$deg\gamma\geq 2,$ $\delta^{-1}\gamma=0$ . (8)

Proof $\Omega$ を以下のようにおく。
$( \nabla^{F})^{2}a=\frac{1}{\nu}[\Omega, a]$ . (9)

すると直接計算により、

$\Omega$ $=$ -i$\omega$ijdzi $\Lambda dz_{j}+\frac{1}{4}\sum R_{ijk}\iota z_{i}z_{\mathrm{j}}dz_{h}dz\iota-\delta r+\nabla\gamma+\frac{-1}{\nu}\gamma_{*}^{2}$ . (10)

が導かれる $\text{。}$

$\frac{1}{2}\omega_{1j}.dz:\wedge dZj$ が中心であることを考えれば、 $(\nabla^{F})^{2}=0$ であるための必要十分条件は

$\delta\gamma=\nabla\gamma+R_{\omega}+\frac{-1}{\nu}\gamma_{l}^{2}$ (11)

となる。 ただし、 ここで $R \text{。}=\frac{1}{4}\sum Ri\mathrm{j}kl$zizj $dz_{k}dz\iota$ とお $l^{\backslash }f_{\llcorner}^{\vee}$。他方先ほと紹介した Hdge 分解

$\gamma=\delta^{-1}\delta\gamma+\delta\delta^{-1}\gamma+\gamma_{0}$0

において、仮定 $\delta^{-1}\gamma=0$ と $\gamma 00=0$ (\gamma :1--form) を用いれば

$\gamma=\delta^{-1}\delta\gamma$ (12)

がわかる。 そこで (11) に $\delta^{-1}$ を当てて (12) を適用して次を得る。

$\gamma=\delta^{-1}\delta\gamma=\delta^{-1}\nabla\gamma+\delta^{-1}\ +\delta^{-}1$ $\frac{-1}{\nu}\gamma_{*}^{2}$ . (13)

$deg\gamma$ \geq 2 と言う仮定をおいてあったので、 $\frac{1}{\nu}$ [\gamma , ] が次数を下けることは無 $\iota$
$\mathrm{a}_{\text{。}}$ また、 $\delta^{-1}$ は次数を増加させ

ている。 これを利用するとこの $\gamma$ の方程式は次数に関して逐次的に解くことができる。 このようにして得ら
れた解は当然 (8) を満たす。 問題はこの解が方程式 (11) を満たしているかどうかてある (議論の過程で $\delta^{-1}$

と言う非可逆な作用素を当ててしまっているのて... )
。 以下それを確かめる。 $\nabla^{F}$ て上記のようにして得ら

れた $r$ を用いて定義された接続とする。 そして、 $\tilde{\Omega}$ てその曲率を表すこととする。 すなわち、

$\tilde{\Omega}=-\omega+R_{\omega}-\delta\gamma+\nabla\gamma+\frac{-1}{\nu}\gamma^{2},$ . (14)

目的は
$\tilde{\Omega}+\omega=0$ (15)

を示すことである (そうすれば中心におさまる)
$\text{。}$

$\gamma 0=\delta^{-1}R_{\omega}$ という条件のついた方程式 (1S) から

$\delta^{-1}(\tilde{\Omega}+w)$ $=$ $\delta^{-1}(R_{1d}+\nabla\gamma+\frac{-1}{\nu}\gamma^{2}.)-\delta^{-1}\delta\gamma$ (16)

(13)
$=$ $\gamma-\delta^{-1}\delta\gamma$

$=$ $\delta\delta^{-1}\gamma$

$=$ 0.

がでる。 Bianchi方程式より、 $\nabla^{F}\tilde{\Omega}=0$ と � F\mbox{\boldmath $\omega$} $=d\omega=0$ が示される。 ($\omega$ は clos$ed$ scdar valued B-fom
てあることに注意。) よって、 $\nabla^{F}(\tilde{\Omega}+\mathrm{t}t)=0$ あるいは同じ事であるが、

$\delta(\tilde{\Omega}+\omega)=(\nabla^{F}+\delta)(\tilde{\Omega}+\omega)$ . (17)

を得る。 両辺 $\delta^{-1}$ を当て、 $\delta^{-1}(\tilde{\Omega}+\omega)=0$ となることと、再ひ Hodge 分解を適用すると、

$\tilde{\Omega}+\omega=\delta^{-1}(\nabla^{F}+\delta)(\tilde{\Omega}+\omega)$, (18)

が得られる。 作用素 $\delta^{-1}(\nabla^{F}+\delta)$ は次数を 1 上けるので、方程式 (18) から唯一解 $\tilde{\Omega}+\omega=0$ を得る。

以上て、 シンプレクテイック接続�から Fedosov 接続と呼ばれる接続� $F$ が構成された。次にこの接続
をもちいて、 $C^{\infty}(M)[[\nu]]$ に star product が定義されることを示したいのであるが、 そのためには以下の様
にすれば良い。
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1. W、$F$ がファイバーごとの積で閉じていることを示す。
2. $($ \nabla $p)^{2}=0$ であることを使って、

$\sigma$ : $W_{\nabla^{F}}1-1rightarrow C^{\infty}(M)[[\nu]]$ . (19)

であることを示す。
3.

$a*_{F}b=\sigma(\sigma^{-1}(a)*\sigma^{-1}(b))$ , (20)

とおくと、 $*p$ が $C^{\infty}(M)[[\nu]]$ における star produd の性質を有していることを示す。

2. についてもう少し詳しく説明しておこう。

Proposition 2.9 ([F1-2]) $\nabla^{F}$ を上て構成された接続とする。そのとき Weyl algebla bundle の� $F$ [こ

関する $\Gamma(W_{M})$ 内の平行断面全体 $W_{\nabla}F$ は $C$“ $(M)[[\nu]]$ の元と一対一対応である。 その対応を与える写像
$\sigma$ : $W_{\nabla^{F}}arrow C^{\infty}(M)[[\nu]]$ は $\mathbb{C}[[\nu]]$ -線形同型を与える。その逆写像 $\tau=\sigma-1$ は具体的には以下のような手続
きてある : 関数 $f\in C^{\infty}$ (M) に対して平行断面 $\tau(f)$ が次数に関する漸化式を解いて構或てきる。

$\tau(f)0=f$ ,
$\tau$(f) $s+1$ $= \delta^{-1}(\nabla^{S}r_{*}+1\sum\nu;;;ad(r_{t+2})\tau(f)_{*-t})$. (21)

最後 [こ積を $f*g=\sigma(\tau(f)*\sigma(g))$ て定義すると、 これは star-pmdud を与える。

Proof $\nabla^{F}a=0,$ $\sigma(a)=a_{0}$ を考える。 $\delta a$ を $\nabla^{F}a=0$ の両辺 [こ加えて、

$\delta a=(\nabla^{F}+\delta)a$ (22)

としておく。 $\delta^{-1}$ を $(\mathit{2}B)$ の両辺に当てて $\delta^{-1}a=0$ と Hodge 分解をもちいれば、 容易に

$a$ $=$ $(\delta^{-1}\delta a+\delta\delta^{-1}a+a00)$ (23)
$=$ $\delta^{-1}\delta a+a0$

$=$ $\delta^{-1}(\nabla^{F}+\delta)a+a_{0}$ .
を得る。 $\delta^{-1}(\nabla^{F}+\delta)$ は次数を上けるのて、直前の証明て見たように、方程式 $(\mathit{2}S)$ は唯一解 $\tilde{a}$ を得る。
� Fa\tilde $=0$ を示そう。 $\nabla^{F}$ が $(\nabla^{F})^{2}\in$ 中心を満たすということにより、

$(\nabla^{F})^{2}\tilde{a}=0$ (24)

が得られる。 ゆえに、
$\delta \mathrm{v}_{\overline{a}}^{F}(\begin{array}{l}24=\end{array})(\nabla^{F}+\delta)\nabla^{F}\tilde{a}$. (25)

$\mathrm{B}\dot{\backslash }\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{る_{。}}(\mathit{2}S)|_{\llcorner}^{\vee}\text{よ}\mathfrak{h}_{\text{、}}$

$\delta^{-1}\nabla^{F}\tilde{a}=0$. (26)

が出る。 $\delta^{-1}$ を当てて (26) 及ひ Hodge 分解を適用してやると、

� Fa\tilde $=\delta^{-1}(\nabla^{F}+\delta)\nabla^{F}\tilde{a}$ (27)

が得られる。 先ほとと同様にこの方程式は唯一解 $\nabla^{F}\tilde{a}=0$ を持つ。

3 Twisted Fedosov connections and noncommutative Dirac
operators

前節の構成からわかったように、 単なるベクトル束とその接続を考えるのではなく、Weyl 代数 $W$ をファ
イバーとする Weyl 代数束とその代数構造と相性のよい接続を考えるという要請が Fedosov 構成 (特に底多
様体の関数と平行断面との一対一対応を構或するというところ) の crucial point てあった。 たとえば構造群
を $GL$(W) とみて $\mathrm{H}^{2}$ ( $M,$ $GL$ (W)) の元て捻って stadc (直後の説明を参照) を考えるとそのような要請が満
たされなくなってしまう。分類の際に現れた 2次 Cech $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{l}0\alpha$ の係数に $\mathrm{R}[[\hslash]]$ が現れてくるのはこの
ような理由による。本節の日的は, 素直なWeyl 代数束を $\check{\mathrm{H}}^{2}$ (M, R[同]) の元で捻って stack を構戒するとい
うことである。幾何学的量子化において良く用いられる事実として整係数のコホモロジークラスを定義する
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ようなシンプレクティック構造を備えたシンプレクティック多様体について、 そのシンプレクテイツク横造を
曲率とするような接続付き線束が存在するという定理があるが、 この結果得られる束を prequantum bundle
(cf. [Wo]) と呼ぶのであった。 この定理の証明の際もちいられている Cech-de Rham $\mathrm{z}\mathrm{i}\mathrm{g}$-zag construction
の類似を用いることで実は必すしも整とは限らない $\mathrm{P}o\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{r}’\triangleright$Cartan class についても接続付きの無限階数の
stadc で曲率が Poincar\’e-Cartan form と一致するようなものが構成できるということを紹介することがこの
セクションの目的である (cf. [Mil])。

3.1 Stacks, vectorial gerbes and twisted quantum gerbes
最初暫くの間 stack と言う用語の準備に費やされる ([Br], [Hi], [Mu])。

Deflnition 3.1 $M$ を多様体とする。 $S$ が $M$ の sheaf of cat勺 o $ry$ とは対応 $U\succ*S$(U) であり (但しここ

で $U$ は $M$ の開集合、 $S$ (U) は category) 、

1. (gluing con山 tions for objects) 包含写像 $Uarrow V$ が与えられた時 ru.v : $S(V)arrow S$(U) があって、
$ruv\circ rvw=ruw$ を満たし、 $M$ の開集合 $U$ の開被覆 $(U_{i})_{i\epsilon I}$ について、各 $i$ と $x:\in S(U.\cdot)$ に関して
写像 g.$\cdot$j : $ru_{:\mathrm{j}}u_{\mathrm{j}}(x\mathrm{j})arrow r_{U_{j:},U}:\mathrm{t}^{x}:)$ で $\mathit{9}\cdot.jgih=g_{1k}$

. を満たすものが存在する時、在る $x\in S$ (U) が存在し
て $r_{U:}\tau J(x)=x$ : を満たす。

2. (gluing conditions for m\mbox{\boldmath $\alpha$}rphism\rightarrow 二つの対象 $P_{\text{、}}Q\in S$ (M) について $Uarrow Hom$ ($rUM($P), $r\sigma u(Q)$ )
が she4 てある

という条件を満たしている時を言う。更に加えて以下の条件

1. 適切な開被覆 $(U_{i})|.\epsilon t$ が存在して、各 $i$ に対して $S$ (Uj) が空てない、
2. $U$ を $M$ の開集合とすると、任意の $x,$ $y\in S$(U) に対してある $U$ の開被覆 $(U_{1}.)$ が存在して $ru:u$ (x) と

$ru:u$ (y) とが同型、
S. $S$ (U) のすべての射は可逆てあり、在る群の sheafA が存在して、各 $S(U)$ の対象 $x$ に対して $Hom$ (x, $x$ ) $\underline{\simeq}$

$A$(U) となり、 この各元は制限写像と可逆。 $A$ を band と言う、

を満たすとき stack と言う。

band として群の sheaf $H$ を考えた $l^{\mathrm{a}_{\text{。}}}$ 以下の日標は上述の概念 (あるいはその類似品) で $H$ 係数の 2次
$\overline{\mathrm{C}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}$-cohomology の幾何学的な対象を作ることてある。 $M$ を多様体として $u=\{U:\rangle$ $.\cdot\epsilon I$ てその開被覆を表
しているとする。

$\pi$ : $Y$ $:=y^{[0]}=\mathrm{I}\mathrm{I}^{U_{1}}\cdotarrow M$ (projection), (28)

$Y^{[p]}:=$ { $(y_{0},$ $y_{1\prime}\cdots,$ $y_{\mathrm{p}})|\pi(y\mathrm{o})=\pi(y1)=...=\pi$(y$\mathrm{p}$ )}, (29)

$\pi$i:
$Y^{[\mathrm{p}]}arrow Y^{[p-1]}$ ; omit the $\mathrm{i}$ -th argument (30)

$\delta:=\sum^{\mathrm{p}}(-1)^{i}\pi_{i}^{*}\Lambda^{q}(Y^{[\mathrm{p}]})arrow\Lambda^{q}(Y^{[\mathrm{p}+1]})$ (31)
$i=0$

Deflnition 3.2 $g=$ $(Y, P, s)$ が $M$ 上の (H-)gerbe てあるとは

1. $\pi$ が局所的に断面を備えた上への沈め込みを与える
2. $Parrow Y^{[}$1] が $H$ を構造群とするファイバー束
S. $s$ : $Y^{[2]}arrow\delta P$ が断面 (鹸頷)

4. $\delta s=1$

$i.e$ .
$P$ $\delta P$ 1

$Y$ $arrow$

$Y^{[1]}\downarrow$

$\Leftarrow$

$\downarrow\dagger sY^{[2]}$

–
$\downarrow\uparrow\delta sY^{[3]}$

(32)

$M\downarrow$

これが stack の特殊な場合であるのは容易に分かる。 さて $G$-主束に対してその構造群 $G$ の表現が与えられ
ると、それに同伴してベクトル束が定義されるように、 $\mathrm{b}\mathrm{m}\mathrm{d}$の表現が与えられると同伴して ve\iota torial ger赫
と呼ばれるものが定義される。
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Deflnition 3.3 表現 $(V, \rho)$ が与えられているとする。 $S$ (U) が $V$ を標準ファイバーとする $U$ 上のベクトル
束のなす category で $\rho \mathrm{o}gij$ : $U_{\mathrm{j}}.\cdot \mathrm{x}Varrow U_{ji}\cross V$;(x, $y$) $\vdash\succ$ ($x,$ $\rho\circ g\dot{\iota}\mathrm{j}$ (x)y), が*mRl tこなっているようなも
のを vectorial ge$rbe$ と $\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{a}$ う

$\text{。}$

これらには base を $Y^{[0]}$ と思うことによって自然に大域的断面や内積構造とそれによる完備化、 更には作
用するオペレーターやそれらがなす作用素環の構造が定義できる [A], [MS]。 特に接続は $Y^{[0]}$ 上の接続で
岨齢と相性のよいもの。 また、 曲率を使って Chem $\mathrm{c}1\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}_{\text{、}}$ Chern character が定義できる $(\mathrm{t}\mathrm{r}(gAg^{-1})=$

$\mathrm{t}\mathrm{r}(A),$ $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}(gAg^{-1})=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}(A)$ てあることから well-def.)。

さてこの辺で最も基本的であると思われる例を挙けよう。これは $H=U$(y の場合である。

Example (Spin gerbe[MS]) 次の短完全列を考える :

$1arrow \mathbb{Z}_{2}arrow Sp\dot{\mathrm{t}}n(n)arrow SO(n)arrow 1$. (33)

ここからえられる Bockstein の完全列 :

$\ldotsarrow H1$ $(M, Spin(n))arrow H^{1}(M, SO(n))arrow H^{2}$ ($M$, Z2) $arrow\cdot\cdot$ . (34)

によって座標変換 (cocycle) $(g_{1j}.)\in c$
“ ( $U_{1j}.,$ SO(n)) を送ったものが spin 構造の障害類 Stiefel-Whitney

class を表しているのであった。 これが消えてくれていれば大域的な spin 束が立つ。 これが消えていない場
合 \nearrow CU(l)-値 2cocycle $c:jk=\tilde{g}ijg$\tilde jk $\tilde{g}ki$ が定まる。 これを先ほどの gerbe の定義の $s(\mathfrak{U}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i})$ と思うこと
によって gerbe が定まる。 これを spin gerbe と呼ぼう。

我々の目的にはもう一つ形式的変形量子化に関連した vectorid gerbe が必要になる。以下その構成を行う。

Theorem 3.4 任意に与えられた $Poincare’$-Cartan class $c_{\nu}(A_{M})$ [こつ $\mathrm{A}\mathrm{a}$て、接続付きの $\mathbb{R}[[\hslash]]$ -vectorial
gerbe ($Q_{M},$ $\nabla$ Q) てその 1st Chern form $\Omega_{\nu}(*)=\Omega_{\nu}(A_{M})$ (これを以下では Poincard- Cartan $fom$ と言
う) が Poincar\’e$\cdot$ Cartan class と対応するようなものが存在する。 さら 1こ、得られた $\mathbb{R}\prod\hslash\prod$-vectorial gerbe

$(Q_{M}, \nabla^{Q})$ には右 Weyl dgdra module 構造が入る。 これを twisted quantum gerbe endowed with twisted
quantum connection と呼ぷ。

Remark 定理の前にも述べたが $\Omega_{\nu}(A_{M})$ は必すしも整とは限らな $l^{\mathrm{a}_{\text{。}}}$

Proof $M$ の適当な開被覆 $u=\{U\text{。}\}$ を固定する。 この開被覆を用 \iota ‘て、 $6ech$-de Rham double complex
$C^{q}$ (u, $\Lambda_{M}^{\mathrm{p}}$ ) と de Rham 外微分とを doubole complex $C^{q}$ (u, $\Lambda_{M}^{\mathrm{p}}\otimes W_{M}$ ) $)$ と Ibdosov connection $\nabla^{F}$ とで
それぞれ置き換えたものすなわち、 $\Lambda_{M}^{\mathrm{p}}\otimes W_{M}$ を係数とする C$ech$ の 2重複体を考えよう 2。 すると次が証明
できる。

1. $\delta\nabla^{F}\pm\nabla^{F}\delta=0$

2. $p\geq 1$ とする。 $\nabla^{F}b=0$ を満足する任意の $b\in C^{q}$ (u, A%l\otimes 垣�) に対して、或る $a\in C^{q}(\mathcal{U}, \Lambda_{M}^{\mathrm{p}}\otimes W_{M}))$

で� $F_{a}$ $=b$ となるようなものが存在する。

この最初の主張は� $F$ の定義のされ方からすくわかる。 2番目について考えよう。 $Intertw|.nerP$ てあり、
� $F_{=-P^{-1}\delta P}$ を清たすようなものの存在が示せれば良い。そうすると $\delta$ に関する複体と $\nabla^{F}$ に関する複
体とは同値であることになる。その結果 $\nabla^{F}$ を $\delta$ によって置き換えた場合に定理の主張にあたる結果が正し
い (その証明は Hodge 分解からすく分かる) と言うことから、 $\nabla^{F}$ に関する定理の主張が正しいと言うこと
[こなる。 さて、 Hodge 分解 $((\nabla^{F}+\delta)a)_{00}=0$ によって、

$(\nabla^{F}+\delta)a=\delta^{-1}\delta(\nabla^{F}+\delta)a+\delta\delta^{-1}(\nabla^{F}+\delta)a$ . (35)

が分かる。 一方、 $(\nabla^{p})^{2}=\delta^{2}=0$ であるから

$(\nabla^{F}+\delta)\nabla^{F}=\delta\nabla^{F}=\delta(\nabla^{F}+\delta)$ $(36)$

となる。 この関係を用いて、 (S5) は以下のように変形される。

0 $=$ $\nabla^{F}a-\delta^{-1}(\nabla^{F}+\delta)\nabla^{F}a+\delta a-\delta\delta^{-1}(\nabla^{F}+\delta)a$

$=$ $(1-\delta^{-1}(\nabla^{F}+\delta))\nabla^{F}a+\delta(1-\delta^{-1}(\nabla^{F}+\delta))a$

$=$ $(P\nabla^{F}+\delta P)a$ , (37)
1主束の構造が入っていないが $\alpha \mathrm{r}$といっても間違いはないてあろう
2このような $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\epsilon \mathrm{x}$ は $6\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{l}- \mathrm{F}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{o}8\mathrm{O}\mathrm{V}$ double $\infty \mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{x}$ と呼ぶのが良いのてはないか ?
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た $\gamma\sim\llcorner$’し、
$Pa=(1-\delta^{-1}(\nabla^{F}+\delta))a$. (38)

と置いている。 $P$ が可逆であることを言うために、 次のような方程式を考える。

$b=Pa$ (39)

ただし、 $b$ が与えられていて $a$ が未知である。 (38) における $P$ の定義からこの方程式は次の方程式

$a=b+\delta^{-1}$ $(\nabla^{F}+\delta)$a, (40)

と同値である。 $\delta^{-1}(\nabla^{F}+\delta)$ が $W\ell\cdot degree$ を少なくとも次数 1 挙けているので、 (40) は帰納的に唯一の解
を持つことがわかる。 かくして $P$ の可逆性がわかり、 さらに目的の式

� $F=-P^{-1}\delta P$ (41)

が得られた。 さて、 ご $ech$ $\mathit{2}$-cocycle $c_{\nu}(A_{M})=\{c_{\text{。}\beta\gamma}\}$ を Poin\mbox{\boldmath $\alpha$}『’-Cartan class に対応して $\mathrm{A}$ゝるとしよう.
さすれば上記 1 と 2 から、 次のような図式が得られる (可換)。

$\Omega_{\nu}(A_{M})$

$r\downarrow$

$\{\xi\sigma_{\alpha}\}$

$\nabla^{F}arrow$

{\Omega \mbox{\boldmath $\nu$}(AM)}。
$\delta\downarrow$

(42)

$\{h_{U_{a\beta}}\}$

$\nabla^{F}arrow$ {\nabla Fh。\beta }
$\delta\downarrow$

$\{c_{\alpha\beta\gamma}\}$ $arrow$

.
$\{c_{\alpha\beta\gamma}\}$

ただし、 $\nabla^{F}$ が Fedosov $connect*\cdot on$ であ $\text{り_{、}}\delta$ は科 $eeh$ coboundary opemtor である。 $W$ (Weyl algebra) へ
の作用を g。\beta =exp[hu。’] とする 3. そうるすと

$\xi_{\alpha}-\xi_{\beta}=\nabla^{F}\log g_{\alpha\beta}$

さて

$\mathcal{G}:=Qu:=\{(\pi^{-1}(U_{\alpha}))\}arrow Y^{[0]}$ (43)
$s_{\alpha\beta\gamma}:=(\delta g)_{a\beta\gamma}$, (44)
$\nabla$ ? $(\phi_{a}1_{\alpha}):=\{\nabla_{Z}^{F}+2\pi\sqrt{-1}\xi_{a}(Z)\cdot\}*\phi_{a}$l。’ (45)

と置こう。 ただし、 $\pi$ : $W_{M}arrow M$ は標準射影て、 1。は $x\vdash*$ $(x, 1)$ の局所自明化によるイメージ。 このよ
うに (前述の意味での) 接続つきの R『\hslash ]l-gerbe に同伴する (無限階数) vectorial ger赫が構或された。接
続が $*$ と相性がよく、変換関数も $*$ 積を使って定義されているから $W_{M}|_{\mathrm{p}}$ の上の algebra structure から各
ファイ $\nearrow\backslash \cdot$– $Q_{M}|_{\mathrm{p}}$ の上の We$yl$ algebra $r\dot{/}ght$.mdule structufe が自然 [こ定まる。

3.2 Noncommutative Dirac operators
Deflnition 3.5 $n$ =2m 次元内積付ベクトル空間 $(V^{\iota}, g)$ の Cliffofd 代数 $C\ell_{\hslash}(V^{\mathrm{r}})$ とは $\mathrm{R}_{\hslash}=\mathbb{R}[\hslash^{-1}, \hslash]]$

上て $g$ に関する正規直交基底 $e^{1},$
$\cdots,$ $e$

n で形式的に生戒され以下の関係式を満たすもの

$ei\text{。}j$ +ej。i $=-2\delta^{j}|.\hslash$ . (46)

この代数での次数を次のように定める。

$C\ell-deg(e^{i_{1}}\cdots e1\hslash 1)=k+2l$ . (47)

Deflnition 3.6 Chiral element とは 4

$\Gamma_{\hslash}=(\frac{\sqrt{-1}}{\hslash})$

\S
$e^{1}\cdots e^{n}$ (48)

$\underline{\text{で定義され}_{\overline{7\mathrm{E}}\text{の_{}}^{}\mathit{1}\mathrm{i}_{\text{。}}}.}$

3g。$\beta$
は通常の有限階数のベクトル束の変換関数てはない (cf. [Y])。

$4\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{n}$ -Singer 型定理を示す際にこの元を用いるのてあった。
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すると直接計算によっ $\text{て}$

$\Gamma_{\hslash}^{2}=1$ , $\Gamma_{\hslash}v=-v\Gamma_{\hslash}(v\in V^{*})$ . (49)

となることがわかる。

つぎにクリフォード作用にあたるものを考えた $l^{\mathrm{a}_{\mathrm{o}}}V^{*}[\hslash^{-1}, \hslash]]=V\otimes \mathrm{n}\mathbb{C}[\hslash^{-1}, \hslash]]$ の向きつけられた

$\mathrm{p}\mathrm{o}1\mathrm{a}\mathrm{I}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}^{5}P_{\hslash}=\langle\{w^{j}=\frac{1}{2}\{e^{2j-1}-\sqrt{-1}e^{2j}\} : 1\leq j\leq\frac{n}{2}\}\rangle_{\mathbb{C}[\hslash^{-1},\hslash]]}$ を固定する。 さら [こ

$S_{\hslash}=\Lambda P_{\hslash}$ , $S_{\hslash}^{\pm}=\Lambda^{\pm}P_{\hslash,}$ (50)

とお $\langle$

。

$c\hslash$ は以下のよう}こ定義された $C\ell_{\hslash}(V^{*})$ の $S_{\hslash}$ への作用。 $s= \sum_{1}$. $si\hslash:\in S_{\hslash}$ [こ対して、

$c_{\hslash}(w)s$ $=$
$2^{1/2}w\wedge s$

$(w\in P_{\hslash})$ (51)
$c_{\hslash}(\overline{w})s$ $=$ $-2^{1/2}\iota_{\hslash}(\overline{w})s=-21/2\hslash$g$(\overline{w}, s)(\overline{w}\in P_{\hslash})$ (52)

$\mathrm{c}_{\hslash}(\hslash)s$ $=$ $\hslash$s (53)

ついて $\Gamma_{\hslash}$ の作用について見てみよう。

$c_{\hslash}(\Gamma_{\hslash})s$ $=$ $( \frac{-1}{\hslash})^{n/2}((w^{1}\wedge)\iota_{\hslash g}(\overline{w}^{1})-\iota_{\hslash g}(\overline{w}^{1})(w^{1}\wedge))\cdots$ (54)

... . $((w^{n/2}\wedge)\iota n_{\mathit{9}}(\overline{w}^{n/2})-\iota_{\hslash g}(\overline{w}^{n/2})(w^{n/2}\wedge))$.
よって

$\Gamma_{\hslash}|_{\mathrm{A}^{k}P_{\hslash}}=(-1)^{\mathrm{k}}$ (55)

このようにして次が得られた。
$s_{\hslash}^{\pm}=$ { $\pm 1$ -eigen space of $\Gamma_{\hslash}$ }. (56)

さて以上から、適当な多様体 $M$ 上の代数束 $\mathcal{E}=Q\text{、}$ \otimes 。$[\hslash^{-1},\hslash]]S$\hslash (M) において、

1. ここに作用する作用素: $\nabla^{\mathcal{E}}=\nabla=\nabla^{Q}\otimes 1+1\otimes\nabla^{S}$但し� $Q$ は twisted quantum comection で� s
は Levi-Civita 接続から得られる Clifford(Spin) 接続、 6

2. 係数を非可換化したことにより、非可換Dirac 作用素 : $D= \sum_{j}c_{\hslash}(e^{i})\nabla_{\mathrm{e}_{i}}^{\mathcal{E}}$ , ただし、ここて $c_{\hslash}$ は Cliflord
作用、 $\{e:\}$ は正規直交枠 $\{e^{i}\}$ は双対枠とする、

らが得られることとなる。 見てわかるとおり $\hslash$ というパラメータが含まれているのて、Riemum 計量 $garrow$

$\frac{1}{\hslash}g=g\hslash\}$こ連動して体積形式 (密度) $\text{、}$ Levi-Civita 接続、 Laplacian、そして Lichnerowicz formula の変化
が生する。

Proposition 3.7
volume form : $vol_{M}$ $arrow$ $\hslash^{-n/2}vol_{M}$ ,
Christoffel : $\Gamma_{jk}^{1}$

.
$arrow$ $\Gamma_{\hslash jk}^{i}=\Gamma_{\mathrm{j}k}^{i}$ ,

Laplacian : $\Delta$ $arrow$ $\Delta_{\hslash}=\hslash\Delta$ ,
Lichnerowicz formula : $p$ $arrow$ $p_{Q}=\Delta_{\hslash}+V$

ただしここて $V=\underline{\hslash}_{\frac{f}{4}\mathrm{K}}+c_{\hslash}(\tilde{\Omega}_{M}(\nu))$ そして $r_{M}$ はスカラー曲率てある。

Proof 各対象上局所的な議論を行う。 volume form に関しては

$vol_{M}$ $=$ $\det$ ($g:j$ (x))dx
$arrow\hslash^{-n/2}v$olM $=$ $\det$ ( $gj\mathrm{j}$ (x)) $dx$ . (57)

$5P$ は $V\otimes \mathrm{n}\mathbb{C}[\hslash^{-1}, \hslash]$l の $\mathbb{C}$[$\hslash^{-1},$ $\hslash$B 部分空間て $V$. $\otimes \mathrm{n}V\otimes \mathrm{n}\mathbb{C}[\hslash^{-1},$ $\hslash]$] $=P\oplus\overline{P},g1\mathrm{p}=0$ となっているようなも
の。

$\circ T.M$ の orthonormal (local) frame $\mathrm{e}=$ ( $\mathrm{e}^{1},$

$\ldots,$ $e$n)’その $S_{\hslash}(M)$ への parallel lift \^e とすると

� s(\epsilon ) $= \frac{-1}{4}\{v_{jh}e^{1}\mathrm{e}^{h}\cdot$ \^e

となる。 通常 o#honormal frame で tangent cotangent bundle を同一視するがここてはきちんと割 I) Lておく. 係数
$\frac{-1}{4}$ の符号はそのためてある。
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次 1こ、 Christoffel に関しては、
$\Gamma_{J^{k}}^{i}$ $=$ $\frac{1}{2}g^{1l}$

.
{ $\partial$,jgk\sim $+\partial_{x}kgjl-\partial$,l $g_{\mathrm{j}k}$ }

$arrow$rsjk $=$ $\frac{1}{2}(\hslash g^{il})\{\partial,j(\hslash^{-1}g_{hl})+\partial_{x^{k}}(\hslash^{-1}g_{j}\iota)-\partial,\iota(\hslash^{-1}g_{jk})\}$. (58)

更 [こ、 Laplacian に関しては、

$arrow\Delta_{\hslash}\Delta$ $==$ $\hslash g^{1j}.(\nabla\dot{.}\epsilon\nabla\epsilon+|j\Gamma\cdot\nabla_{k}^{\mathcal{E}})g^{ij}(\nabla^{\mathcal{E}}\nabla_{\mathrm{j}}^{\mathcal{E}}+\Gamma_{i}^{k}\nabla_{k}^{\mathcal{E}})|i_{j}$ . (59)

Lichnerowicz の証明は、本間氏の普遍 $\mathrm{B}$ W公式を導く原理による導出方法を用いれば容易。

3.3 熱核の構成

今考えている vectorial gerbe は $\mathbb{C}$ 上のベクトル束とみると階数無限てある (よって断面全体は R\’echet 空
間てある) のでファイバーについて通常のノルムを考えて、 それをもちいることによってセクションの $C^{l}-$ ノ

ルムを考えるわけにはいかない。
実はこのような $\mathrm{r}\mathrm{k}=\mathrm{o}\mathrm{o}$ のバンドルに作用している非可換 Dirac 作用素から定まる Dirac-Laplacian につ

いて、 上手いフィルター付けをしてやることにより、 熱核が構成される場合がある o

Proposition $.8 ([Mi]) $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\backslash }\text{方程式}$

$(\partial_{t}+\psi_{Q})p_{\mathrm{t}}=0$ (60)
の

$p_{t}(x, y)=q_{t}(x, y) \sum_{i=0}^{\infty}t^{1}.\Phi;(x, y)|vol_{M_{y}}|2|\epsilon_{n}1$ (61)

($q\iota$ (x, $y)=(4\pi\hslash t)$〒 $e1\llcorner \mathrm{a}\mathrm{e}_{4}\neq_{\mathrm{t}}^{1\mathrm{L}^{2}}$

:Eucl $id$ heat ker$nd$) を漸近展開とする基本解が各 En7毎に存在し、射影系
$\{\mathcal{E}_{n}\}$ の忘却写像とは可換である。故に、射影極限を定義し、 Frichet位相に関する解を定めている。

射影系の定義

Weyl 代数の次数 $\mathrm{W}\ell-\deg$ と $\hslash$-つきの微分形式の次数 $\mathrm{C}\ell-\deg$ をあわせて (ただし $\nu$ と眉ま 2次と数えるこ
ととする) 全次数を $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}:=W\ell-\deg+C\ell-\deg$ と定義してやる。
それをもちいて射影系を次のように定義する

$\mathcal{E}^{n}:=\{a\in \mathcal{E} : \deg a=n\}$ , $\mathcal{E}_{\hslash}:=\mathcal{E}$/
$\sum_{l>n}\mathcal{E}^{l}$

Proof 平らな空間の熱方程式
$(\partial_{t}+\Delta_{\hslash})q_{t}(\mathrm{x})=0$ (62)

の解とし $\text{て}$

$q_{t}(\mathrm{x})=(4\pi\hslash t)^{-n/2}e^{-11*11^{2}/4\hslash t}|d\mathrm{x}|^{1/2}$ (63)
があるが 8 ( $|d\mathrm{x}|^{1/2}$ は half-density(半密度))、計量が $g\hslash$ て与えられた曲がった Riem$ann$ 多様体上ては作用
素なとが $Proposit|.onS.7$のような変更を受けて、 以下のよう [こなる。

$(\partial_{t}+\Delta_{\hslash}-j_{\hslash}^{1/2}(\Delta_{\hslash}\cdot j_{\hslash}^{-1/2}))q_{t}^{\hslash}=0$ (64)

但し、 $j_{\hslash}(\mathrm{x})=\det$ ”(g\hslash ,jj(x))。 これを利用して Dirac作用素 $p_{Q}$ の 2乗の熱核を漸近解析的な手法で求め
よう。 ます、 半密度を考慮に入れて以下のような作用素を $ffl_{Q}$ から定義しておく。

$\tilde{\hslash}n:\Gamma(C_{M}\otimes S_{\hslash}(M))arrowarrow j_{\hslash}^{1/2}\Gamma(C_{M}\otimes S_{\hslash}(M))(\psi_{Q}(s\cdot j_{\hslash}^{-1’ 2}))$. (65)

すると、熱方程式は半密度を込みにして次の方程式に書きかえられる (cf. [BGV])。

$(\partial_{l}+|vol_{M}|_{g}^{-}\mathrm{t}^{/2}(\sim_{Q}(s|vd_{M}|_{g\hslash}^{1/2})))(s_{\mathrm{t}}q$‘\hslash $)$ =((� t+t-l\nabla R+ あ\hslash )s\iota )q� $=0$. (66)

7e、の定義は以下説明する。
$8\mathrm{E}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{d}$ heat kemel と呼んておこう。
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これを解く為に $s_{\mathrm{t}}$ を時間 $t$ に関する形式的幕級数

$\sum_{=j0}^{\infty}t^{:}\Phi_{i}(x, y)|vol_{M_{y}}|_{g\hslash}^{1/2}$ (67)

だと仮定して、 上の式に代入して $t$ の次数毎に 0 とした式を作ると、次のような漸化式がてきる。

� R\Phi 0 $=0$ , (68)
$(\nabla_{\mathcal{R}}+\dot{\iota})\Phi_{i}=-f\tilde{l}_{\hslash}$ . $\Phi_{1-1}$. $(: >0)$ . (69)

熱核の初期条件から $\Phi_{0}=I$ もわかる。 これにつ $\mathrm{A}\mathrm{a}$ては、 parallel tmnsform を利用して解が構成てきる。 し

かし、 これではまだ形式的な熱核を構威したに過きない。そこて、続いて近似解およひ厳密解を構成するのて
あるがそのためにはベクトル束の Cl.ノルムが必要となる。 しかし、今考えているベクトル束はランクが無限
次元なので通常のようには議論できな $\iota$

$\mathrm{a}_{\text{。}}$ これを回避する為に Weyl代数の次数 $W\ell$-d勺と \hslash .つきの微分形式
の次数 $C\ell\cdot deg$ をあわせて (ただし $\nu$ と $\hslash$ は 2次と数えることとする) 全次数を $\deg=W\ell- deg+C\ell- deg$ と

定義してやった。それを使って $\mathcal{E}^{n}=\{a\in \mathcal{E} : \deg a=n\}$ , $\mathcal{E}_{n}=\mathcal{E}/\sum_{t>n}\mathcal{E}$
1 と置くのであった。すると

あ $\hslash$ : $\thetaarrow j_{\hslash}^{1/2}((h)^{2}(s\cdot j_{\hslash}^{-1/2}))$

と Lichnerowicz formula
$(p_{Q})^{2}= \hslash\nabla^{*}\nabla+c_{\hslash}(\tilde{\Omega}_{M}(\nu))+\frac{\hslash r_{M}}{4}$

における $\hslash$ の作用の仕方から \hslash \tilde \sim こよって全次数が下がらないことが容易にわかる。 以上から、議論が無限
次元のベクトル束から有限次元の商ベクトル束 $\mathcal{E}_{n}$ に帰着されるということがわかる。 よって、次数 $n$ を固
定して、 $C^{\mathrm{I}_{-}}J$ ルムを考えることが出来るようになる。 その結果、漸近解析的 9に近似解そして厳密解が構成
できる。 以上述ぺてきたことをまとめると命題が得られる。

3.4 局所自明化と共形変換

このセクションては Mehler’s formmla の導出を行う。 シンプレクテイック構造と相性の良い概複素構造を
固定し、 そこからリーマン計量を定義しておく。

1. 点 $x_{\mathrm{Q}}$ の周りの正規座標 $(U, \mathrm{x})$ を固定する。 $\{e:\}$ で $x\mathit{0}$ における $og_{e0}$ に関する正規直 x基底�,l, $\cdot$ . .’\partial 、
を $x_{0}$ から出る測地線に沿っての平行移動による正規直交枠とする。 また、 その双対を $\{e^{j}\}$ とあらわす。 こ

の自明化のもとで Clifford 作用は定数作用となり、接続は� $=\nabla^{\mathcal{E}}=d+\omega$ とあらわせる。 ただし、 $\omega$ は

twisted quantum connection の接続形式である。 $\Omega$ を�の曲率テンソルとする。そのとき以下がよく知ら
れている:

Proposition 3.9
$\sum(|\alpha|+1)\partial^{\mathrm{Q}}\omega$ i(0) –x\mbox{\boldmath $\alpha$}。! $= \sum\partial^{\alpha}\Omega$($\partial_{h},\partial$l)(0)x$k_{\frac{x^{a}}{\alpha!}}$ . (70)

Proof cf. $[SaJ$.
両辺の各次数ごとに係数の比較を行つ $\sim \mathrm{C}$

$t_{i} \omega i(0)=-\frac{1}{2}\Omega$( $\partial$i, $\partial$j)(0), $\partial p)$j $\omega i=\frac{1}{3}\partial_{\ell}\Omega$( $\partial_{j}$ , $\partial$i)(0)(71)

さら [こ Taylor expansion }こより、

$\omega_{1}.(x)$
$- \frac{1}{2}\sum_{j}$

$R^{S\dot{\mu}n}$ (\partial i, $\partial \mathrm{j}$ ) $x^{j}- \frac{1}{2}\sum$jF(� i, �$j$ )$Xj+ \sum O_{ih\ell}([x|^{2})e$k $e\ell$ $+ \sum O_{i}(|x|)$

$=$ $- \frac{1}{8}\sum_{k\ell}g(R^{LG}(\partial_{h\prime}\partial_{\ell})\partial_{1}.$ ’ $\sum_{j}x^{j}\partial_{\mathrm{j}})e_{k}e_{l}$

$- \frac{1}{2}\sum_{j}F(\partial_{j}, \partial_{\mathrm{j}})x^{j}+\sum O:k\ell(|x|^{2})e_{k}e\ell+\sum o_{:}(|x|)$ (72)

9線形偏微分方程式において良く使われる手法てある。たとえば Schr\"odinger方程式をアイコナール方程式、高次輸送
方程式を解くことに帰着させて時間依存解を求める方法がある。詳しくは $[\mathrm{F}\mathrm{u}]_{\text{、}}$ [Lel、 あるいは [BGV] を参照のこと。



がわかる。 ただし、 $R^{l}\mathrm{p}\cdot.n$ (resp. $R^{LC}$ ) は spin (resp. Levi-Civita) connection の曲率、 F=\Omega ,(AM)、 そ
して $O$ (r) は Landau’s symbol. かようにして以下の公式を得る。

� $j$ (x) $=$ $\partial:-\frac{1}{8}\sum_{k\ell}g(R^{LC}(\partial_{k}, \partial_{\ell})\partial:,$ $\sum_{j}x^{j}\partial_{\mathrm{j}})e_{k}e\ell$

$- \frac{1}{2}\sum_{j}F(\partial:, \partial_{j})x^{j}+\sum O:k\ell(|x|^{2})e_{k}e\ell+\sum O_{j}(|x|)$ . (73)

2. 次に Proposition 3.8 において得られた発展方程式の共形変換 (conformml rescaling) を考えたい。粗つぼ
くいえば conformal rescaling とは共変 (resp. 反変) 時間方向に $u$ (resp. $u^{-1}$ ) をかけ、 そして共変 (resp. 反
変) 空間方向に $u^{1}2$ (resp. $u^{=_{2}1}$ ) をかけるということである。 もう少し詳しい定義を以下に与えよう。Heat
hmel $k_{\hslash}(t, \mathrm{x})$ は $V^{*}$ [$\hslash^{-1}$ , hl\otimes 。[\hslash -l,F!]] $End_{G\ell_{\hslash}}(Q_{M}\otimes Sn(M))\otimes$

“
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ bundle”-値断面とみなされるぺ

きなので、厳密な conformal rescaling の定義のためには $t,$ $\mathrm{x}$ という変数や微分形式 $dx$ のみならす “density
bundle”に関する影響も考慮に入れねばならない。

Deflnition 3.10

$\alpha\in C^{\infty}(\mathbb{R}_{+}\mathrm{x}U$ ; $\Lambda V^{\mathrm{r}}[\hslash^{-1}, \hslash]]\otimes_{\mathbb{C}[,\hslash]]G\ell_{\hslash}}\hslash^{-1End}(Q_{M}\otimes S_{\hslash}(M)\otimes|\Omega|^{\}})$ )
に対し、共形変換 $\delta_{u}$ (\mbox{\boldmath $\alpha$}) を以下のように定義しよう。

$r_{\hslash}(t, u, \mathrm{x})=(\delta_{\mathrm{u}}(\alpha))(t,\mathrm{x})=u^{n/2}\sum_{i=0}^{n}u^{-:/2}\alpha(ut, u^{1/2}\mathrm{x})1j]$

ただしここで、 $\alpha \mathfrak{l}^{j}1$ は $\alpha$ の $\mathrm{i}$ th-differential form を意味して $l^{\mathrm{a}}$る。 $u^{n/2}$ と $l^{\mathrm{a}}$ う因子は lldensity bundle”から
の寄与。 そして、 $\alpha$ は $V^{*}[\hslash^{-1}$ , \hslash$]$ ]\otimes 。[\hslash -1$811 $End_{C\ell_{\hslash}}$ ( $Q\text{、}\otimes S_{\hslash}(M)$ -値断面とみなされている。 Euclid heat

kemel $q_{t}(\mathrm{x})=(4\pi\hslash t)^{-n/2}e^{-||\mathrm{x}|1^{2}/4\hslash \mathfrak{k}}|d\mathrm{x}|^{1/2}$, が conform$al$ rescalingの下で invaria $nt$ であること 1こも注意
を要す。

Proposition 3.8 の rescaled heat equation は以下のよう iこなる。

$(\partial_{t}+u\delta_{u}(p_{Q})^{2}\delta_{\overline{u}}^{1})r$(u, $t,$ $\mathrm{x}$) $=$ $u$ 号 $(u\delta_{ut}\partial\delta_{\overline{u}}^{1}+u\delta_{u}(p_{Q})^{2}\delta_{\overline{u}}^{1})(\delta_{u}k)(t, x)$

$=$ $u$ 号 $+1$
$(\delta_{u}\partial_{t}+\delta_{u}(p_{Q})^{2})k(t,x)$

$=$ 0 (74)

というわけでわれわれは以下のような rescaling limit に興味を持つ。

$u\delta_{u}(\emptyset_{Q})^{2}\delta_{\overline{u}}^{1}:=u\delta_{u}(p_{Q})^{2}\delta_{u}^{-1}arrow$ ? when $uarrow$ O.

$p_{Q}$ が� $Q$ によって非 $\urcorner-$換化された接続�をもちいて定義されていることを考えて、 ます�が comlbmml
rescg市 ng の下てとのような振る舞いをするかを調べておこう。

Proposition 3.11 $\nabla_{i}^{u}:=u^{1}2\delta$u $\nabla.\cdot\delta_{u}^{-1}$ とおく。

� $ju$
$l arrow 0arrow\partial_{i}-\frac{1}{8}\sum_{kp}g(R^{LG}(\partial_{k\prime}\partial_{\ell})\partial_{1}., \partial_{j})e_{k}\wedge e\ell\wedge=\partial:-\frac{1}{4}\sum_{1j}.R_{ij}x^{j}$

Proof

$\nabla_{1}^{u}$.

$=$
$u^{1}2\delta_{u}\nabla:\delta_{u}^{-1}$

$(\begin{array}{l}73=\end{array})$

$\partial_{1}$.
$- \frac{1}{8}\sum_{k\ell}g(R^{LG}(\partial_{k,}\partial_{\ell})\partial,$ $\sum_{\mathrm{j}}x^{j}\partial_{j)}\cdot(e_{k}\wedge-u^{1}\iota_{\mathrm{e}_{k}})(ep\wedge-u1\sim \mathrm{e}$0
-i $\sum_{j}F(\partial:, \partial_{\mathrm{j}})(u:x)$

$+u \mathrm{g}\sum f_{1k}.\ell(u^{1}\mathrm{a}x)(e_{k}\wedge-$u1\sim ,) $(e_{\ell}\wedge-u1\sim\Leftrightarrow\ell)+u\ovalbox{\tt\small REJECT} gi(u^{*}x)$
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がえられ、 更に $uarrow 0$ の極限は以下のようになる :

$\partial i-\frac{1}{8}\sum_{k\mathit{1}}g$ ($R^{LG}$ ( $\partial_{k,}\partial$p) $\partial$i, $\partial_{j}$ ) $ek \wedge e\ell\wedge=\partial i-\frac{1}{4}\sum_{*j}.R_{ij}x^{j}$ (75)

where $R_{:j}:= \sum_{hZ}g$ ($R^{LC}$ (�$k$ , $\partial\ell$) $\partial_{i},$
$\partial$j) $e_{k}\wedge e\ell\wedge$

以上により�自身の conformml res\mbox{\boldmath $\alpha$}山 ng の下ての挙動がわかった。 このことを使うと、以下がわかる :

Proposition 3.12 $C^{\infty}$ (U, $\Lambda^{*}T_{q}M\otimes End_{Cl}(Q_{q}\otimes S_{\hslash}(M))$) に作用する作用素 $u\delta_{u}ff_{Q}\delta_{u}^{-1}$ は $uarrow 0$ の時

に以下のような極限を持つ ::
$K=- \sum_{-}(\partial:-\frac{1}{4}\sum_{j}R_{ij}\mathrm{x}^{\dot{f}})^{2}+F$.

Proof Lichnerowicz form$ula$ と
$\hslash\nabla.\nabla=-\hslash\sum(\nabla_{\mathrm{e}:}\nabla_{*:}-$ ��

$\mathrm{e}$ : e�をの組み合わせによってわれわれは

$u\delta_{u}(h)^{2}\delta_{u}^{-1}$

$Pr\mathrm{o}\mathrm{p}$.$3.11=$
$- \hslash\sum_{\dot{l}}(\nabla^{u}$

.$)^{2}|+ \sum F(e:, e_{j})(u\#\mathrm{x})(e_{k}\wedge-u\iota_{\mathrm{e}_{k}})(e_{\ell}\wedge-u\iota_{\mathrm{e}p})$

十 $\frac{u}{4}\kappa(u^{*}x)+\hslash u^{*}\nabla_{\nabla_{\circ;}}^{u}$
$\mathrm{e}$ : (76)

を得る。 最後に

$- \hslash\sum_{:}(\nabla 7)2+\sum(\Omega_{\mu}(A_{M})(e:,e\mathrm{j})(u^{*_{\mathrm{X}))(e_{k}\wedge}}-u\sim \mathrm{e}’)$ ( $e\ell\wedge- u\sim \mathrm{e}$p)
(77)

$uarrow 0\ Pro\mathrm{p}.3.11arrow$ $- \hslash\sum(\partial_{i}-\frac{1}{4}\sum R_{ij}^{LG}\mathrm{x}^{j})^{2}+\sum\Omega_{\mu}(A_{M})(e:,e\mathrm{j})e_{h}\wedge e\ell\wedge$

3rd, 4th, 5th terms $\mathrm{V}3^{0}0$ (78)

を使えば命題を得ることができる。

$1/\hslash$ をかけて、以下を得ることがてきる。

(79)( $\frac{\partial}{\hslash\partial t}-\sum_{i}(\partial_{1}$
.

$- \frac{1}{4}\sum_{j}R_{*\mathrm{j}}.\mathrm{x}_{\mathrm{j}})^{2}+\frac{\Omega_{\nu}(A_{M})}{\hslash}$) $p_{t}(\mathrm{x})=0$

この方程式を解くと以 Tの公式を得る。

$(4 \pi t)\overline{.}\tau^{n}\det(\frac{tR/2}{\sinh(tR/2)})\mathrm{x}\exp(-\frac{1}{4t}\langle \mathrm{x}|\frac{tR}{2}\coth(\frac{tR}{2})|$x) -t $\Omega$,(AM)).
以上まとめることによって以下の結論に到達する :

Propositlon $.181. 上記の局所自明化と conform$al$ resealing $\delta$(u) によって書き換えられた方程式は以
下のような極限を持つ :

$(u\delta_{6}\parallel_{Q}\delta_{\overline{u}}^{1})^{2}arrow-$�. $\hslash(\partial_{i}-\frac{1}{4}\sum_{j}R_{j}.\mathrm{x}_{j})^{2}+\Omega_{\nu}(A_{M})$

as $uarrow 0$ .
2. $\mathrm{h}.\mathrm{m}_{uarrow 0}$ $(u\delta_{u}fflQ\delta_{u}^{-1})^{2}$ の heat kernel $r_{\hslash}(t, u, \mathrm{x})$ は以下のよう}こなる :

$(4 \pi t\hslash)^{\frac{-n}{2}}\det(\frac{t\hslash R/2}{\sinh(t\hslash R/2)})\mathrm{x}\mathrm{e}$” $(- \frac{1}{4t\hslash}\langle \mathrm{x}|\frac{t\hslash R}{2}\coth(\frac{t\hslash R}{2})|\mathrm{x}\rangle-t\Omega_{\nu}(Au))$ ,

as $uarrow 0$.
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注意 :
(1) [BGV] にあるように普通この式に類似公式を導くのは結構面倒で行列のサイズを 2 $\mathrm{x}2$ くらいに話を帰着さ
せて済ませてしまうことが多い。計算の際、大森・前田・吉岡・宮崎の Star exponential function of quadratic
form の公式 [OMMY2] を用いることによって直接計算が可能となる。 その公式の結果は Appen山 ces を参照
のニと。
(2) この式を (quantized) Mehler’s formula と呼ぶ。
(3) $\check{}$の式て、微分形式は Clifford 作用のスケール変換での極限、 i.e. Grassmum の A て作用している。
(4) $\tilde{\Omega}_{M}(\nu)$ は twisted quantum gerbe を用いた結果垣 chnerowicz て抽出できた。
(5) 熱核のときと同じような議論で Dirac 作用素そのものも

1. フィノレターを保つ
2. 従って、波動方程式に形式的な解が構或できる。

ことなとがわかる。

3.5 Noncommutative differential geometry
本稿において用いられる $\mathrm{K}$-theoq は $C^{\mathrm{r}}$-mlgebras に定義される $\mathrm{K}$-theory[W-O] の概念を拡張して、積

構造の入った局所凸線形空間に定義されるものてある。実は同様の拡張は $\mathrm{K}\mathrm{K}$-theory にまで及んでいて、局
所凸線形空間に関して bivariant $\mathrm{K}$-theory(kk と小文字て表す) と呼ばれるものが定義されている。 さらに
bi� arimt cydic theory も確立されている。 $C^{\cdot}$-algebra まての $\mathrm{K}$-theory と本質的に異なる点は考えている基
本的な関数空間が連続関数環から微分可能関数環に置き換わり、homotopy 不変性の代わりに diflotopy 不変性
を持っているという点である (p.66 [CST])。 以上 bivariant $\mathrm{K}$-theory や bivariant cyclic theory と Connes’
Chem character の定義と性質は他書 ([Cu], [CQ]) に譲って、 ここでは必要になる範囲て $\mathrm{K}$-theory の準備を
する ([Ph], [CST])。
$\mathbb{C}[a, b]$ で端点における微分が消えるような $C^{\infty}$-function 全体がなす Fr\’echet $*$-algebra とする。 $\mathbb{C}(a, b)$ は
$\mathbb{C}[a, b]$ の部分空間て端点において関数の値そのものも消えるもの全体とする。 $F$ を R\’echet*-algebra とす
る。 $\mathcal{F}$ と区間 $I$ に対して、 $FI:=F\otimes \mathbb{C}\wedge$I と記す。 また、

$\kappa$ $=$ $‘|\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}$ compact $\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}^{n}$

$=$
$\{[a.\cdot j]:,j\in \mathrm{N}\mathrm{x}\mathrm{N}|a_{ij}\in \mathbb{C},\forall n\in \mathrm{N};p_{n}([a:j]):=\sum_{j}.\cdot|1$

$+i+j|^{n}|a_{ij}|<\infty\}$ (80)

$\underline{\simeq}$ $S(\mathbb{R})$ .
として、 これを rapidly decr� sing matrix algebra と呼んでおく。 ちなみに急減少という条件は Fourier
tramform を通して無限回微分可能性を言っている。 これが完備な R\’echet*-algebra になることが知られて
いる。

Deflnition 3.14 与 $\dot{\mathrm{x}}$ られた conhnuous homomorphism $\rho 0,$ $\rho 1$ : $Aarrow B\mathrm{t}^{\underline{r},}\supset\iota^{\mathrm{a}}$ \mbox{\boldmath $\tau$}conhnuous homomor-
phism の道 $\beta t,$

$t$ \in $[0,1]$ が存在して、 $\rho:=\rho_{1}$
. $(i=0.1)$ と任意の $a\in A$ に対して写像 $t\vdash*\rho$‘(a) が無

限回微分可能であるとき、 $\rho_{0}$ と $\rho_{1}$ は diffotopic であると言う。 この条件は conhnuous $homomorphism\rho$ :
$A\otimes C^{\infty}([0,1])arrow B$ が存在し、 $\rho(x)(0)=\rho 0(x)$ かつ $\rho(x)(1)=\beta 1$ (x) が成り立っているという条件に置
き換えてよ $l$ ‘。 さらに、 continuous homomorph可$m\rho$ : $A\otimes \mathbb{C}([0,1])arrow B$ が存在し、 $\rho(x)(0)=n(x)$ か

つ $\rho(x)(1)=\rho_{1}$ (x) が成り立っているという条件とも同値である。 したがってこれは同値関係
$diffotopie\sim$ を定

める (端の点て微分が消えて微分まて込めてうまく繋がってくれる )。

Deflnition 3.15 ( $\mathrm{K}$-group の定義)

$Ko(F)$ $=$ $\{[e]|e$ is an idempotent $element\in M_{2}((\mathcal{K}\otimes F)^{\sim})\wedge$ , (81)

such that $e-e_{0}\in M_{2}(\mathcal{K}\otimes F)\}\wedge$ ,

$K_{1}(\mathcal{F})$ $=$ $K_{0}(F(0, 1))$ (82)

但し、 $[]$ は
$dif_{oO,\sim^{topc}}|$

.
による間値類、 $\otimes\wedge$ は completion of algebmic tensor product を意味している.

これらはカテゴリーが R\‘echet*-algebraである時、非常に良い性質を持つ。基本的なものを列挙すると。安定
性 (stability)、連続性 (continuity)、デイフオトピー不変性 $($diffotopy $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{a}\dot{\mathrm{n}}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e})_{\backslash }$ 6-tem $\mathrm{e}$xact $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}_{\text{、}}$

Bott perio何 city なと等。
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1. stability: $R’.(A)\cong K_{*}(A\mathrm{x}\mathcal{K})$ ,
2. continuity: $\{A_{i}\}$ が Fr\’echet $*$-algebra の帰納系とするとき、 $K_{\mathrm{r}}( \lim_{arrow}A_{i})\cong\lim_{arrow}K_{*}(A:)$ ,
3. diffotopy invariance: $\rho_{0}$ と $\beta 1$ は山 ffotopic であるとき $\mathrm{K}$-group 上に誘導される $\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{m}\rho_{0*},$

$\rho$1.
は一致する。

4. 6-term exact sequence: $0arrow \mathrm{I}arrow^{*}A\mathrm{p}arrow A/\mathrm{I}arrow 0$ から以下の -term exact sequence

$K_{0}(\mathrm{I})\partial_{1}\uparrow$

$arrow^{1}$ $K_{0}(A)$
$arrow^{\mathrm{p}}$

$K_{0}(A/\mathrm{I})\downarrow\partial_{0}$

(83)
$K_{1}(A/\mathrm{I})$ & $K_{1}$ (A) $arrow^{i}$

$K_{1}(\mathrm{I})$

が誘導される。
5. Bott periodicity: $K_{1}.(A)\underline{\simeq}K_{1}.(A\otimes C_{0}(\mathbb{R}^{2}))$ , $(i=0,1)$
6. strongly Morita equivalence: 強森田同値は $\mathrm{K}$-theory の同型を induce する。

これらについては [Ph] に詳しく記されている。
さて、 非可換微分幾何学において重要と思われる性質として

Proposition 3.16 $A:unitalC^{*}- algebra^{d\mathrm{e}n\ell \mathrm{e}}\supset A$ $unital*$-algebra, hdomorphieally closed, この時 $K_{0}(A)\underline{\simeq}$

(A)。

&edholm 作用素の指数について思い出そう。記号の乱用になるがコンパクト作用素からなる cr-へ gebra
を $\mathcal{K}_{\text{、}}$ Bounded operator のなす $C^{\cdot}$-algebra を $B_{\text{、}}Q=B/\kappa$ を Calkin algebra としよう。 Atkinson }こよ
れば operator $T$ が Redholm であるとは、それの定める Calkin algebla の元 $[T]$ が $Q$ 内て可逆であること
と同値てあり、 それによって自然に $K_{1}$ (Q)(直前の定義を思いだそう) の元 $p(T)$ を定めている。 この状況
下で指数とは bounded operator のなす $C^{*}$-algebra $B$ と Calkin algebra $Q$ [こよる short exact sequence:

$0arrow\kappaarrow$

.
$Barrow Q*\mathrm{p}arrow 0$

から誘導される 6–term exact sequence

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\mathcal{K})$

$arrow i$

$K_{0}(B)$
$arrow \mathrm{p}$

$K_{0}(Q)$

$\partial_{1}\uparrow$ $\downarrow \mathrm{a}$ (84)
$K_{1}(Q)$ � $K_{1}(B)$

$arrow^{i}$

$K_{1}(\mathcal{K})$

において� 1 で $p(T)$ を送ったものてある。
さて、我々のケースに戻って指数の定義を与えるために通常のコンパクト作用素からなる $C^{\mathrm{r}}- \mathrm{a}1\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathcal{K}$ に

あたるものを次のように定めよう。

Deflnition 3.17

$\tilde{\mathcal{K}}=\{k$ $\in$ End $\Gamma(Q_{M}\otimes S_{\hslash}(M))$ :
フィルターを保ち、各 $\mathcal{E}_{n}$ ごとにコンパクト}

この定義は $D_{\hslash}^{2}$ の熱核の持っている性質を念頭に置けば自然なものと思われる。 しかし、 これは $\kappa$ とは異なっ
ているだけてなく、本質的に $C^{*}$ -mlgebra (あるいはその densely $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{d}*$-algebra) とみなすことが難しい。
さて、 6-term exact sequenoe における� 1 を使って指数を定義した $\iota$

$\mathrm{a}_{\text{。}}$

Deflnition 3.18 ディラック作用素対応する指数とは

$K0(\tilde{\mathcal{K}})\partial_{1}\uparrow$

$arrow j$
$K0(\tilde{\mathcal{B}})$

$arrow^{\mathrm{p}}$

$K_{0}(\tilde{Q})\downarrow\partial 0$

(85)
$K_{1}(\tilde{Q})$ 弄 $K_{1}(\tilde{B})$ $arrow^{*}$

.
$K_{1}(\tilde{\mathcal{K}})$

[こおいて� 1 で $p(h)$ を送ったものである。 ただし

$\tilde{B}=\{b$ $\in$ End $\Gamma(Q_{M}\otimes S_{\hslash}(M))$ :
フィルターを保ち、各 $\mathcal{E}_{n}$ ごとに有界}

Remark 以下のように指数を定義することもてきる。 定義の前に必要な事実をひとつ。
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Theorem 3.19
$A=\{\{\begin{array}{ll}a bc d\end{array}\}\in C_{0}(\mathbb{R})\otimes M_{2}$(C)|a, $d:ev,$ $b,$ $c$ : $odd\}$

とする。
$\hat{e}_{x}-e_{0}R_{0}(A)$ $rightarrow\underline{\simeq}$ $K_{0}(C_{0}\mathbb{R})*\mathbb{Z}_{2})e_{x}-e_{0}$ $rightarrow\underline{\simeq}$ $1\mathbb{Z}$

, (86)

($\mathrm{H}1,\text{、}\hat{e}_{f}=\{\begin{array}{lll}1- \varphi \psi\psi \varphi\end{array}\},$ $e$x $:=[\neg 1+=_{\mathrm{g}}^{1}1+ax$ $\neg 1\mp_{x^{2}}^{\mathrm{a}_{7}}1\varpi+ae],$ $e_{0}=\{\begin{array}{ll}0 00 1\end{array}\}$ , $\varphi$ : $ev,$ $0\leq\varphi(x)\leq 1,$ $\varphi(0)=$

$0$ , $\varphi(\pm\infty)=1,$ $\psi$ : odd, $\psi^{2}=\varphi(1-\varphi)$

これらの、 $\hat{e}_{\mathrm{g}},$ $e$x に u代入$\mathrm{n}$ と言う操作を考えたい。

Deflnition3.20

$Ind\phi_{Q}=[\mp_{p}^{1}1\tau_{\mathrm{O}}\overline{1}*_{+_{Q}}$ $\mp 1\neq_{\mathrm{Q}}\mp_{p^{l}}^{p}1\neq_{\mathrm{Q}}]-\{\begin{array}{ll}0 00 1\end{array}\}\in K_{0}(\tilde{\mathcal{K}})$.

を (Dirac 作用素から定まる) 指数と呼ぼう 10。

以上で指数を考えられるようになったのて (Red-Index というようなカーネルの次元の差と言う表示がてき
ないのだが... )、トレースにあたるものの住処を考えたい。

Deflnition 3.21 (巡回 cocycle、巡回 cohomology) $(F, \cdot)$ を今まてと同様 [こ F\succ \’echet*-algebra としてお

く。 $F$ 上の (k-l-1)-線形写像 $\phi$ が

$\phi$(a0, $\cdot$ .., $a_{k}$ ) $=$ $(-1)^{k}\phi(a_{1}, \cdots, a_{k},a\mathrm{o})$

を満たすときを cyclic $k$ -cochain という。 cyclic $k$ -cochain 全体を $C_{\lambda}^{k}$ (F) てあらわしておく。 Hochschdd
coboundary opemtor $b$ : $C_{\lambda}^{k}(F)arrow C_{\lambda}^{k+1}$ (F) を次のように定義する。

$(b \phi)(a0, \cdots,a_{k+1})=\sum_{j\approx 0}^{k}(-1)j\emptyset$((a0, $\cdot$ .., $a_{j}\cdot a_{\mathrm{j}+1,}\cdots$ $a_{k+1}$ ) (87)
$+(-1)k+1\emptyset(ak+1, a_{0}, \cdots a_{h})$

b2=0。 ゆえ [こ ( $C_{\lambda}^{k}$ (F), $b$) は cochain complex [こなる。 このとき

$Z_{\lambda}^{k}(F)=\{a\in C_{\lambda}^{k}(F)|b\phi=0\}$

の元を cydic $k$ -eocycle と呼ぶ。 また、 ( $C_{\lambda}^{k}$ (F), $b$) から定義される eohomology を $H_{\lambda}^{\mathrm{r}}(F)$ (or $HC^{*}(F)$ ) と記
し、 $F$ の cychc cohomoloqy と言う。

続いて巡回コホモロジーと $\mathrm{K}$-theory とのあいだの関係を見よう。

Definition 3.22 $\mathrm{t}\mathrm{r}\in Z_{\lambda}^{0}(M_{n}$ (C) $)$ とのカツプ積により次の写像が定まる。

$H_{\lambda}^{k}(F)$ $arrow$ $H_{\lambda}^{k}(M_{n}(\mathscr{F}))$

(88)
$\phi$ $\vdash$’ $\phi$#tL

ただし、

$( \emptyset\#\mathrm{t}\mathrm{r})(a0, \cdots, a_{k})=\sum_{\mathrm{j}_{0}\ldots.,j_{k}}\phi(a_{0,j_{0}j_{1}}, a_{1,j_{1}j_{2}}, \cdots, a_{k,j_{k}j_{0}})$

, (89)

$aj,\mathrm{p}q$ は $a_{i}\in M_{n}$ (F) の ($p$ , q).成分てある。

D噛 flnition 3.23 $[\mathrm{e}]\in K0(F),$ $[\phi]\in H_{\lambda}^{2n}$(F) に対し、

$\langle$ [e], $[\phi]\}=(2\pi i)^{-n}(n!)^{-n}(\emptyset\#\mathrm{t}\mathrm{r})(e, \cdots,e)$

とおくと双カ O法的ペアリング (pairing) になる Q

さて指数と巡回コサイクルとの pairing で非可換の度合いを測ろう。

10V‘わゆる ‘ Bott プ $\mathrm{n}$ ジ $\mathrm{I}$ クシ a ンあるいはグラフ・プロジエクションといわれるものてある。
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Deflnition 3.24
$Ind_{\tau}(p_{Q}.)=\langle Indpq,$ $\tau$), $(\tau\in HC^{9}(\tilde{\mathcal{K}}))$ .

以上の準備の下、 Propositions 3.7, 3.8, 3.12 を用いて、我々は次を得た。

“Theorem”

1. $p_{Q}^{2}$ は熱核をもつ。 更にその熱核は時間に関する漸近展開を持つ。
2. $\phi Q$ は Lichnerowicz formula をもつ。
3. $p_{Q}$ は Mckean-Singer 型の Lemma をみたす。

さら [こ \exists \mbox{\boldmath $\tau$}:巡回コサイクノレ、 $\forall[*]:\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}_{\text{、}}\exists\parallel Q$ :Dirac operator detecting $e([*])$ . i.e.

$\mathrm{h}\mathrm{d}_{\tau}(pq)=\langle\hat{A}$(M)e0$\nu(\cdot),$ $[M])$ . (90)

4 Appendices

4.1 $\mathrm{A}:\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{r}$ exponential functions
Weyl algebra $W_{\hslash}$ とは $\mathbb{C}$ 上 $z_{1},$ $\cdots,$ $z$m’ $z_{m+1},$ $\cdots,z_{2m}$ により生或される代数て、以下の関係式を満たす
ものとして定義された。

$z_{j}*z_{j}-z_{\mathrm{j}}*z_{1}.(=[z:,z_{j}]_{\mathrm{r}})=\nu J^{j}|.,$ $(\nu=i\hslash)$ (91)

但しここで、 $J$ は $2m\mathrm{x}2m$ 行列て次のように定義される : $J=\{\begin{array}{ll}0 -I_{m}I_{n} 0\end{array}\}$また、$\hslash$ はパラメーターてあり

$[a, b]=a*b$ -b*a。$W_{\hslash}$ の積を $*$ と記そう。 $\mathrm{z}=$ ( $z_{1},$ $\cdots,$ $z$m’ $z_{m+1}$ , $\cdots$ , $z_{2m}$ ) とおく。 $W_{\hslash}$ を具体的 [こ実現す

る方法として、normml ordering, the anti-normml ordering そして、Weyl ordering なとが良く知られている。
これらは非可換な代数を可換な世界の非可換積として捉えるための方法てある。このような方法はほかにも
たくさんある。任意の symmetric complex $2m\mathrm{x}2m$ matrix K=(K0)、に対して $\Gamma=(\Gamma^{jj})=(K^{ij}+J^{:j})$

として、 次のような積を定める。

$f( \mathrm{z})*Kg(\mathrm{z})=f\exp\{\frac{\nu}{2}(\sum_{j\prime-1}^{2m}.\cdot t_{l_{*}}.\mathrm{r}^{:j}\vec{\partial_{z_{j}}})\}g$, (92)

そうすると積公式 (92) は $f,g\in \mathbb{C}[\mathrm{z}]$ に関して well-defined であることがすくわかる。 但し、 $\mathbb{C}[\mathrm{z}]=$

$\mathbb{C}$[$z_{1},$ $\cdots,$ $z$2m]. また、積公式 (92) は次の関係を満たす。

$z:*_{K}z_{j}-\mathit{2}j*K\mathit{2}i(=[z:,z_{j}]_{\mathrm{r}_{K}})=\nu$J
$j$j, (93)

これは Weyl algebra $W_{\hslash}$ の交換関係 (91) と一致。 このように実現の仕方は無数にあり代数としては同型で
あるが、 表示がだいぶ異なる。また超越的な世界にまで来るとこれらが本質的に異なることもわかる。 とい
うのも抽象的な積 $*$ がある表示では発散し、 ほかの表示では収束するという状況が起こってくる。 これは代
数的な世界を超越的な世界にまで広けた世界を多様体のごとく考える時、表示というものがあたかも座標系
のごとき役割を果たしていると思うべきであることを示唆している。

Proposition 全ての、 complex symmetric $2m\mathrm{x}2m$ matrix K、 に対して、 $(\mathbb{C}[\mathrm{z}], *K)$ は $W_{\hslash}$ と同型な結
合的代数をなす。

4.1.1 $e_{*}^{tA.(\mathrm{r})}$ via K-Ordering

$A\in Sym$(2m, $\mathbb{C}$) に対して、 $A$[z] で以下のように定義される symmetric qumlratic function

$A[ \mathrm{z}]=\sum_{i,j\cdot 1}^{2m}A_{ij}z_{i}z_{j}$ . (94)

を表すこととする。 $\mathbb{C}^{\mathrm{X}}=\mathbb{C}-\{0\}$ とおき、 $F$ を以下て定義された集合とする :

$F=(F=g\exp Q[\mathrm{z}]|g\in \mathbb{C}^{\mathrm{x}}$ , $Q\in Sym(2m,\mathbb{C})\}$ . $(95)$
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$A\in Sym$(2m, $\mathbb{C}$) に対して、

$A_{\mathrm{r}_{K}}( \mathrm{z})=.\cdot,\sum_{j=1}A;_{j};(z:*_{K}z_{j}fz_{j}*_{K}z:)$
. (96)

とする。 この時積公式 (92) から
$A_{\mathrm{r}_{\mathrm{J}\zeta}}(\mathrm{z})=A[\mathrm{z}]+\nu \mathrm{T}\mathrm{r}KA$ . (97)

がわかる。我々は、 $A\in Sym$(2m, $\mathbb{C}$) から定まる 2次形式 $A.(\mathrm{z})$ に対し、 $K$-ordering を用いて star exponential
ん ctions の表示を与えた 4 その為に、 $F_{K}(t)=e_{u_{K}}^{A_{K}(}$. \tilde ) として、 次のような発展方程式を考えよう。

$\{$

$\partial_{l}F_{K}(t)=A_{*\kappa}(\mathrm{z})*_{K}F_{K}(t)$ ,
$F$K $(0)=1$ . (98)

積公式 (92) と (96) によって、発展方程式 (98) が微分方程式として記述される。 そして、解が存在する時そ
の一意性もわかる。

$F_{K}(t)=g_{K}(t)\exp Q_{K}(t)[\mathrm{z}]$ , where $Q_{K}(t)[\mathrm{z}]\in 5ym(2m,\mathbb{C})$ , (99)

とおけば、 方程式 (98) は $g_{K}$ (t) と $Q_{K}$ (t)[z] に関する常微分方程式系と同値になり、 それは具体的に解くこ
とが出来て次のような定理を得る。

Theorem 発展方程式 (98) は唯一の解析的解 $F_{K}(t)\in F$ をもち、その具体的形が次のように与えられる :

$F_{K}(t)=g_{K}(t)\exp Qx(t)[\mathrm{z}]$, (100)

ただし、

$Q_{K}(t)= \frac{-J}{\hslash}(\tan(-ti\nu JA))\cdot(I-iK\tan(-tj\nu JA))^{-1}$ (101)

$g_{I}\epsilon(t)=(\det(\mathrm{c}\mathrm{o}\epsilon(-t*\cdot\nu JA)-*\cdot K\sin(-t\dot{\iota}\nu JA)))^{-}$’2(102)
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