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Symplectic Lie 環の普遍包絡環の permanent 型中心元

伊藤稔 (鹿児島大学理学部)
Minoru ITOH (Faculty of Science, Kagoshima University)

序論. Symplectic Lie 環の普遍包絡環の中心の新しい生或元を得たことを報告する. これ
は最近和地によって与えられた直交 Lie 環の普遍包絡環の中心元 ([W]) の類似と見なせ
る. 和地の中心元は「列行列式 (column-determinant)」と呼ばれる単純な非可換行列式
で表され, 既約表現における固有値が簡単に計算できるという点で優れている. 本稿で与
える中心元は「列パーマネント (column-permanent)」という非可換パーマネントで表さ
れ, やはり固有値が簡単に計算できるという利点を持つ.
固有値の明瞭さと比べるとこの元が普遍包絡環の中心元であることはあまり明らかで

はない. しかしこの中心性も次のような手順で証明てきる. この列パーマネントて表され

る元とは別に, 「対称化したパーマネント (symmetrized permanent)」で表される普遍包
絡環の元を考える. 既に述べたように前者は固有値が簡単に計算できるが, その中心性は
あまり明らかではない. 逆に後者は中心性は明らかだが, 固有値の計算は困難である. こ

の一見異なる二つの元が実は一致する. この二つの表示のあいだの等号を示すことで前者
の中心性の問題と後者の固有値の問題が同時に解決できるのである. 同様の議論は和地の
中心元に対しても有効である.

主結果を説明しよう. $J\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}N$(C) を非退化な $N$次の交代行列とする. Symplectic群
はこの $J$ から決まる双線型形式を不変にする一次変換全体として実現される:

$Sp(J)=\{g\in GL_{N}|tgJg=J\}$ .

対応する Lie 環は次のように表される:

$\epsilon \mathfrak{p}(J)=\{Z\in \mathfrak{g}\mathrm{t}_{N}|^{t}zJ+JZ=0\}$ .

この卵 (J) の元として $F_{ij}^{\mathrm{B}\mathfrak{p}(J)}=E_{ij}-J^{-1}E_{ji}J$ をとる (ここで $E_{ij}$ は $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N}$ の標準的な基
底). そしてこれを或分とする行列 $F^{\epsilon \mathfrak{p}(J)}=(F_{ij}^{\epsilon \mathfrak{p}(J)})_{1\leq i,j\leq N}$ を考える. 以下この行列の
或分を普遍包絡環 U(卵 (J)) の元と見なして議論を進める.
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表現論的には

$J=J_{0}=(\begin{array}{lllll} 1 \cdot ’. \cdot 1 -1 -1 \end{array})$

の場合が重要である. このときには卵 $(J_{0})$ の三角分解が次のように取れる:

(0.1) $5\mathfrak{p}(J0)=\mathfrak{n}^{-}\oplus \mathfrak{h}\oplus$ n$+$

ここで $\mathfrak{n}^{-},$ $\mathfrak{h}$ , $\mathfrak{n}^{+}$ はそれぞれ $i>j,$ $i$ =j, $i<j$ となるような $F_{ij}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}$ て生或される $s\mathfrak{p}(J_{0})$

の部分環である. つまり行列 $F^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}$ の下三角部分, 対角部分, 上三角部分の或分はそれぞ

れ $\mathfrak{n}^{-},$
$\mathfrak{h}$ , $\mathfrak{n}^{+}$ に属している. この $\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})$ を symplectic Lie 環の $\lceil \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}$ 実現」と呼ぶ.

この split 実現における次の結果が本稿の主定理である:

定理 A. 次の元は任意の $u\in \mathbb{C}$ に対し $U$ (6P(J0)) の中心元になる:

$D_{k}(u)=$ $\sum$ $\frac{1}{I!}$ per($\tilde{F}_{I}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}+$ u1I–1I diag( $\frac{k}{2},$ $\frac{k}{2}-1,$ . . $\mathrm{r}’-\frac{k}{2}+1$)).
$1\leq i_{1}\leq...\leq i_{k}\leq N$

さらに $D_{2}$ (u), $D_{4}(u),$
$\ldots,$

$D_{N}$ (u) は $U(\epsilon \mathfrak{p}(J_{0}))$ の中心を生或する.

記号を説明する. ます per は「列パーマネント (column-permanent)」 と呼ばれる非可

換パーマネントであり: 一般に (可換とは限らない) 結合的 e代数 $A$ の元を或分とする

行列 $Z=(Z_{\mathrm{i}j})_{1\leq \mathrm{i},\mathrm{j}\leq N}$ に対し次のように定める:

per
$Z= \sum_{\sigma\in 6_{N}}Z_{\sigma(1)1}Z_{\sigma(2)2}\cdots Z_{\sigma(N)N}$

.

よって per $Z$ もまた $A$ の元となる. 定理では $A$ として普遍包絡環を考えている. また

$\overline{F}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}=(\tilde{F}_{ij}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})})$ は次の行列を表す

$\overline{F}^{\mathrm{B}}\mathfrak{p}(J_{0})=F^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}+$ diag(l, . . . , 1, 0, $\ldots,$
$0$ ).

さらに非減少数列 $I=$ ( $i_{1},$
$\ldots,$

$i$k) に対し, $(\overline{F}_{i_{a}i_{b}}^{5\mathfrak{p}(J_{0})})_{1\leq a,b\leq k}$ という行列を $\tilde{F}_{I}^{z\mathfrak{p}(J_{0})}$ と表す

最後に $I!=m_{1}$ !. . .。$N!$ とおぐ ただし $m_{1},$ $\ldots,$ $m_{N}$ は $I=$ $(i_{1,..\mathrm{l}}, i_{k})$ の重複度を表す:

$I=(i_{1}, . . \mathrm{t} , i_{k})=(1,$$..\tau m_{1},m_{2}\hat{1},\hat{2,\ldots,2}$

, . .

この中心元 $D_{k}$ (u) の既約表現における固有値は簡単に計算できる (三角分解 (0.1) に注

意すればよい. 定理 3.4 を参照のこと). しかし $D_{k}$ (u) の中心性はあまり明らかではない.



141

この $D_{k}$ (u) とは別に, 次のような普遍包絡環の中心元も考える:

$D_{k}’(u)= \mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}(F+u1;\frac{k}{2}- 1, \frac{k}{2}-2, \ldots, -\frac{k}{2}+1,0)$ .

ここで $\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}$ は次のような「対称化したパーマネント」を表す

$\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}(Z;a_{1}, \ldots, a_{k})=\frac{1}{k!}\sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq i_{k}\leq N\sigma},’\sum_{\sigma\in 6_{N}}\frac{1}{I!}Z_{i_{\sigma(1)}i_{\sigma’(1)}}(a_{1})\cdots Z_{i_{\sigma(k}})i_{\sigma}$ , $(k)(a_{k})$ .

ただし $Z_{\dot{\iota}j}(a)=Z_{ij}+\delta_{ij}a$ とする. $D_{k}’$ (u) の中心性はこの $\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}$ の不変性からすぐにわか
る (命題 3.2)| しかし $D_{k}’$ (u) の固有値を直接計算するのは困難である.
実はこの一見異なる二つの元は一致する:

定理 B. 次の等式が成立する: $D_{k}(u)=D_{k}’$ (u).

この定理の証明は略すが, 対称テンソル代数を利用した計算で示すことができる ([I4]).
$D_{k}$ (u) の中心性と $D_{k}’$ (u) の固有値はこの定理 $\mathrm{B}$ からすぐに導ける ( $D_{k}$ (u) の固有値と
$D_{k}’$ (u) の中心性は明らかだから)1 このように二っのパーマネントのあいだの等号を示す
ことで二つの問題が同時に解決されるのである.
本稿で与える中心元は最近和地によって与えられた直交 Lie 環の普遍包絡環の中心元

([W]) の symplectic Lie 環における対応物と見なせる (さらにその原型には一般線型 Lie
環の普遍包絡環の中心元である Capelli 行列式がある). 実際これらの元も 2 種類の非可
換行列式による表示を持つ. 第一の表示は「列行列式 (column-determinant)」によるも

のであり, この表示の下ではその既約表現における固有値が簡単に計算できる. 第二の表
示は「対称化した行列式 (symmetrized determinant)」 によるもので, この表示の下では
普遍包絡環における中心性を簡単に確かめることができる. これらの表示の一致を示すこ
とて, 第一の表示の中心性の問題, そして第二の表示の固有値の問題という二つの問題が
やはり同時に解決されるのである. これらについては \S 1, Q2 で詳しく説明する.

1. 一般線型 Lie 環の普遍包絡環の Capelli 型中心元. ます一般線型 Lie 環の普遍包絡
環 $U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N})$ のよく知られた中心元である Capeffi行列式, さらにその小行列式による拡張,
パーマネントによる類似を復習する. これらは本稿で与える symplectic Lie環の普遍包絡
環の中心元 (fi3), また和地の与えた直交 Lie 環の普遍包絡環の中心元 (\S 2.2, \S 2.3) の原型
と見なせる.

LL ます Capelli 行列式を復習する. $E_{ij}$ を一般線型 Lie 環 $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N}=\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N}$ (C) の標準的な基
底とする. そして $E=(E_{ij})_{1\leq i,j\leq N}$ という行列を考える. これを $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}N(U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N}))$ の元と
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見なして次の行列式を普遍包絡環 $U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N})$ で考える. これは $\lceil \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}$ 行列式」という名前

で知られている ([Cal], [H], [U1]):

$C^{\mathfrak{g}1_{N}}(u)=\det(E+u1+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\# N)$ .

ただし $\mathfrak{h}_{N}$ は $\#_{N}=$ $(N-1, N - 2, . . . , 0)$ という長さ $N$ の数列である. また $\det$ は「列行

列式 (column-determinant)」と呼ばれる非可換行列式である. つまり任意の (或分が非

可換かも知れない) $N$ 次の正方行列 $Z=(Z_{\dot{\iota}j})$ に対し,

$\det Z=\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{N}}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)Z_{\sigma(1)1}Z_{\sigma(2)2}\cdots Z_{\sigma(N)N}$

とおく 上の式てはこのような行列式を普遍包絡環 $U$ (g $\mathfrak{l}_{N}$ ) の中で計算している. この

$C^{\mathfrak{g}1_{N}}$ (u) は普遍包絡環の中心元になることが知られている:

定理 LL $C^{\mathfrak{g}1_{N}}$ (u) は任意の $u\in \mathbb{C}$ に対し $U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N})$ の中心元になる.

Capelli 行列式は Capelli 恒等式との関わりで知られている. 既約表現における固有値

が簡単に計算できるという点でも興味深い :

定理 L2. 分割 $\lambda=$ ( $\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda$N) で決まる $\mathfrak{g}1_{N}$ の既約表現 $\pi_{\lambda}^{\mathfrak{g}1_{N}}$ に対して次の等式が或

立する:
$\pi_{\lambda}^{\mathfrak{g}1_{N}}(C^{\mathfrak{g}1_{N}}(u))=(u+l_{1})\cdots(u+l_{N})$.

ただし $l_{i}=\lambda_{i}+N-i$ とする.

これは以下の手順てすぐにわかる. 次のような $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N}$ の三角分解を考える:

(1.1) $\mathfrak{g}$ { $N=\mathfrak{n}^{-}\oplus \mathfrak{h}\oplus$ n$+$

$\mathfrak{n}^{-},$
$\mathfrak{h}$ , $\mathfrak{n}^{+}$ はそれぞれ $i>j,$ $i$ =j, $i<j$ を満たす $E_{ij}$ で生或される $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N}$ の部分環てある.

つまり行列 $E$ の下三角部分, 対角部分, 上三角部分の戒分はそれぞれ $\mathfrak{n}^{-},$
$\mathfrak{h}$ , $\mathfrak{n}^{+}$ に属する.

これに注意すると $C^{\mathfrak{g}\mathrm{t}_{N}}$ (u) の最高ウェイトベクトルへの作用は簡単に計算できる (列行

列式の定義に現れる $N!$ 個の項のうち作用が 0 にならないのは単純に対角或分を掛け合わ
せた 1 項のみである). 定理 1.2 はそれからすぐに導かれる.

このように Cが $N$ (u) の固有値はすぐにわかるが, 一方で定義式を見ただけではこの元

の中心性はあまり明らかではない. しかし以下述べるように $C^{\mathfrak{g}1_{N}}$ (u) はこの列行列式に

よる定義式の他に「対称化した行列式 (symmetrized determinant)」 による表示も持つの

である.
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$C^{\mathfrak{g}1_{N}}$ (u) とは別に次のような普遍包絡環の中心元を考える:

$C^{\prime \mathfrak{g}1_{N}}(u)=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}(E+u1;\mathfrak{y}_{N})$ .
ここで $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}$ は「対称化した行列式」 という非可換行列式を表す すなわち $N$ 次の正方行

列 $Z=(Z_{ij})$ に対し,

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}Z=\frac{1}{N!},\sum_{\sigma,\sigma\in \mathfrak{S}_{N}}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma’)Z_{\sigma(1)\sigma’(1)}Z_{\sigma(2)\sigma’(2)}\cdot\cdot$
. $Z_{\sigma(N)\sigma’(N)}$

と定める. これはもし行列或分が可換なら通常の行列式に一致する. さらに一般に $N$ 個

のパラメータ $a_{1},$ . . $\tau$ , $a_{N}\in \mathbb{C}$ に対し次のように定義する:

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}(Z;a_{1}, \ldots, a_{N})$

$= \frac{1}{N!}$ $\sum$ $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma’)Z_{\sigma(1)\sigma’(1)}(a_{1})Z_{\sigma(2)\sigma’(2)}(a_{2})$ . .. $Z_{\sigma(N)\sigma’(N)}(a_{N})$ .
$\sigma$ , $\sigma’\in 8N$

ここで $Z_{ij}(a)=Z_{ij}+\delta_{ij}a$ とする.

この $C^{\prime \mathfrak{g}1_{N}}$ (u) が普遍包絡環の中心元になることは比較的容易にわかる. 実際, 一般に
次の命題が成立する:

命題 L3. 任意の $a_{1},$ $\ldots,$
$aN\in \mathbb{C}$ に対して, 次の元は $GL_{N}$ (C) の随伴作用に関して不変

となる. 特に $U$ (o[N) の中心元となる.

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}(E;a_{1}, \ldots, a_{N})$ .

これは次の二つの補題からすぐにわかる:

補題 1.4. 対称化した行列式は $g\in GL_{N}$ (C) による共役変換で不変である:

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}(gZg-1;a_{1}, \ldots, a_{N})=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}$ ( $Z;a_{1},$ . $.$ , aN).

ここで $Z$ はある結合的 e代数 $A$ の元を或分とする任意の $N$次の正方行列とする.

補題 L5. 行列 $E$ は任意の $g\in GL_{N}$ (C) に対し次の関係式を満たす

$\mathrm{A}\mathrm{d}(g)E=t$g. $E\cdot {}^{t}g^{-1}$ .
ここで $\mathrm{A}\mathrm{d}(g)E$ は $(\mathrm{A}\mathrm{d}(g)E_{ij})_{1\leq i,j\leq N}$ を意味する.

補題 1.5 は直接的な計算でわかる. 補題 1.4 も $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}$ を外積代数を利用して表示するとす
ぐにわかる ([IU] などを参照のこと).

命題 1.3 から $C^{\prime \mathfrak{g}1_{N}}$ (u) の中心性は明らかである. それに対しこの中心元の固有値を計

算するのは難しい. 対称化した行列式による表示ては三角分解 (1.1) が生かせないからで

ある. しかし実際にはこの一見異なる二つの元が一致するのてある:
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定理 L6 (伊藤-梅田). 次の等式が成立する: $C^{\mathfrak{g}^{\downarrow_{N}}}(u)=C^{\prime \mathfrak{g}\mathrm{t}_{N}}$ (u).

一旦この定理 1.6 が示されれば, 両辺を見比べることにより (i) $C^{\mathrm{g}\mathfrak{l}_{N}}$ (u) の中心性, お

よび (ii) $C^{\prime_{\mathrm{B}^{1_{N}}}}$ (u) の固有値の計算, という二つの問題が同時に解決されてしまう.
定理 1.6 は直接的な計算でも証明できるが, 外積代数を用いた簡潔な証明方法がある.

詳細は [IU] などを見よ.

1.2. Capeffi 行列式は次のような小行列式の和に一般化できる:

$C_{k}^{\mathfrak{g}1_{N}}$

$(u)= \sum_{1\leq\dot{v}1<\cdots<i_{\mathrm{k}}\leq N}\det$
( $E_{I}+u1+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\#$k).

ただし $I=$ ( $\mathrm{f}\mathrm{i},$

$\ldots,$
$i$ k) という数列および行列 $Z=(Z_{\dot{\iota}j})$ に対し, $(Z_{\dot{\iota}_{a}i_{b}})_{1\leq a,b\leq k}\text{と}$ いう小

行列を $Z_{I}$ で表す. この元を $\lceil k$ 次の Capeffi元」と呼ぶ. この $C_{k}^{\mathfrak{g}1_{N}}$ (u) もやはり普遍包絡

環の中心元になる:

定理 L7. $C_{k}^{\mathfrak{g}\mathrm{I}_{N}}$ (u) は任意の $u\in \mathbb{C}$ に対し $U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N})$ の中心元になる.

さらに次のようなパーマネントによる類似も考えられる ([N]):

$D_{k}^{g1_{N}}(u)= \sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq:_{k}\leq N}\frac{1}{I!}$ per ($E_{I}+u1I-1I$ diag $\mathfrak{h}_{k}$ ).

ここで per は「列パーマネント (column-permanent)」を表す- すなわち $N$次の正方行列

$Z=(Z_{\dot{\iota}j})$ に対し,
per $Z= \sum Z_{\sigma(1)1}\cdots Z_{\sigma(N)N}$

$\sigma\in 6_{N}$

と定める. また $I!=m_{1}$ ! $\cdots m_{N}$ ! とおぐ ただし $\prime m_{1},$
$\ldots,$ $m_{N}$ は数列 $I=$ ($i_{1},$

$\ldots,$
$i$ k) の

重複度である:

$I=(i_{1}, \ldots, i_{k})=(\hat{1,..1’ 1},\hat{2,\ldots,2}m_{1}m_{2}$

, ..

$I$ には一般に重複があるから, $Z_{I}=(Z_{i_{a}i_{b}})_{1\leq a,b\leq k}$ は必すしも $Z$ の小行列とは限らない.

c\rightarrow の $D_{k}^{\mathfrak{g}1_{N}}$ (u) もやはり普遍包絡環の中心元となる:

定理 L8. $D_{k}^{\mathfrak{g}\mathrm{t}_{N}}$ (u) は任意の $u\in \mathbb{C}$ に対し $U$ (9[N) の中心元になる.

注意. 実際には { $C_{1}^{\mathfrak{g}\mathrm{t}_{N}}$ (u), . . . , $C_{N}^{gl_{N}}(u)$ }, { $D_{1}^{\mathfrak{g}l_{N}}($ u), . . , , $D_{N}^{\mathfrak{g}1_{N}}($u)} がそれぞれ $U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N})$ の

中心の生或系になる.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{N}$ $(u)$ , $D_{k}^{\mathfrak{g}1_{N}}$ (u) の既約表現における固有値は簡単に計算できる. 証明は定理 1.2 と

ほぼ同じである:
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定理 L9. 分割 $\lambda=$ ( $\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda$N) で決まる佳 $1_{N}$ の既約表現 $\pi=\pi_{\lambda}^{\mathfrak{g}1_{N}}$ において, 次の等式

が成立する:

$\pi$ (C$k\mathfrak{g}\mathrm{t}_{N}(u)$ )
$= \sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{k}\leq N}(u+\lambda_{i_{1}}+k・1)$

$(u+\lambda_{i_{2}}+k-2)\cdots(u+\lambda_{i_{k}})$ ,

$\pi$ (D$k\mathfrak{g}\downarrow N(u)$)
$= \sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq i_{k}\leq N}$

( $u+\lambda_{i_{1}}-k$ $+$ l) $(u+\lambda_{i_{2}}-k+2)\cdots(u+\lambda_{i_{k}})$ .

このように列行列式, 列パーマネントによる定義式を見ると $C_{k}^{g1_{N}}$ $(u)$ , $D_{k}^{g\mathrm{I}_{N}}$ (u) の固有

値が簡単に計算できるが, 一方でその中心性はそれほど明らかでない. しかし上記の定義
式の他に以下のような「対称化した行列式」および「対称化したパーマネント」による表
示も可能なのである.

次のような普遍包絡環の中心元を考える:

$C_{k}^{\prime \mathfrak{g}\mathrm{I}_{N}}(u)=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}k$ ($E+u1;\#$k), $D_{k}^{\prime \mathfrak{g}1_{N}}(u)=\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}(E+u1;-\# k)$ .
ここて $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}k$ と $\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}$ は次のように定める. まず

Per $Z= \frac{1}{N!}$ $\sum$ $Z_{\sigma(1)\sigma’(1)}\cdot\cdot$ . $Z_{\sigma(N)\sigma’(N)}$

$\sigma$ , $\sigma’\in \mathit{6}N$

とおぐ そして $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{k}$ (Z), Perk (Z) を次のように定義する:

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{k}(Z)=\sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{h}\leq N}\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}Z_{I}$

$=$ $\sum$ $\frac{1}{k!}$ $\sum$ $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma’)Z_{i_{\sigma(1)}i_{\sigma’(1)}}1$ . . $Z_{i_{\sigma(k)}i_{\sigma’(k)}}$ ,
$1\leq i_{1}<\cdots<i_{k}\leq N$ $\sigma$ , $\sigma’\in 6k$

$\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}(Z)=\sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq i_{k}\leq N}\frac{1}{I!}$ Per $Z_{I}$

$= \sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq:_{k}\leq N}\frac{1}{I!}\frac{1}{k!},\sum_{\sigma,\sigma\in 6_{k}}Z_{i_{e(1}})$ i
$\sigma$

’ $(1)|$
. . $Z_{i_{\sigma(k)}i_{\sigma’(k)}}$ .

さらに $k$ 個のパラメータ a”. . 、’
$a_{k}\in \mathbb{C}$ を含む場合を次のように定める:

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}k$ (Z; $a_{1},$ . . $\mathrm{r}$ , $a_{k}$ )

$=$ $\sum$ $\frac{1}{k!}$ $\sum$ $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma’)Z_{i_{\sigma(1)}i_{\sigma’(1)}}(a_{1})\cdots$\sim 。)\sigma ’。) $(a_{k})$ ,
$1\leq i_{1}<\cdots<i_{h}\leq N$ $\sigma,\sigma’\in \mathfrak{S}_{k}$

$\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}(Z;a_{1}, \ldots, a_{k})$

$= \sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq i_{k}\leq N}\frac{1}{I!}\frac{1}{k!},\sum_{\sigma,\sigma\in 6_{k}}Z_{i_{\sigma(1)}i_{\sigma’(1)}}(a_{1})\cdots Z_{i_{\sigma(1)}:_{\sigma’(1)}}(a_{k})$.

この函数 $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t},$${}_{k}\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}$ は共役変換に関する不変性を持つ :
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補題 1.10. 任意の $g\in GL_{N}$ (C) に対し, 次の等式が成立する:

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{k}$ (gZ$g^{-1}$ ; $a_{1},$ $\ldots$ , $a_{k}$ ) $=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{k}$ (Z; $a_{1},$ . . , $a_{k}$ ),

$\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}(gZg-1;a_{1}, \ldots, a_{k})=\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}(Z;a_{1,..\ulcorner}, ak)$ .

よって, 補題 1.5 と組み合わせることにより, 次の命題が得られる:

命題 1.11. 任意のパラメータ $a_{1,..1},$ $ak\in \mathbb{C}$ に対し, 次の元は $GL_{N}$ (C) の随伴作用で

不変になる. 特に $U($g $1_{N})$ の中心元となる.

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{k}(E;a_{1,..\prime}, a_{k})$ , $\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}(E;a_{1,..\mathrm{r}}, a_{k})$ .

命題 1.垣より $C_{k}^{\prime \mathfrak{g}l_{N}}$ (u), $D_{k}^{\prime \mathfrak{g}\mathrm{t}_{N}}$ (u) は任意の $u\in \mathbb{C}$ に対し普遍包絡環の中心元になる.

一方でこれらの中心元の既約表現における固有値を直接計算するのは難しい. このように
$C_{k}^{\prime \mathfrak{g}1_{N}}$ (u), $D_{k}^{\prime \mathfrak{g}1_{N}}$ (u)(という表示式) は $C_{k}^{\mathfrak{g}1_{N}}$ (u), $D_{k}^{\mathfrak{g}1_{N}}$ (u) と対照的である.

しかし実際は一見異なるこの 2 種類の表示式が一致するのである:

定理 L12. 次の等式が成立する:

$C_{k}^{\mathfrak{g}t_{N}}(u)=C_{k}^{\prime \mathfrak{g}1_{N}}(u)$ , $D_{k}^{\mathfrak{g}1_{N}}(u)=D_{k}^{\prime \mathfrak{g}1_{N}}(u)$ .

この定理も定理 1.6 と同様の方法で証明することができる. このように二つの表示の同

値性を示すことで (i) $C_{k}^{\mathfrak{g}\downarrow N}$ (u) と $D_{k}^{\mathfrak{g}\mathrm{I}_{N}}$ (u) の中心性, そして (ii) $C_{k}^{\prime \mathfrak{g}1_{N}}$ (u) と $D_{k}^{\prime \mathfrak{g}1_{N}}$ (u) の

既約表現における固有値の決定, という二つの問題を同時に解決することができる.

2. 直交 Lie 環の普遍包絡環の Capelli 型中心元. Symplectic Lie 環における主結果を述

べる前に, 直交 Lie 環の場合を見ておぐ 直交 Lie 環の普遍包絡環の中心元で Capelli 行

列式の類似と見なせるものが二つ知られている. 一つは Howe と梅田 [HU] によって与え

られたもので, もう一つは最近和地 [W] によって与えられたものである.

2.1. まず直交 Lie環の一般的な実現から始める. $S\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}N$ (C) を非退化な $N$ 次の対称行

列とする. 直交群は $S$ で決まる双線型形式を不変にする一次変換全体として実現できる:

$O(S)=\{g\in GL_{N}|{}^{t}gSg=S\}$ .

対応する Lie 環は次のように表される:

$\mathrm{o}(S)=\{Z\in \mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N}|{}^{t}ZS+SZ=0\}$ .
この直交 Lie 環 $\mathrm{o}(S)$ の元として $F_{ij}^{\mathrm{o}(S)}=Eij$ $-S^{-1}E_{ji}S$ を取り, これを或分とする

$F^{\mathrm{o}(S)}=(F_{ij}^{\mathrm{o}(\mathrm{S})})_{1\leq i,j\leq N}$ という行列を考える (ただし $E_{ij}$ は $\mathfrak{g}1_{N}$ の標準的な基底). これ

を $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}_{N}$ ( $U$ (o(S))) の元と見なす 直接的な計算で次の関係式がわかる:
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補題 2.1. 任意の $g\in O$ (S) に対して, 次の等式が成立する:

$\mathrm{A}\mathrm{d}(g)F^{0(S)}={}^{t}g$ . $F^{\mathrm{o}(S)}{}^{t}g^{-}1.$

ただし $\mathrm{A}\mathrm{d}(g)F^{\mathrm{o}(S)}$ は $(\mathrm{A}\mathrm{d}(g)F_{ij}^{\mathrm{o}(S)})_{1\leq i,j\leq N}$ を意味する.

この関係式と補題 1.10 を組み合わせることで次の命題を得る :

命題 2.2. 次の元は $O$ (S) の随伴作用で不変である. 特に $U$ (o(S)) の中心元となる.

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}k(F^{\mathrm{o}(S)} ; a_{1}, . . \mathrm{t} , a_{k})$ , $\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}(F^{o(S)} ; a_{1}, \ldots, a_{k})$ .

よって一般線型 Lie 環のときと同様に, 対称化した行列式および対称化したパーマネン
トを用いて $U$ (0(S)) の中心元をいろいろ構或することができる. それに対し列行列式や列
パーマネントで $U$ (0(S)) の中心元を構或するのは少なくとも一般の $S$ に対しては難しい.

しかし, 特別な $S$ に対しては列行列式で表される Capeffi行列式の類似が知られている.
以下実際に $S=1$ の場合と $S=S_{0}=(\delta_{i,N+1-j})_{1\leq i,j\leq N}$ の場合の結果を見る.

2.2. ます $S$ が単位行列 1 に一致する場合を見る. このとき直交 Lie 環は交代行列全体の
なす Lie 環として実現される:

$\mathrm{o}(1)=\{Z\in \mathfrak{g}(N|Z+{}^{t}Z=0\}$ .

このとき Howe と梅田によって次のような Capeffi 行列式の類似が得られている.

定理 2.3 (Howe-梅田). 次の元は任意の $u\in \mathbb{C}$ に対し $U$ (0(1)) の中心元となる:

$C^{o(1)}(u)=\det(F^{\mathrm{o}(1)}+u1+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathfrak{h}_{N})$ .

Capelli 行列式と同様, これは対称化した行列式で書き直すことができる. $C^{\prime o(\mathfrak{y}}$ (u) と

は別に, 次のような普遍包絡環の元を考える:

$C^{\prime \mathrm{o}(1)}(u)=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}(F^{o(1)}+u1;\mathfrak{h}_{N})$ .

これは命題 2.2 より任意の $u\in \mathbb{C}$ に対して普遍包絡環 $U$ (0(1)) の中心元になる. 実はこの
$C^{\prime \mathrm{o}(\mathfrak{h}}(u)$ は $C^{o(1)}$ (u) と一致する:
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定理 2.4 (伊藤-梅田). 次の等式が成立する: $C^{\mathrm{o}(1)}(u)=C^{\prime \mathrm{o}(1)}(u)$ .

定理 2.3 はこの定理 2.4 からすぐに出る. 定理 2.旧よ一般線型 Lie 環の場合の定理 1.6

の証明とほぼ同じ計算で証明できる. 詳細は [IU] を参照のこと.

注意. (1) 一般線型 Lie 環の場合と同様に次のような $C^{\mathrm{o}(}$ 1)(u) の一般化が考えられる:

$C_{k}^{\mathrm{o}(1)}(u)= \sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{k}\leq N}\det(F_{I}^{\mathrm{o}(1)}+u1+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathfrak{y}_{k})$
.

これはまた対称化した行列式で次のように書き直せる:

$1 \leq|.<\cdots<i_{k}\leq N\sum_{1}\det(F_{I}^{\mathrm{o}(1)}+u1+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\# k)=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{k}(F^{\mathrm{o}(1_{N})}+u1;\#_{k})$
.

(2) $C_{k}^{\mathrm{o}(}$1)(u) は Capelli元 $C_{k}^{\mathrm{g}\mathfrak{l}_{N}}$ (u) に非常によく似ているが, 残念ながらその固有値が簡単

に計算できるわけではない. なぜなら $\mathrm{o}(1)$ という実現においては, その三角分解は (1.1)

のようにシンプルには取れないからである.

2.3. 次に $S=S_{0}=(\delta_{i,N+1-j})$ の場合を見てみる:

$\mathrm{o}(S_{0})=\{Z=(Z_{ij})\in \mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N}|Z_{ij}+Z_{N+1-j,N+1-1}$. $=0\}$ .

この $\lceil \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}$ 実現」では三角分解を次のように取ることがてきる -

$\mathrm{o}(S_{0})=\mathfrak{n}^{-}\oplus \mathfrak{h}\oplus$ n$+_{\mathrm{f}}$

ここで $\mathfrak{n}^{-},$
$\mathfrak{h}$ , $\mathfrak{n}^{+}$ は $i>j,$ $i$ =j, $i<j$ であるような $F_{ij}^{o(S_{0})}$ で生或される $\mathrm{o}(S_{0})$ の部分環

である. つまり行列 $F^{o(S_{0})}$ の下三角部分, 対角部分, 上三角部分の或分はそれぞれ $\mathfrak{n}^{-},$
$\mathfrak{h}$ ,

$\mathfrak{n}^{+}$ に属する. よってもし Capeffi 行列式のように $\lceil F^{o(S_{0})}$ の列行列式」 という形で表さ

れる普遍包絡環 $U$ (0(S0)) の中心元があれば, その固有値は非常に簡単に計算できるはす
である. 実際に次のような中心元が和地によって与えられた:

定理 2.5 (和地). 任意の $u\in \mathbb{C}$ に対し, 次の元は普遍包絡環の中心元になる:

$C^{o(S_{0})}(u)=\det$ ( $F^{\mathrm{o}(S_{0})}+u1+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\#\sim$N).

ここで $\sim\#_{N}$ は次のような長さ $N$ の数列てある:

$\sim\# N=\{$

$( \frac{N}{2}-1, \frac{N}{2}- 2, . . . , 0_{\rangle}0, \ldots, -\frac{N}{2}+ 1)$ , $N$:even,
$( \frac{N}{2}-1, \frac{N}{2}-2, \ldots, \frac{1}{2},0, -\frac{1}{2}, \ldots, -\frac{N}{2}+ 1)$ , $N$ :od比

和地はこの定理を直接的な計算で示した ([W]). が, この中心性の証明はそれほど易し

くはない. 一方で上記の三角分解に気を付けるとこの元の固有値の計算は非常に易しい.
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定理 2.6 (和地). $\pi_{\lambda}^{\mathrm{o}(}$

s0) を分割 $\lambda=(\lambda_{1}, \ldots, \lambda[N/2])$ で決まる $\mathrm{o}$ (S0) の既約表現とする
( $[N/2]$ は $N/2$ を越えない最大の整数), このとき次の等式が成立する:

$\pi_{\lambda}^{\mathrm{o}(S_{0})}$ $(C^{\mathrm{o}(S_{0})}(u))=\{$

$(u^{2}-l_{1}^{2})(u^{2}-l_{2}^{2})\cdots$ (u$2-l_{N/2}2$ ), $N$ :even,
$u(u^{2}-l_{1}^{2})(u^{2}-l2)$ . . . $(u^{2}-l_{[N/2]}^{2})$ , $N$ :odd.

ただし $l_{i}=\lambda_{i}+N/2-i$ とする.

$C^{\mathrm{o}(S_{0})}$ (u) は対称化した行列式で表すこともできる. 次の普遍包絡環の元を考えよう:

$C^{\prime \mathrm{o}(S_{0})}(u)=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}(F^{o(S_{0})}+u1;\tilde{\mathfrak{h}}_{N})$ .
命題 2.2 からこの元は任意の $u\in \mathbb{C}$ に対して中心元になることが容易にわかる. しかしこ

の元の既約表現における固有値はそれほど簡単に計算できるわけではない. しかし複雑な
計算によって次の結果が得られている:

定理 2.7 (伊藤). 次の等式が成立する:

$\pi_{\lambda}^{\mathrm{o}(S_{0})}(C^{\prime o(S_{0})}(u))=\{$

$(u^{2}-l_{1}^{2})(u^{2}-l_{2}^{2})\cdots(u^{2}-l_{N/2}^{2})$ , $N$ :even,

$u(u^{2}-l_{1}^{2})(u^{2}-l_{2}^{2})\cdots(u^{2}-l_{[N/2]}^{2})$ , $N$ : odd.

これは $C^{\mathrm{o}(S_{0})}$ (u) の固有値に一致する. つまりこれで $C^{\mathrm{o}(S_{0})}(u)=C^{\prime \mathrm{o}(\mathrm{S}_{0})}$ (u) という等
式が成立することがわかった:

定理 2.8 (和地). 次の等式が成立する:

$\det(F^{o(S_{0})}+u1+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\overline{\#}N)=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}$ ( $F^{\mathrm{o}(S_{0})}+u\mathrm{l}$ $\mathrm{j}\#\sim$N).

この等式は和地によって実際に以上のような方法で与えられたものである ([W]). つま

りこの証明は定理 2.5, 定理 2.7 というふたつの非自明な結果に基づく.
しかし定理 2.8 を直接的な計算で示すことも可能である (その計算はが$N$ の場合の定

理 1.6, $\mathrm{o}(1)$ の場合の定理 2.4 よりは複雑である. 詳細は [I3] を参照のこと), そして一旦

定理 2.8が示されれぼ定理 2.5, 定理 2.7 は逆に定理 2.8 から導くことが可能なのてある.

2.4. さらにこれらの結果は小行列式の等式に一般化できる:

定理 2.9 (和地). 次の元は任意の $u\in \mathbb{C}$ に対し $U$ (o(S0)) の中心元となる:

$C_{k}^{\mathrm{o}(S_{0})}(u)= \sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{k}\leq N}\det(\tilde{F}_{I}^{\mathrm{o}(S_{0})}+u1+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\frac{k}{2}, \frac{k}{2}- 1, . . \mathrm{c}’-\frac{k}{2}+1))$
.

ここて $\tilde{F}^{o(}$ s0) は次のような行列である:

$\overline{F}^{\mathrm{o}(S_{0})}=\{$

$F^{o(S_{0})}$ -diag$(1, \ldots, 1,0, \ldots, 0)$ , $N$ : even,
$F^{o(S_{0})}- \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1, \ldots, 1, \frac{1}{2},0, . . , , 0)$ , $N:.$ odd.

この中心元もやはり対称化した行列式で書き表すことがてきる:
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定理 2.10 (和地). 次の等式が成立する:

$\sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{k}\leq}N$

$\det$ ( $\overline{F}_{I}^{o(S_{0})}+u1$ $+$ diag(H, $\frac{k}{2}-1,$
$\ldots,$

$- \frac{k}{2}+1)$ ) $=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}k$ ( $F^{\mathrm{o}(S_{0})}+u1;\#\sim$k).

これらの定理は定理 2.5 および定理 2.8 から導かれる. 詳しくは [W] を参照のこと $\mathrm{f}$

注意. 一般の $S$ に対し次の等式が成立する [IU]:

(2.1)
$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}_{2k}(F^{o(S)} ; \tilde{\#}2k)=\sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{k}\leq N}\mathrm{P}\mathrm{f}(F^{\mathrm{o}(S)}S)_{I}\mathrm{P}\mathrm{f}(S^{-1}F^{o(S)})_{I}$

.

ただし $2k$ 次の交代行列 $Z=(Z_{ij})$ に対し, パフイアン (Pfaffian) Pf $Z$ を次で定義する:

$\mathrm{P}\mathrm{f}Z=\frac{1}{2^{k}k!}\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{2k}}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)Z_{\sigma(1)\sigma(2)}Z_{\sigma(3)\sigma(4)}\cdot\cdot$

. $Z_{\sigma(2k-1)\sigma(2k)}$ .

3. Symplectic Lie 環の普遍包絡環の Capelli 型中心元. 今節では本稿の主結果を述べ

る. つまり symplectic Lie 環の普遍包絡環における Capeffi行列式の類似である. この中

心元は前節で述べた和地による中心元 $C_{k}^{\mathrm{o}(}$ s0)(u) の直接的な対応物と見なせる. しかし列

行列式ではなく列パーマネントで与えられるのである.

3.1. ます symplectic Lie 環の一般的な実現から始める. 対称化した行列式および対称化

したパーマネントはどちらもこの一般的な実現において普遍包絡環の中心元を構或する

手段となる.
$J\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}_{N}$(C) を非退化な $N$次の交代行列とする (よって $N$は偶数となる). Symplectic

群はこの $J$ で決まる双線型形式を不変にする一次変換全体として実現される:

$Sp(J)=\{g\in GL_{N}|{}^{t}gJg=J\}$ .

対応する Lie 環は次のように表される:

$\epsilon \mathfrak{p}(J)=\{Z\in \mathfrak{g}[N|^{t}ZJ+JZ =0\}$ .

この卵 (J) の元として $F_{ij}^{\epsilon \mathfrak{p}(J)}=Eij$ $-J^{-1}EjiJ$ を取り, これを或分とする $F^{\epsilon \mathfrak{p}(J)}=$

$(F_{ij}^{z\mathfrak{p}(J)})_{1\leq i,j\leq N}$ という行列を考える. これを MatN (U(卵 (J))) の元と見なし工議論を進
める. 直接的な計算でこの行列は次のような関係式を満たすことがわかる:
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補題 3.1. 任意の $g\in Sp$ (J) に対し次の等式が成立する:

$\mathrm{A}\mathrm{d}(g)F^{\mathrm{o}(J)}=p.$ $F^{\epsilon \mathfrak{p}(J).-1}{}^{t}g$ .

ここで $\mathrm{A}\mathrm{d}(g)F^{\epsilon \mathfrak{p}(J)}$ は $(\mathrm{A}\mathrm{d}(g)F_{ij}^{s\mathfrak{p}(J)})_{1\leq i,j\leq N}$ という行列を意味する.

この関係式と補題 1.10 を組み合わせることで次の補題がわかる:

命題 3.2. 次の元は $Sp(J)$ の随伴作用で不変である. 特に普遍包絡環 $U$ (sp(J)) の中心元
とをる.

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}k(F^{\epsilon \mathfrak{p}(J)} ; a_{1}, \ldots, a_{k})$ , $\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}(F^{\epsilon \mathfrak{p}(J)} ; a_{1}, ..1 , a_{k})$ .
このように対称化した行列式および対称化したパーマネントは $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N}$ の場合と同様に

$U(\epsilon \mathfrak{p}(J))$ の中心元を構或する手段として有効てある. その一方, 列行列式や列パーマネン
トは少なくとも任意の $J$ に対する $U$ (sp(J)) の中心元の構或手段とはならないようである.

3.2. しかし symplectic Lie 環を spht 実現した場合には列パーマネントを用いて普遍包絡
環の中心元を構或することができる. つまり

$J=J_{0}=(_{-1}.\cdot$
.

$-11^{\cdot}.\cdot 1)$

の場合である. この場合の実現卵 $(J_{0})$ は表現論的に具合いが良い. 実際三角分解が次の
ように取れる:

$s\mathfrak{p}(J_{0})=\mathfrak{n}^{-}\oplus \mathfrak{h}\oplus \mathfrak{n}^{+_{\mathrm{I}}}$

ここで $\mathfrak{n}^{-},$ $\mathfrak{h}$ , $\mathfrak{n}^{+}$ はそれぞれ $i>j,$ $i$ =j, $i<j$ となるような $F_{ij}^{z\mathfrak{p}(J_{0})}$ で生或される $\mathit{5}\mathfrak{p}(J_{0})$

の部分環である. すなわち行列 $F^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}$ の下三角部分, 対角部分, 上三角部分の或分はそれ
ぞれ $\mathfrak{n}^{-},$ $\mathfrak{h}$ , $\mathfrak{n}^{+}$ に属する. この $\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})$ を symplectic Lie 環の $\lceil \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}$ 実現」 と呼ぶ.

本稿の主題は次の $U$ (8P $(J_{0})$ ) の元である:

$D_{k}^{s\mathfrak{p}(J_{0})}(u)= \sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq i_{h}\leq N}\frac{1}{I!}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}$( $\overline{F}_{I}^{s\mathfrak{p}(J_{0})}+u1I-\bm{1}_{I}$ diag( $\frac{k}{2},$ $\frac{k}{2}-1,$ . . . $,$

$- \frac{k}{2}+1)$ ) $.$

ここで $\tilde{F}^{\mathrm{B}\mathfrak{p}(J_{0})}$ は次の行列を意味する:

$\tilde{F}$e $\mathfrak{p}(J\mathrm{o})=F^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1, \ldots, 1,0, \ldots, 0)$ .

次が本稿の主結果である:
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$(J_{0})$

定理 3.3. $D_{k}^{\mathrm{q}}.\mathfrak{p}(d_{0})$ (u) は任意の $u\in \mathbb{C}$ に対し $U$ (8P(J0)) の中心元となる.

この中心元は既約表現における固有値は簡単に計算できるという点で興味深い :

定理 34. 分割 $\lambda=$ ( $\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda$N) で決まる卵 $(J_{0})$ の既約表現 $\pi_{\lambda}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}$ に対し, 次の等式

が成立する (ただし $i’=N+1-i$ , $n=N/2$ とする):

$\pi_{\lambda}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}(D_{k}(u))=\sum k$

$\sum$

$l=0$ $1<i_{1}\leq...\leq i\mathit{1}\leq n$

$n+1\overline{\leq}:_{l+1}\leq...\leq ik\leq N$

$(u+ \lambda_{i_{1}}-\frac{k}{2}+1)(u+\lambda:_{2}-\frac{k}{2}+2)\cdots(u+\lambda_{i_{l}}-\frac{k}{2}+l)$

$(u- \lambda_{i_{\acute{\mathrm{t}}+1}}-\frac{k}{2}+l)(u-\lambda_{i_{\acute{\mathrm{t}}+2}}-\frac{k}{2}+l+1)\cdots(u-\lambda_{i_{\acute{k}}}+\frac{k}{2}-1)$.

これは仲 $(J_{0})$ の三角分解に注意するとすぐにわかる. このように $D_{k}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}(u)$ は中心性

は明らかではないが, その固有値は簡単に計算できる.
さて $D_{k}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}(u)$ とは別に次のような元を新たに考える:

$D_{k}^{\prime\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}(u)=\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{k}(F^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}+u1;\#\sim k)$.

命題 32 から, この $D_{k}^{\prime\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}(u)$ が任意の $u\in \mathbb{C}$ に対し中心元となることはすぐにわかる.

しかしこの元の固有値を直接計算するのは困難である.
実際にはこれら二つの元 $D_{k}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}$ (u), $D_{k}^{\prime\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}$ (u) は一致するのである:

定理 3.5. 次の等式が成立する:

$\sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq}ik\leq N$

$\frac{1}{I!}$ per ( $\tilde{F}_{I}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}+u1_{I}-1_{I}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}$ g $\mathrm{C}\mathrm{f}\mathrm{i},$ $\frac{k}{2}-1,$
$\ldots,$

$- \frac{k}{2}+1$ ) $)$

$=\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}k$ ( $F^{\epsilon}$
p $(J_{0})+u1$ ; $\tilde{\#}$k).

定理 33 はこの等式からすぐに導かれる. さらにこの定理 35 と定理 3.4 を組み合わせ
ることで $D_{k}^{\prime\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}$ (u) の固有値の決定という問題も同時に解決できる. このように, $\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{N}$ ,

$\mathrm{o}(S_{0})$ の場合と同様に, 二つの非可換パーマネントを結ぶ等式を利用して二つの問題が同

時に解決されるのである.

定理 35 は基本的には定理 16, 定理 24, 定理 28 などと同様の方針で証明できる. し

かし定理 16, 定理 2.4 よりは遥かに難しく, 定理 28 と比べても複雑な計算になる. 詳し

くは [I4] を参照のこと 1

注意. (1) 実際は $D_{k}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}(u)$ は単に中心元であるというだけてなく, 偶数次の元たち
$D_{2}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}(u),$ $D_{4}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}(u),$ . . $,$

$,$

$D_{N}^{\epsilon \mathfrak{p}(J_{0})}(u)$ が U(卵 (J0)) の中心を生或する.
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(2) 直交 Lie 環の場合の (2.1) に対応する等式として: 次が一般の $J$ に対して成立する:

$\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}_{2k}(F^{\epsilon \mathfrak{p}(J)} ;\# 2k)=\sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq i_{k}\leq N}$

$\sim\frac{1}{I!}\mathrm{H}\mathrm{f}(F^{\epsilon \mathfrak{p}(J)}J)_{I}\mathrm{H}\mathrm{f}(J^{-1}F^{\epsilon \mathfrak{p}(J)})_{I}$.

ただし $2k$ 次の対称行列 $Z=(Z_{ij})$ に対しハフニアン (Hafnian) Hf $Z$ を次のように定める:

$\mathrm{H}\mathrm{f}Z=\frac{1}{2^{k}k!}\sum\cdot Z$c $(1)\sigma(2)Z\sigma(3)\sigma(4)\ldots Z$y(2k-1) $y(2k)$ .
$\sigma\in 6_{2k}$
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