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Cuntz環の表現論とその分岐則 1

京大・数理研 川村勝紀 2 (Katsunori Kawamura)
Research Institute for Mathematical Sciences,

Kyoto Univ.

概要

一般に Cl-環の表現に対して既約分解が一意性を持たないとい
う事実が知られている為, 既約表現の分類, 表現の分岐則なとの表
現論における重要な問題はあまり考えられて来なかった. しカル,
Bratteli-Jorgensen等の研究により, Cuntz環に対しては上記の問題
が意味を持つような表現のクラスが存在することが示され, それ以
降様々な表現論的な問題を考えることが可能となった.今回は現在
まての Cuntz環の表現論 (Cuntz-Krieger環の置換表現を含む) とそ
の周辺を分規則という視点から紹介する.

Cuntz 環 ([6]) はいわゆる作用素環とよばれる関数解析の分野て, 非可換,
無限次元, 有限生成な $\mathrm{C}^{*}$-環の典型例てある. 有限生成て,簡単な関係式だ
けで決まる為, 計算がてきるよい研究対象てある. 我々の研究は環そのも
のではなく , 表現, 自己準同型などの,環の上部構造を具体例を構成する方
法で調べることにある. たとえば, 完全可約て既約分解の一意性の成り立
つ表現論は作用素環てはまれだが, Cuntz 環の一般化された置換表現や,
表現論のアナロジーとしての自己準同型の世界ではこれらの表現論のよい
結果が成立する. この表現論の応用として, Fermion の代数の表現やフラ
クタル上の $L_{2}$ 空間の正規直交基底の構成などが得られる.
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1Cuntz環一 F現されるものー

1.1 Cuntz環の定義

$A$ が $\mathrm{C}^{*}$-環とは $A$ は Banach空間かつ *-代数て次の等式を満たすも
のをいう: $||x^{*}x||=||x||^{2}$ for $\forall_{X}\in A$. $x\in A$ が射影作用素とは $x^{*}=x$ ,
$x^{2}=x$ のときをいう. $x\in A$が部分等長作用素とは $x^{*}x$ , xx*lまともに射
影作用素のときをいう.

定義 Ll $([7J)$ 自然数 $N\geq 2$ に対して A=(aり) を 0, 1 を成分に持つ $N$

次正方行列で, どの行も列も 0 ではないとする. このとき Cuntz-Krieger
環 $O_{A}$ とは以下の関係式を満たす部分等長作用素 $s_{1},$ $\ldots,$ $s_{N}$ て生成され
た $\sigma$ -環のことてある:

$s_{^{S}:=\sum_{j=14j}^{N}s_{j}s_{j}^{\mathrm{s}}}^{*}.$ , $(i=1, \ldots,N)$ , $\sum_{j=1}^{N}s_{j}s_{j}^{*}=I$.
ここて $I$ は $O_{A}$ の単位元とする. 特に $\alpha_{j}.=1,$ $\forall i,j$ のときを Cuntz 環と
呼ひ $O_{N}$ と記す-

簡単の為 Cuntz環の場合について性質を述べる.

定珊 L2 (i) $O_{N}$ は同型を除いて一意に存在する.

(\"u) $O_{N}$ は単純, つまり, 両側閉イデアルは自明なものしかない.

(iii) $O_{N}\cong O_{M}$ ($i.e$ . $*$ -同型 $\phi:O_{N}arrow O_{M}$ が存在する)\Leftrightarrow N $=M$ .
(iv) 任意の $N\geq 2$ に対して埋め込み $\varphi:O_{N}\ovalbox{\tt\small REJECT}\mapsto tO_{2}$ が存在する.
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$O_{N}$ は以下のような線形空間を稠密な *-部分環として持つことが分かる.

Lin $<\{s_{J}s_{J’}^{*} : J, J’\in\{1, \ldots, N\}^{k}, k\geq 0\}>$ (1.1)

ここて多重指数 $J=(j_{1}, \ldots,j_{k})\in\{1, \ldots, N\}^{k},$ $k\geq 1$ に対して $SJ\equiv$

$sj_{1}\ldots sj_{k},$ $s_{J}^{*}\equiv s_{j_{k}}^{*}’\cdot\cdot s_{j1}^{*},$ $\{1, \ldots, N\}^{0}\equiv\{0\},$ $s\mathrm{o}\equiv I$ とする. Cuntz 環
そのものはノルムによる位相で完備な $\mathrm{C}^{*}$-環であるが, しばしば計算は部
分環 (1.1) のみを考えれば十分てある. 特に本論てはこの稠密な *-環と

Cuntz 環 $O_{N}$ 自身を同一視して話を進めても構わない.

1.2 $O_{N}$ の解釈

数学的定義の他に, 他の分野の言葉を用いて Cuntz環の意味を説明す
る. 以下の解釈は, Cuntz環の表現論に反映されることが \S 5 で示される.

1.2.1 自由半群代数の表現 ([8, 9]) $\mathrm{F}_{N}^{+}$ を $N$文字の自由半群とし $\mathrm{F}_{N}^{+}$ から

生成される Cl-環 $C^{*}(\mathrm{F}_{N}^{+})$ のある表現 $(\mathcal{H}, \pi)$ に対して

$\pi(C^{*}(\mathrm{F}_{N}^{+}))\cong O_{N}$ .

1.2.2 Fermion との関係Boson-Fermion対応により Bosonがある Fermion
の表現の上て Fermion の 2 次式の無限和て書けることが知れれている
([18]). これを標語的に表すと

Fermion $=\sqrt{\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}}$.

一方 Fermion が Cuntz環の生成元の多項式で書ける (帰納的 Fermion系
(RFS) $)$ . 以 Tのようにち $\in O_{2}$ を定義する: $n\geq 1$ に対して,

$a_{n} \equiv\sum_{J\in\{1,\ldots,N\}^{*-1}},(-1)^{n_{2}(J)}s_{J}s_{1}s_{2}^{*}s_{J}^{*}$
,

$n_{2}(J)\equiv\{j\in J : j=2\}$
.

するとち $a_{m}^{*}$ $+a_{m}^{*}a_{n}=\delta_{n,m}I,$ $a_{n}a_{m}+a_{m}a_{n}=0$ , を満たす, これより

Fermion の代数 $A\equiv<\{a_{n}, a_{n}^{*} : n\geq 1\}>$ が $O_{2}$ に埋め込まれることが分

かる. $a_{n}$ は $s:,$ $s_{1}^{*}$. の $2n$次の非可換斉次多項式てある. この意味において

$O_{2}=\sqrt{\mathrm{F}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}}$

といえる. Boson-Fermion対応は表現に依存し生成元の対応は 2次式の無
限和てあるのことに対して, Fermion-Cuntz環の対応は表現に依存しない
多項式による生成元の対応てある.
1.2.3 自己相似性 Cuntz 環はある種の自己相似性を持っている. 例えば
$O_{2}$ がある無限次元 Hilbert 空間 $H$ に作用していると仮定する. すると $O_{2}$
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の生成元 $s_{1},$ $s_{2}$ は $\mathcal{H}$上のユニタリーでない等長作用素であり, $H$ に作用す

るたぴに $\mathcal{H}$ の無限次元部分空間の直和に分解してゆ $\langle$ ([19]).

$H$

$\Downarrow$

$s_{1}\mathcal{H}$ $s_{2}H$

$\Downarrow$

$s_{1}{}_{\mathit{8}1}H$ $s_{1}{}_{\mathit{8}2}H$ $s_{2}s_{1}\mathcal{H}$ $s_{2}s_{2}\mathcal{H}$

これをフラクタル ($=$自己相似集合) との比較て表て示す

フラクタル (自己相似集合) Cuntz環

位相空間 $X\subset \mathrm{R}^{M}$ Hilbert 空間

自己相似写像 等長作用素

$X= \bigcup_{1=1}^{N}.f_{1}.(X)$ $\sum_{=1}^{N}S:s_{1}^{*}$. $=I$

$f_{\dot{\iota}}(X)\cap f_{j}(X)=\emptyset(i\neq j)$ $s^{*}\dot{.}s_{j}=\delta_{j}\dot{.}I$

より詳し $\text{く}$ \S 5.2 て解説を行う 1

2 表現

$H$ を複素ヒルベルト空間とするとき, $(H,\pi)$ が Cl-環 $A$ の *-表現と
は $\pi$ : $Aarrow B(\mathcal{H})$ が $*$-準同型のときをいう. 以降単に *-表現を表現と呼
ぶことにする. この解説では $A$ が単位元 $I$ を含むときは, $\pi(I)=I$ を仮

定する. 2 つの $A$ の表現 $(H_{1},\pi_{1})$ と $(H_{2},\pi_{2})$ が同値とはあるユニタリー
$U$ : $\mathcal{H}_{1}arrow H_{2}$ が存在して $\mathrm{A}\mathrm{d}U\circ\pi_{1}=\pi 2$ のときをいう, 本論に入る前に

Cuntz環の表現の何を問題としているかを, 表現論の標準的な切り口て述
べておくことにする ([17]).

2.0 Cuntz環の表現論の課題

課題 1 既約表現 (の間値類) を分類し, それを理解せよ.
課題 2 与えられた表現を既約分解せよ.
課題 1 は次のような問題を含んでいる:
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・既約表現の構成,

$\circ$ 分類のパラメーター (“状態”やその他種々の不変量) の発見と計算,

・双対 $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}O_{N}\equiv\overline{O_{N}}=\mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}O_{N}/\sim$ の分類,

$\circ$ 同値な表現の間の絡作用素の構成.

現在, Cuntz環のすべての既約表現の上記の意味での研究はできていない.
課題 $2-\mathrm{A}$ 誘導表現の分解:今回は省略する.
課題 $2-\mathrm{B}$ 制限の分解 (分岐則): 部分環 $A$への制限の既約分解

$\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}O_{N}\ni\piarrow\pi|_{A}=\oplus_{\lambda}\pi_{\lambda}$
.

分規則の問題の変形として, 作用素環ならではの以 Tのような問題を考え
ることがてきる:

課題 $2-\mathrm{B}’$ 自己準同型による分岐則: 自己準同型 $\rho\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}O_{N}$ に対して,

$\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}O_{N}\ni\pi \mathrm{b}arrow\pi 0\rho=\oplus_{\lambda}\pi_{\lambda}$
.

$O_{N}$ が無限次元非可換てあることが十分に多くの (表現の分岐を引き起こ
すという意味ての) 非自明な自己準同型の存在を保証している. 実際に二
の問題を \S 3 て扱う, このほかの課題としては「他の $\mathrm{C}^{*}$ 環の “よい”表現

を研究せよ」なとも考えられる. たとえば Cuntz-Pimsner環などの表現
が次の目標となる.

2.1 具体例

次に具体的な表現を紹介する. その前に基本的な言葉を確認してお
く $(H, \pi)$ が巡回的とは $\exists_{X}\in H\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\overline{\pi(O_{N})x}=\mathcal{H}$ となることてある. こ

のとき $x$ を $(\mathcal{H},\pi)$ の巡回ベクトルと呼ぶ. $(H,\pi)$ は既約とは閉不変部分
空間は自明なもののみの場合てある. $(H,\pi)$ が $O_{N}$ の置換表現とは $H$ の

完全正規直交基底 $\{e_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ と写像 $f_{\dot{\iota}}$ : $\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow\Lambda,$ $i=1,$ $\ldots,N$ が存在して
$\pi(s:)e_{\lambda}=e_{f\cdot(\lambda)}$. となる場合をいう、つまり置換表現とは基底ベクトルを
基底ベクトルに移す表現てある.
例 1:(標準表現) $\mathrm{N}\equiv\{1,2,3, \ldots\}$ に対して $l_{2}(\mathrm{N})$ 上の作用素 $\pi s(S:),$ $i=$

$1,$ $\ldots,N$ を $l_{2}(\mathrm{N})$ の標準基底 $\{e_{n} :n\in \mathrm{N}\}$上に以下のように定義する :

$\pi s(s:)e_{n}\equiv e_{N(n-1)+:}$ $(n\in \mathrm{N}, i=1, \ldots,N)$ .
すると $\pi s(s:)$ は $l_{2}(\mathrm{N})$ 上の等長作用素てあることがわかる. さらにその
共役作用素は

$(\pi_{S}(s:))^{*}e_{N(n-1)+j}=\delta_{1j}.e_{n}$ $(n\in \mathrm{N}, i,j=1, \ldots,N)$

5



50

となる. これより $\pi s(s_{1}),$
$\ldots,$

$\pi s(s_{N})\gamma_{\sqrt}$

すことがわかる. これより $(l_{2}(\mathrm{N}), \pi s)$

より $(l_{2}(\mathrm{N}),\pi_{S})$ は $\mathit{0}_{N}$ の置換表現で $\mathrm{d}$

の証明にはます, $\overline{\pi s(O_{N})e_{1}}=l_{2}(\mathrm{N})$ を

$v\in l_{2}(\mathrm{N})$ に対して, $e_{1}\in\overline{\pi s(O_{N})v}$ を $\supset-|$

現 $(\mathcal{H}, \pi)$ で $\pi(s_{1})\Omega=\Omega$ を満たす $\llcorner\backslash${$\langle\langle$回

すべて $(l_{2}(\mathrm{N}), \pi_{S})$ と同値である.

fflI 2: $\Delta_{N-1}\equiv\{x=(x_{i})_{=1}^{N}.\cdot\in \mathrm{R}^{N}$ :
単体とする. $\{\epsilon_{\dot{\mathrm{g}}}\}_{i=1}^{N}$ を $\mathrm{R}^{N}$ の標準基 l
$\Delta_{N-1}$ の内点の全体の集合を $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}\Delta_{N-}$

p=(乃)iN$=1\in \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}\Delta_{N-1}$ を固定し

が Cuntz環の生成元の関係式を満た
$g)$ は $O_{N}$ の表現となる. さらに定義
:ある. $(l_{2}(\mathrm{N}), \pi s)$ は既約である. こ

g示し, 次に勝手な 0 でないベクトル
$\underline{\dot{\prime}}$示すことにより得られる. $O_{N}$ の表
$\supset \mathrm{p}$ベクトル $\Omega\in H$ が存在するものは

$x_{\dot{l}}\geq 0,$ $\sum_{i=1}^{N}x_{i}=1\}$ を N–l-標準
底とすると $x= \sum_{i=1}^{N}x_{i}\epsilon_{i}$ と表せる.

-1 と記す^

, $f_{\dot{l}}^{(p)}$ : $\Delta_{N-1}arrow\Delta_{N-1}\text{を}$

$f_{1}^{(p)}.(x)\equiv x+X:1(p-\epsilon)$ $(x=$$–(x_{1}.)_{=1}^{N}\dot{.}\in\Delta_{N-1},$ $i=1,$ $\ldots,N)$

とする. $N=3,$ $p=(\epsilon_{1}+\epsilon_{2}+\epsilon_{3})/3$ の場合を以下に図示する:

$\Rightarrow$

$\Rightarrow$

$\Delta_{N-1}$ に対して $\Delta_{N-1}$ を含む $\mathrm{R}^{N}$ 内の $N-1$ 次元超平面 $\cong \mathrm{R}^{N-1}$ のル

ベーグ測度を正規化した確率測度 $\mu$ を入れると, $p:=\mu(f^{(p)}.\cdot(\Delta_{N-1}))$ とな

る. この測度に関して $L_{2}(\Delta_{N-1})$ を考える. $L_{2}(\Delta_{N-1})$ 上への $O_{N}$ の表現
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$\pi^{(p)}\text{を}$

$(\pi^{(p)}(s_{i})\phi)(x)\equiv\{$
$p_{i}^{-1/2}\cdot\phi((f_{i}^{(p)})^{-1}(x))$ $(x\in f_{i}^{(p)}(\Delta_{N-1}))$ ,

0(その他の場合)

$\phi\in L_{2}(\Delta_{N-1})$ , とおく このとき以 Tの命題が成り立つ.

命題 2.1 (i) すべての $p\in \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}\Delta_{N-1}$ に対して $(L_{2}(\Delta_{N-1}),\pi^{(p)})$ は既約
かつ, 任意の置換表現と非同値.

(ii) $p,q\in \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}\Delta_{N-1}$ に対して $\pi^{(p)}\sim\pi^{(q)}\Leftrightarrow p=q$ .
この例ては \S 1.2.3 の Cuntz環の自己相似性が表現のレベルてよく表され
ており, 表現の不変量と表現される空間の点との対応もはっきりしている.
例 3: $T_{3}$ を閉区間 [-1,1] 上の以下で定義される実 3次変換とする:

$T_{3}(x)\equiv 4x^{3}-3x$ $(x\in[-1,1])$ .

このとき $O_{3}$ の表現 $(L_{2}[-1,1],\pi_{t})$ を以下で定義する :

$(\pi t(S:)\phi)(x)\equiv m:(x)\phi(T_{3}(x))$ $(i=1,2,3, x\in[1, 1], \phi\in L_{2}[-1,1])$ .
ここで $\pi 4.(x)\equiv\chi_{D_{l}}(x)\sqrt{12x-3},$

$\chi_{D:}$ は集合 $D_{:}$ 上の特性関数, $D_{1}\equiv$

$[-1, -1/2],$ $D_{2}\equiv[-1/2,1/2],$ $D_{3}\equiv[1/2,1]$ とする. 次の固有方程式が或
り立つ :

$\frac{1}{\sqrt{3}}\pi_{t}(s_{1}+s_{2}+s_{3})\Omega=\Omega$ , $\Omega(x)\equiv\frac{1}{\sqrt{\pi}}\frac{1}{(1-x^{2})^{1/4}}$ .

この式を用いて $(L_{2}[-1,1],\pi_{t})$ は例 2 の $(L_{2}(\Delta_{2}), \pi^{(\mathrm{p})}),$ $p=(\epsilon_{1}+\epsilon_{2}+\epsilon_{3})/3$

と同値であることがわかる. このことから非線形変換で定義される Cuntz
環の表現ても, 線形変換と同値な表現が存在することがわかる.

2.2 置換表現とシフト表現

次節て分規則の具体的な記述をするために置換表現の言葉を用意す
る. 以下の記号を定める: $\{1, \ldots,N\}^{*}\equiv\bigcup_{k>0}\{1, \ldots,N\}^{k},$ $\{1, \ldots,N\}_{1}^{*}\equiv$

$\bigcup_{k\geq 1}\{1, \ldots, N\}^{k},$ $\{1, \ldots,N\}^{\infty}\equiv\{(j_{\mathrm{n}})_{n\in \mathrm{N}} : j_{n}\in\{1, \ldots, N\}\},$ $\{1, \ldots,N\}\#\equiv$

$\{1, \ldots,N\}_{1}^{*}\cup\{1, \ldots, N\}^{\infty}$ .
定義 2.2 $(\mathcal{H},\pi)$ を $O_{N}$ の表現とする.

(i) $J\in\{1, \ldots, N\}^{k}$ に対して, $(H, \pi)$ は P(J)\Leftrightarrow \exists \Omega \in H漣回ベクト
$\mathrm{K}\mathrm{s}s.t$ . $\pi(s_{J})\Omega=\Omega$ .
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(ii) $J=(j_{n})\in\{1, \ldots, N\}^{\infty}$ に対して, $(H,\pi)$ は P(J)\Leftrightarrow \exists \Omega \in H:巡回
ベクトル $||\Omega||=1,$ $s.t$. { $\pi(s_{j_{k}}^{*}\cdots s_{j_{1}}^{*})\Omega\in \mathcal{H}$ 藷 $\geq 1$ } は正規直交族.

$J=(j_{1}, \ldots,j_{k})\in\{1, \ldots, N\}^{k}$ は周期的 $\Leftrightarrow J=p(J)\equiv(j_{p(1)}, \ldots,j_{p(k)})$ ,
$p\in \mathrm{Z}_{k}\backslash \{id\}$ . $J=(j_{n})\in\{1, \ldots, N\}^{\infty}$ は (最終的 $1_{-}^{-}$) 周期的 (eventumlly
periodic) $\Leftrightarrow\exists J_{0},$ $J_{1}\in\{1, \ldots, N\}^{*}\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $J=J_{0}\mathrm{U}(J_{1})$”. $J_{1},$ $J_{2}\in$

$\{1, \ldots, N\}^{*}$ に対して, $J_{1}\sim J_{2}\Leftrightarrow\exists k,$ $\exists p\in \mathrm{Z}_{k},$ $J_{1},$ $J_{2}\in\{1, \ldots, N\}^{k}$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $J_{1}=p(J_{2})$ . $J_{1},$ $J_{2}\in\{1, \ldots, N\}^{\infty}$ に対して, $J_{1}\sim J_{2}\Leftrightarrow\exists f_{1},$ $f_{2}\in$

$\{1, \ldots,N\}_{f}^{*}\exists J_{3}\in\{1, \ldots,N\}^{\infty}\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $J_{1}=f_{1}\cup J_{3},$ $J_{2}=f_{2}\cup J_{3}$ . $J_{1}\in$

$\{1, \ldots,N\}^{*},$ $J_{2}\in\{1, \ldots, N\}^{\infty}$ のとき, $J_{1} \oint J_{2}$ と定義する.

定理 2.3([5, 8, 9])

(i) 任意の $J\in\{1, \ldots, N\}\#$ に対して, $\exists(H,\pi)s.t$. $(\mathcal{H},\pi)=P(J)$ .
(ii) $(\mathcal{H},\pi)\text{と}(\mathcal{H}’,\pi’)$ It $P(J)\Rightarrow(H, \pi)\sim(H’,\pi’)$ .

(iii) 任意の置換表現 $(\mathcal{H}, \pi)$ に対して $\{J_{\lambda}\}_{\lambda\in \mathrm{A}}\subset\{1, \ldots,N\}\#$が存在して
$(H,\pi)=\oplus_{\lambda}P(J_{\lambda})$ , かつ, この分解はユニタリー同値を除き一意.

(iv) 置換表現 $(\mathcal{H},\pi)$ は巡回的 $\Leftrightarrow\exists J\in\{1, \ldots,N\}\# s.t$. $(H,\pi)$ は $P(J)$ .
(v) 置換表現 $(\mathcal{H},\pi)$ は既約 $\Leftrightarrow\exists J\in\{1, \ldots,N\}\# s.t$. J:周期的でな1,

$(\mathcal{H},\pi)\mathfrak{l}\mathrm{h}P(J)$ .
(旬 $J,$ $f\in\{1, \ldots,N\}^{*}$ に対して, $P(J)\sim P(f)\Leftrightarrow J\sim J’-$

Cuntz環の置換表現はシフト表現と呼ばれる特殊な置換表現の既約
分解により簡潔に表せる. $X_{N}\equiv$ { $1,$

$\ldots$ ? N}�に対して, $f.\cdot$ : $X_{N}arrow$

$X_{N}$ ; $f\dot{.}(j_{1},j_{2}, \ldots)\equiv(i,j_{1},j_{2}, \ldots)$ . とする. $O_{N}$のシフト表現 $(l_{2}(X_{N}),\pi f)$

を以下で定義する:

$\pi f(s:)e_{x}\equiv e_{f\cdot(x)}$. $(x\in X_{N}, i=1, \ldots, N)$ .

命題 2.4 $([\mathit{5}J)$ 以下の既約分解が成り立つ:

$(l_{2}(X_{N}),\pi_{f})=$ $\oplus$ $P(J)$

J:非周期的

ここて $J$ は $\{1, \ldots,N\}\#$ の中の非周期的な元のなす部分集合を $\sim$ で同一
視した商集合の中に値をとる. 全ての $O_{N}$ の既約置換表現 (の同値類) が
右辺に重複度 1 で現れる.
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2.3 Cuntz-Krieger環のシフト表現

Cuntz環の置換表現とシフト表現を Cuntz-Krieger環の場合に一般化
する (これが本講演の最初の講演題目であった)A=(果 j)\in MN $(\{0,1\})$ に

対して $\{1, \ldots, N\}_{A}^{*}\equiv$ 垣$k>0\{1, \ldots, N\}_{A}^{k},$ $\{1, \ldots, N\}_{A}^{0}\equiv\{0\},$ $\{1, \ldots, N\}_{A}^{1}\equiv$

$\{1, \ldots, N\},$ $\{1, \ldots, N\}_{A}^{k}\equiv\{(j_{i})_{i=1}^{k}\in\{1, \ldots, N\}^{k}$ : $a_{j_{-1}j}.\cdot\dot{.}=1,$ $i=$

2, .. ., $k$} $(k\geq 2),$ $\{1, \ldots, N\}_{A,\mathrm{c}}^{*}\equiv \mathrm{I}\mathrm{I}_{k\geq 1}\{1, \ldots,N\}_{A,c}^{k},$ $\{1, \ldots,N\}_{A,c}^{k}\equiv$

$\{(j_{\dot{l}})_{i=1}^{k}\in\{1, \ldots,N\}_{A}^{k} : a_{j_{k}j_{1}}=1\},$ $\{1, \ldots,N\}_{A}^{\infty}\equiv\{(j_{n})_{n\in \mathrm{N}}\in\{1, \ldots,N\}^{\infty}$ :
$aj_{n-1}j_{n}=1,$ $n\geq 2\},$ $\{1, \ldots, N\}_{A,\mathrm{c}}^{\#}\equiv\{1, \ldots, N\}_{A,\mathrm{c}}^{*}\mathrm{u}\{1, \ldots, N\}_{A}^{\infty}$ . $O_{A}$

の置換表現 $P(J)$ が任意の $J\in\{1, \ldots, N\}_{A}^{\#}$ に対して定義され, その性質
も Cuntz環の場合の主張で表現のパラメーターを $J\in\{1, \ldots, N\}_{A}^{\#}$ に取

り替えるだけてよい.
$X_{A}\equiv\{1, \ldots, N\}_{A}^{\infty}$ とおく $X_{A}$ 上の写像の組 $f=\{f.\cdot\}_{-=1}^{N}$ を定義す

る: $i=1,$ $\ldots,$
$N$ に対して,

$f_{}$ : $D(f.\cdot)arrow R(f\dot{.})$ ; $f_{1}.(j_{1},j_{2}, \ldots)\equiv(i;j_{1},j_{2}, \ldots)$ ,

$R(f\dot{.})\equiv.\{(j_{1},j_{2}, \ldots)\in X_{A} : j_{1}=i\}$
,

$D(f. \cdot)\equiv\prod_{j;a_{lj}=1}R(f_{j})$
.

すると Cuntz 環の時と同様に $O_{A}$ のシフト表現 $(l_{2}(XA),\pi f)$ が定義され,
以 Tの命題が成り立つ

命題 2.5 $([\mathit{1}\mathit{5}J)$

$(l_{2}(X_{A}),\pi_{f})=$ $\oplus$ $P(J)$

J:非周期的

ここで $J$ は $\{1, \ldots, N\}_{A}^{\#}$ の中の非周期的な元のなす部分集合を $\sim$ で同一

視した商集合の中に値をとる. 全ての $O_{A}$ の既約置換表現 (の同値類) が
右辺に重複度 1 て現れる.

3 自己準同型 一 F現の分岐をひきおこすも $\Phi-$

Cuntz 環 $O_{N}$ の自己準同型としては canonical endomorphism がよ
く知られており, 応用としても重要てあるが, 表現の分岐としてはほぼ自
明てある (任意の表現に対して重複度を $N$倍する). ここては非自明な例
からスタートする.
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3.1 具体例

$O_{3}$ の生成元 $s_{1},$ $s_{2},$ $s_{3}$ についての斉次式 $t_{1},t_{2},t_{3}$ を考える:

$\{$

$t_{1}\equiv$ $s_{1}s_{2}s_{3}^{*}+s_{2}s_{3}s_{1}^{*}+s_{3}s_{1}s_{2}^{*}$ ,
$t_{2}\equiv$ $s_{2}s_{1}s_{3}^{*}+s_{3}s_{2}s_{1}^{*}+s_{1}s_{3}s_{2}^{*}$ ,
$t_{3}\equiv$ $s_{1}s_{1}s_{1}^{*}+s_{2}s_{2}s_{2}^{*}+s_{3}s_{3}s_{3}^{*}$ .

(3.1)

$tbt2,t3$ は再ひ $O_{3}$ の関係式を満たす- 対応

$\rho(_{S:})\equiv t$: $(i=1,2,3)$

は $O_{3}$ の代数自己準同型となり, $\rho(x^{*})=\rho(x)^{*},$ $\rho(I)=I$ を満たす- この

ような $\rho$ を $O_{3}$ の単位的 $*-$自己準同型と呼ぶ. 以下単に単位的 $*-$自己準同

型を自己準同型と呼ぶ. $t_{1},$ $t2,t3$ は $s1,$ $s2,$ $s3$ の巡回置換て不変な $O_{3}$ の元

である. したがって $\rho(O_{3})\subset O_{3}^{\mathrm{Z}_{S}}\neq O_{3}$ . よって $\rho$ は自己同型ではない.

さらに $\rho$ の性質を調べるために $\rho$ の引き起こす $O_{3}$ の置換表現の分規則を

調べる.

補題 3.1 $\mathrm{N}$ 上の写像の組 $f=\{f1, f_{2}, f_{3}\}$ を以下のように定義する:

$f_{1}(1)\equiv 2$ , $f_{1}(2)\equiv 5$ , $f_{2}(1)\equiv 4$ ,

$f_{1}.(n)\equiv 3(n-1)+i$

このとき次が成り立つ :

$f_{2}(2)\equiv 1$ , $f_{3}(1)\equiv 3$ , $f_{3}(2)\equiv 6$ ,

$(i=1,2,3, n\geq 3)$ .

(i) $\pi f(s:)e_{n}\equiv e_{f\dot{\cdot}(n)}$ は $O_{3}$ の表現 $(l_{2}(\mathrm{N}),\pi f)$ を定める. $(l_{2}(\mathrm{N}),\pi f)$ は

定義 22 の $P(12)$ になる.

(\"u) $n\geq 7$ に対して $e\text{。}\equiv(\pi_{f}\circ\rho)(s:)e_{n}$ とすると $m>n$ .
証明. (i) $(f_{1}\circ f_{2})(2)=2,$ $\{f_{J}(2) : J\in\{1,2,3\}^{*}\}=\mathrm{N}$ となる. これら

より, $\pi_{f}(s_{1}s_{2})e_{2}=e_{2}$ かつ $e_{2}$ は $(l_{2}(\mathrm{N}), \pi_{f})$ の巡回ベクトノレである. 従っ
$\text{て},$ $(l_{2}(\mathrm{N}),\pi_{f})1\mathrm{h}P(12)$ .
(ii) 直接計算によりチェックされる. $\mathrm{I}$

$O_{N}$ の表現 $(H,\pi)$ が $P(J),$ $J\in\{1, \ldots,N\}\#$ で $\rho\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}O_{N}$ に対して

$(H,\pi\circ\rho)$ を簡単に $P(J)\circ\rho$ と書く $|$

命題 3.2 $P(12)\circ\rho=P(113223)$ .

10
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証明. $(l_{2}(\mathrm{N}), \pi f)$ を補題 3.1 の表現とする. 定理 23(ii) と補題 3.1 (i) よ
り, $(l_{2}(\mathrm{N}), \pi f\mathrm{o}\rho)=P(113223)$ を示せば十分である. $h_{i}$ を $(\pi 0\rho)(s_{i})e_{n}=$

$e_{h_{:}(n)}$ となるような $\mathrm{N}$上の写像とすると, 以下のような値をとる:

これより $h=\{h_{1}, h_{2}, h_{3}\}$ は以下のサイクノレを持つ

19546A24 $4\vdash 3h3\vdash \mathrm{S}h1$ . (3.2)

よって $(\pi f\circ\rho)(s_{113223})e2=e_{2}$ . さらに $\{(\pi\circ\rho)(sJ)e2 : J\in\{1,2,3\}^{*}\}=$

$\{e_{n} : n\in \mathrm{N}\}$. ベクトノレ e2 は巡回的て (3.2) を満たすのて, $(l_{2}(\mathrm{N}),\pi f\mathrm{o}\rho)=$

$P(113223)$ . 1

$\rho$ は既約表現 $P(12)$ を既約表現 $P(113223)$ に移した. このことより $\{x\in$

$O_{3}$ : $\forall y\in\rho(O_{3}),$ $xy=yx\}=\mathrm{C}I$ となる. 一般 [ここのような性質をもつ

自己準同型は既約てあるという. 同様に以下が成り立つ

$P(1)0\rho=P(2)\circ\rho=P(3)\circ\rho=P(12)\oplus P(3)$,

$P(13)0\rho=P(23)0\rho=P(113223)$ .
$\rho$ が自己同型てないことは, 既約表現 $P(1)$ を可約表現 $P(12)\oplus P(3)$ に移
していることからもわかる.

3.2 置換自己準同型

一般に $\mathit{0}_{N}$ の自己準同型と $O_{N}$ のユニタリー元のあいだには以下の 1-
1 対応がある: $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}O_{N}\ni\rho$; $\rho(s:)=uS:\Leftrightarrow u=\sum_{-=1}^{N}\rho(s:)s_{\dot{\iota}}^{*}\in U(O_{N})$ .
特に以下の対応による自己準同型 $\psi_{\sigma}$ を考える:

$\psi_{\sigma}(_{S:})\equiv u_{\sigma}s$: $(i=1, \ldots,N)$ ;
$u_{\sigma} \equiv\sum_{J\in\{1,\ldots,N\}^{k}}s_{\sigma(J)}s_{J}^{*}$

ここて $\sigma\in 6_{N,k}\equiv$ { $\eta$ : {1, $\ldots,$
$N\}^{k}arrow\{1,$

$\ldots,$
$N\}^{k}|$ 全単射}. $\psi_{\sigma}$ を $\sigma$ に

よる $O_{N}$ の置換自己準同型と呼ぶ. (3.1) の $\rho$ はある置換 $\sigma\in \mathfrak{S}_{3,2}$ による
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$O_{3}$ の置換自己準同型である. canonical endomorphism も置換自己準同型
である.

一般に $O_{N}$ の自己準同型 $\rho$ は次の対応で $O_{N}$ の表現を $O_{N}$ の表現に

移す: $(H, \pi)|arrow(\mathcal{H}, \pi\circ\rho)$ . ただし $(H,\pi)$ が既約でも $(H,\pi\circ\rho)$ は既約と

は限らない. これより $(H, \pi 0\rho)$ のの既約分解がどうなるかという問題が
起ニる.

定理 3.3 $\sigma\in \mathfrak{S}_{N.k}$ とする.

(i) $(\mathcal{H},\pi)$ が置換表現のとき, $(\mathcal{H}, \pi\circ\psi_{\sigma})$ も置換表現.

(\"u) $(H,\pi)=P(J)$ のとき, $(H,\pi\circ\psi_{\sigma})$ は $\{P(J_{1}.)\}$ の有限直和.

$\rho$て既約表現を移した場合の既約分解公式としての分岐則を考えることが
できる. このように自己準同型により分岐則が引き起こされる. 具体的な
計算結果とその計算方法については [11, 12, 13].

4 セクタ一一 fl規則の代 g–

自己準同型が表現の分岐を引き起こすことを \S 3 て紹介した. この

ことから分岐則は自己準同型の性質を反映しており, 表現の分岐により

自己準同型の分類が考えられる. $\rho_{1}$ ,内 $\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}O_{N}$ に対して $\rho_{1}\sim\rho_{2}\Leftrightarrow$

\exists u\in ON:ユニタリー $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\mathrm{A}\mathrm{d}u\circ\rho_{1}=\rho_{2}$ とする. すると, $\rho_{1}\sim\rho_{2}$ ならば,
$\cdot$

$\rho_{1}$ ,内の引き起こす分岐はユニタリー同値になる. このことより, 分岐則の

違いにより自己準同型の同値類 (=セクター) の違いがわかる.

$\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}O_{N}\equiv \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}O_{N}/\sim$

を $O_{N}$ のセクターと呼ぶ ([14]). 一般に代数の自己準同型の全体に対して
は加法は考えられない. しかしながらその同値類てある $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}O_{N}$ に対して

は $O_{N}$ の性質を用いて準同型の合成による積 $[\rho_{1}]\mathrm{h}]\equiv$ [$\rho_{1}\circ$ 肉] と分配法
則を満たす加法 $[\rho_{1}]\oplus\cdots\oplus[\rho N]$ (のようなもの) が定義される. こうして
$\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}O_{N}$ 代数 (のようなもの) になる. (3.1) の $\rho$ は $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}O_{3}$ の元の 1 つを
与えている. $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}O_{N}$ に関しては完全可約な表現論と同様な理論が期待て
きる. たとえば既約な $\rho_{1},$ $\rho_{2}$ に対してそのセクターの積の既約なセクター
への分解

$[\rho_{1}][\rho_{2}]=\oplus[\rho_{\lambda}]\lambda\in \mathrm{A}$

は群の表現のテンソル積の分解のように思える. この分岐則をフユージョ
ン則と呼ぶ. この意味において $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}O_{N}$ は (コンパクト) 群の表現環に似
ている. ただし一般に $[\rho_{1}][\rho_{2}]\neq\omega][\rho_{1}]$ てある. フユージョン則の計算や
既約性の証明には $O_{N}$ の既約表現の自己準同型による分岐則の計算が有
効である.$\cdot$
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4.1 セクター環

一般に環 $A$から環 $B$への準同型の集合 $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(A$,司は環 $A$から環 $B$

への線形写像の集合 $L(A, B)$ などに比べて, 代数的構造を考えにくい. し

かし, 以 Tの条件のもとてうまく $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(A, B)$ の同値類に加法群に似た構造
を考えることができる.

$N\geq 2$ を固定して,

$H_{N}B\equiv$ { $(t:)_{=1}^{N}.\cdot\in B^{N}$ : $t_{1},$
$\ldots$ ,tNは $O_{N}$ の生成元の関係式を満たす}

とおき $H_{N}B\neq\emptyset$ を仮定する. $\xi=(t:)_{=1}^{N}.\cdot\in HNB$ と $\rho=(\rho:)_{1=1}^{N}.\in$

$(\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(A, B))^{N}$ に対して, カップリング $<\cdot|\cdot>:H_{N}A\mathrm{x}(\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(A,B))^{N}arrow$

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(A,B)$ を定義する :

$< \xi|\rho>\equiv\sum_{\dot{l}=1}^{N}\mathrm{A}\mathrm{d}t:0\rho:$ .

ここて $\mathrm{A}\mathrm{d}t$: : $Barrow B$ ; $\mathrm{A}\mathrm{d}t:(x)\equiv t_{i}xt_{-}^{*}$ for $x\in B$ てある. Sect(A $B$) $\equiv$

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{n}B\backslash \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(AB)$ を $A$ から $B$へのセクターと呼ぷ. ここで I一は $B$ の

内部自己同型群て $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(AB)$ に左から作用しているものとする: $\phi\ovalbox{\tt\small REJECT}\mapsto$

$\alpha 0\phi$ $(\alpha\in \mathrm{h}\mathrm{n}B, \phi\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(AB))$ . Sect(A, $B$) 上の $N$-項演算 $p$ を以 T

て定義する:

$p$ : $($Sect $(A,B))^{N}arrow \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(A, B)$ , $p([\rho_{1}], \ldots, [\rho N])\equiv[<\xi|\rho>]$

ここて $\xi\in H_{N}B,$ $\rho=(\rho_{1}, \ldots,\rho_{N})\in(\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(A,B))^{N}$ . $p$ は well-definml
となる. $[\rho]\in \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(A,B)$ が既約とは $\rho(A)’\cap B=\mathrm{C}I$ のときをいう $($

$[\rho]\in \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(A, B)$ が固有 (proper) とは $\rho$ が全射でないときをいう $\tau$

命題 4.1 Sect(A, $B$) 上の $N$-項演算 $p$ : $($Sect(A, $B$) $)^{N}arrow \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(A,B)$ は以

下の性質を満たす

(i) (可換性) $p$ は完全対称, つまり

$p(z_{\sigma(1)}, \ldots, z_{\sigma(N)})=p(z_{1}, \ldots, z_{N})$ $(z_{1}, \ldots, z_{N}\in \mathrm{S}ec\mathrm{t}(A, B), \sigma\in 6_{N})$.

(\"u) (結合律) $($Sect(A, $B$) $)^{2N-1}$ 上て以下写像の合成の式が成り立つ

$p\circ(id^{N-1}\mathrm{x}p)=p\mathrm{o}(p\mathrm{x}id^{N-1})$ .

特に $H_{2}B\neq\emptyset$ のとき $p$ は通常の 2 項演算になり, (Sect( 4 司, $p$) は可換
な半群になる. これより, Sect(A, $B$) での演算 $p$ を和と呼ぶことにする.
(Sect(A, $\mathcal{B}$), $p$) を $A$ から $B$へのセクター半群または, 単にセクター群と呼
ぶ. $A=B$ のときに SectA $\equiv \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(A, A)=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{n}A\backslash \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}A$とする.
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命題 4.2(i)SectAは写像の合成を積として単位元を持つ半群となる.

(ii) $H_{N}A\neq\emptyset$ と仮定するとき, SectAの和と積は分配法則を満たす

$N\geq 2$ に対して, $H_{N}O_{N}\neq\emptyset$ . $\mathcal{R}$ が properly infinite ならば $H_{2}\mathcal{R}\neq\emptyset$ . こ
の意味て (作用素環の世界ては) $H_{N}A\neq\emptyset$ となる例は豊富にある. SectA
に上記の意味で和と積を考えたちのを $A$のセクター環 (sector algebra)
と便宜的に呼ぶことにする. 外部自己同型群 OutA は SectA の部分群で
ある為, OutAが非可換ならば, SectA も非可換である.

$H_{N}A\neq\emptyset$ となる C”-環 $A$ に対して SectA は一般に非可換環の (よ

うな) 構造をもつことがわかった. $p$ を通常の和のようにあえて書くと, 以

下のように表せる: $x_{\sigma(1)}+\cdots+x_{\sigma(N)}=x_{1}+\cdots+x_{N}$ ,
$x_{1}+\cdots+x_{N-1}+(x_{N}+\cdots+x_{2N-1})=(x_{1}+\cdots+x_{N})+x_{N+1}+\cdots+x_{2N-1}$ ,
$x(yz)=(xy)z,$ $1x=x=x1,$ $x(y_{1}+\cdots+y_{N})=xy_{1}+\cdots+xy_{N}$ . ここで $\iota$

は $A$上の恒等写像とする. 0元がなく , $H_{N}A\neq\emptyset,$ $H_{k}A=\emptyset,$ $2\leq k\leq N-1$

のときは $N$個つつしか和を定義できないことに注意する. K-理論より,
$H_{2}O_{3}=\emptyset$ かつ $H_{3}O_{3}\neq\emptyset$ . 従って $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}O_{3}$ の和は 3 つつつしか定義てき
$fX\mathrm{V}^{\mathrm{a}}$ .

4.2 スペクトル加群 6

\S 3 の自己準同型が表現の分規を引き起こす現象をスペクトル加群の
概念で再定式化する.

$N\geq 2$ を固定して $H_{N}B\neq\emptyset$ を仮定する. セクター半群 Sect(A, $B$)
のある表現 (正確には右加群) を考える. 具体的にはある 2 つのベクト
ル空間のあいだの線形作用素として表す- $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A,$ BSpecA をそれそれ $A$

の単位的既約表現, 単位的表現のユニタリー同値類の集合とする. $B$ につ

いても同様である. BSpecA 上に $[\pi_{1}]\oplus[\pi_{2}]\equiv[\pi_{1}\oplus\pi_{2}]$ $([\pi_{1}],$ $[\pi_{2}]\in$

BSpecA) て和を定義する. 今 BSpecA には 0 表現は入っていないのて,
BSpecA はこの和で (単位元のない) 半群になる. $[\rho]\in \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(A, B)$ の

BSpecB から BSpecA への作用素としての表現 $R[\rho]$ を以下て定義する:
$R[\rho]$ : $\mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}Barrow \mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A$ , [\pi ]R圓 $\equiv[\pi\circ\rho]$ $([\pi]\in \mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A)$ . すると,
$R[\rho]$ は well-defined, Sect$(4 B)$ の作用は BSpecA と BSpecB の演算に分
配的になる. つまり,R圓は加法半群 BSpecB から BSpecAへの準同型に
なる. さらに写像

$R$ : Sect $(A,B)arrow \mathrm{H}o\mathrm{m}$ ($\mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}B,$ BSpecA)

は以 Tの式をみたす: 任意の $z_{1},$ $\ldots,$
$z_{N}\in \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(A, B)$ に対して

$xR(z_{1},\ldots,z_{N})=xRz_{1}\oplus\cdots\oplus xR_{z_{N}}$ $(x\in \mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}B)$
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となる. これより, $R$は Sect(A, $B$) の N-項演算半群の作用素としての表現を
与えていることがわかる. (正確には可換半群 Sect(A,司の $V=\mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A\oplus$

BSpecB を考えていることになる. $R$ は $V$ への右からの作用素としての
実現である. )(BSpecA, BSpecB, $R$) を Sect(A, $B$) の右スペクトル加群と
呼ぶ. 特に $A=B$ のとき, (BSpecA, $R$) を SectA の右スペクトル加群と
呼ぶ.

この作用からわかる SectAの性質を示す

定理 4.3 (i) 外部自己同型群 $\mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{t}A\subset \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}A$ の元はすべて既約.

(ii) (既約判定条件) $B$ は単純とする. $z\in \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}(A, B)$ に対してある
$x\in \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}B$ が存在して $xR_{z}\in \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A$ ならば $z$ は既約.

(iii) $A$ は単純とする. $z\in \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}A$ に対してある $x\in \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A$ が存在して
$xR_{z}=x$ ならば任意の $n\geq 1$ に対して $z^{n}$ は既約.

(iv) (非同値性の判定条件) $\phi_{1},$ $\phi_{2}\in$ End(A, $B$) に対してある $\pi\in$

IrrRepB が存在して以 Tの条件を満たすとする: $\pi 0\phi_{1}\neq\pi\circ\phi_{2}$ . こ
のとき, $\phi_{1}\#\phi_{2}$ .

(v) (固有性の判定条件) $z\in \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}A$ にたいして, ある $x\in \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A$が存

在して $xR_{z}\not\in \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A$ならば, $z\not\in \mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{t}A$, つまり, $z$ は固有セクター.

4.3 Cuntz環の置換セクターとその分類

$k\geq 1$ に対して, 以下の記号を定める:

$E_{N,k}\equiv\{\psi_{\sigma}\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}O_{N} : \sigma\in \mathfrak{S}_{N^{k}}\}$ , $SEN,k\equiv EN.k/\sim$ ,

$PSEN,k$ $\equiv SEN,k$ $\backslash \mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{t}O_{N}$ , $IPSE_{N,k}$ $\equiv$ {$\xi\in PSE_{N,k}$ : \mbox{\boldmath $\xi$}は既約}

$E_{N,k}$ の元を $k$ 次の $O_{N}$ の置換準同型, $SE_{N,k}\subset \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}O_{N}$ の元を $k$次の $O_{N}$

の置換セクターと呼ぶ. 置換自己準同型はゲージ変換 $\gamma_{z},$ $z\in U(1)$ て共変

な為, $O_{N}^{U(1)}$ への制限もまた $\mathit{0}_{N}^{U(1)}$ の自己準同型になる.

命題 4.4 ($SE_{2,2}$ の分類) $\# SE_{2,2}=16,$ $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}O_{2}\cap E_{2,2}\cong V_{4}$ . ここて $V_{4}$

は Klein 4元群, $\# PSE_{2,2}=14,$ $\# IPSE_{2,2}=5$ ,

$PSE_{2,2}\backslash IPSE_{2,2}\subset\{\xi+\zeta:\xi,(; \in \mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{t}O_{2}\}$ .

$M\equiv IPSE_{2,2}/\alpha$ とおくと, $\# M=3$ . ここて $\alpha\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}O_{2}$ は $s_{1}rightarrow s_{2}$ て

定められるものとする.
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$M$ の元 (の代表元) $\rho$ , $\overline{\rho},\eta$ を以下で紹介する:

$\rho(s_{1})\equiv$ $s_{12,1}+s_{11,2}$ , $\rho(s_{2})\equiv$ $s_{2}$ ,

$\overline{\rho}(s_{1})\equiv$ $s_{21,1}+s_{12,2}$ , $\overline{\rho}(s_{2})\equiv$ $s_{11,1}+s_{22,2}$ ,

$\eta(s_{1})\equiv$ $s_{22,1}+s_{11,2}$ , $\eta(s_{2})\equiv$ $s_{21,1}+s_{12,2}$

ただしここて s。,$k\equiv \mathit{8}:Sjs_{k}^{*}$ $(i,j, k=1,2)$ . 以下,囲を単 $|^{r}$. $\rho$ と略記する.

$\mathrm{E}\text{理}4.5\overline{\rho}\rho=\iota+\alpha$, $\rho\overline{\rho}=\iota+\beta\neq\overline{\rho}\rho$, $P\rho^{2}=\iota+\alpha+\eta$ .
ここて上の演算や等号はすべて $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}O_{2}$ のセクター環としての意味とする.

$\beta\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}O_{2}$ は $s_{1}rightarrow-s_{1}$ て定義されているとする. 特に $O_{2}$ の canonical
endomorphism (のセクター) $\sigma\in PSE_{2,2}$ は $\sigma=\iota+\iota=2\iota$ てある.

5 応用と関連分野一 $\mathrm{f}\mathrm{f}$岐則の実ffl–

群の表現論ての分岐則はいろいろな実現のされ方が知られており, そ
れらは数学における群の表現論の重要性を効果的に示している ([17]). –

方, 作用素環論 (とその周辺) 以外てはあまり知られていない Cuntz 環て
あるが, Cuntz環の表現の分岐則はどのような実現がされているかを部分
環 $A\subset O_{N}$ への表現 $\pi$ の制限 ${\rm Res}_{A^{N}}^{\mathcal{O}}\pi$ による具体例で紹介し, Cuntz 環
の表現の意義を考えてみる.

5.1 Fermionの表現 $-\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{e}_{CAR}^{\mathcal{O}_{2}}\pi-$

\S 1.2.2 ての Fermion の代数 (作用素環では CAR と呼ぶ) の $O_{2}$ へ埋

め込みて CAR を $O_{2}$ の部分環と同一視する. $O_{2}$ の表現の CARへの制限
${\rm Res}_{CAR}^{\mathcal{O}_{2}}\pi$ の分規則を説明する ([1, 2, 3, 4, 16]). $P(1)$ を $O_{2}$ の標準表現 (\S
2.1 例 1, \S 2.2) とするとき, 次が成り立つ

${\rm Res}_{CAR}^{\mathcal{O}_{2}}P(1)\cong Fock$ .

この場合の分岐は自明 (既約成分が 1 個だけ) である. 同様に

$\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{e}_{CAR}^{\mathcal{O}_{2}}P(12)\cong IWF\oplus IWF^{*}$

ここで $IWF$ と $IWF^{*}$ は Fernion の infinite wedge表現とその双対表現
てある. Fock, $IWF,$ $IWF^{*}$ }t互いにユニタリー非同値な CAR の既約表
現である. マヤ図形 ([18, 16]) による $\dot{\mathrm{n}}$finite wedge表現の実現を用いて
この分岐を表すと以下のようになる:
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.. $0\cdot \mathrm{o}\mathrm{o}$

oooo $\cdot\cdot$ $\ldots.\mathrm{o}o$

$s_{1}\backslash$ $\nearrow s_{2}$

$..\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}$ $\mathrm{o}\mathrm{o}\cdots$.
$s_{1}\backslash _{\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}\cdots\cdots \mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}}\wedge^{\mathit{8}2}\nearrow s_{2}$

$|\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{c}>+\check{\epsilon_{1}}$ $|\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{c}>_{-}$

$\mathrm{o}\mathrm{o}\cdot 0\cdot$ .
$\Downarrow$

$..0\cdot \mathrm{o}\mathrm{o}$

$\oplus$

一般に UHF 部分環への制限による分岐は $[5, 2]$ にある. \S L22 の話と
$O_{2}$ の分規則と infinte wedge表現の関係を用いて, Boson-Fennion対応が
Cuntz環の言葉で書ける ([16]).

5.2 フラクタル上の正規直交基底一${\rm Res}_{C(X)}^{\mathcal{O}_{N}}\pi$–

フーリエ級数展開と表現の分岐のアナロジーをフラクタルて考える.
ある $M\geq 1$ に対して $\mathrm{R}^{M}$ 内のコンパクトな自己相似集合 ( $=$ カントール

集合, シルピンスキー. ガスケット等)$X$ に対して縮小写像 $f1,$
$\ldots,$

$f_{N}$ が

$X=f_{1}(X)\cup\cdots\cup f_{N}(X),$ $\mu(f\dot{.}(X)\cap f_{j}(X))=0(i\neq j)$ とする. ここて

$\mu$ をハウスドルフ測度とする. このとき $L_{2}(X, \mu)$ 上の作用素 $S(f_{\dot{l}})$ を以下

て定義する :

$(S(f.\cdot)\phi)(x)\equiv\{$

$\{\Phi_{f}(f_{i}^{-1}(x))\}^{-1/2}\phi(f_{1}^{-1}.(x))$ $(x\in f.\cdot(X))$ ,

0 $(k\emptyset \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\emptyset 8$(その他の場合).

ここで $\Phi f\cdot$. は $\mu\circ f_{\dot{l}}$ の $\mu$ に対する $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathrm{N}\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{d}\acute{\mathrm{y}}\mathrm{m}$微分てある. $S(f_{1}.)$ は等

長作用素て $S(f_{1}.)S(f_{j})=S(f.\cdot\circ f_{j})$ を満たす- $\pi(s\text{�}\equiv S(f.\cdot)$ は $L_{2}(X,\mu)$ 上

への $O_{N}$ の既約な表現になる. 一方 $X$上の連続関数環 $C(X)$ の $O_{N}$への埋

め込み $\varphi$ : $C(X)\cong C^{*}<\{\alpha_{g^{-1}}(s_{J}s_{J}^{*})\in O_{N} : J\in\{1, \ldots,N\}^{*}\}>\subset O_{N}$

を以下て定義する: $\varphi(\sum_{J}a_{J}\chi \mathrm{x}_{J})\equiv\sum_{J}a_{J}\alpha_{g^{-1}}(s_{J}s_{J}^{*})$ ここて g=(gり)\in
$U(N),$ $g- j\equiv N^{-1/2}e^{\sqrt{-1}(:-1)(j-1)}$ . $C(X)$ を部分環 $\varphi(C(X))$ と同一視し

17



(32

た上でその制限に関する既約分解

${\rm Res}_{C(X)}^{\mathcal{O}_{N}}\pi=\oplus_{X_{0}}oe\in o\chi_{e}$
, $\chi_{x}(f)\equiv f(x)$ $(f\in C(X), x\in X_{0})$

が得られる. ここで $X_{0}$ は稠密な $X$ のある可算部分集合である. $\chi_{x}$ は

$C(X)$ の既約表現, 従って 1 次元表現であるから $L_{2}(X,\mu)$ の完全正規直交

基底 $\{\chi_{x} : x\in X_{0}\}$ が得られる. 具体例と基底の具体的記述については
[10] を参照.
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