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Symbolic construction of the fundamental
solution and local index

姫路工業大学大学院理学研究科 岩崎千里 (Chisato Iwasaki)
Himeji Institute of Technology

1 Introduction

$M$ を $n$ 次元のコンパクトな複素多様体とし, $L_{q}=\overline{\partial}_{q-1}\overline{\partial}_{q-1}^{*}+\overline{\partial}_{q}^{*}\overline{\partial}_{q}$ を (0, q\succ 微分形式 $A(0,q)(M)=$
$\Gamma$ ( $\Lambda^{(0,q)}T$\sim M) $)$ に作用する Laplacian とする. このとき、 Riemann-Roch の定理と呼ばれる次の定
理について考察する:

Riemann-Roch の定理

(1.1) $\sum_{q=0}^{n}(-1)^{q}\dim H_{q}=\int_{M}(2\pi i)^{-n}[Td(TM)]_{2n}$,

ここで, $H_{q}$ は $L_{q}$ に対する $(0, q)$-次調和形式, $Td$(TM) は Todd class とし, 曲率形式 $\Omega$ を使って次

式で定義される.

(1.2) $Td(TM)= \det(\frac{\Omega}{e^{\Omega}-1})$

Riemam-Roch の定瑠の解析的証明は次の等式が出発点となる.

(1.3) $\sum_{q=0}^{n}(-1)^{q}\dim H_{q}=fM\sum_{q=0}^{n}(-1)^{q}$ tr $e_{q}(t, x, x)dv_{x}$ ,

ここで $\mathrm{t}\mathrm{r}e_{q}$ (t, $x,$ $x$) は次の熱方程式の初期値問題に対する基本解 $E_{q}$ (t) の核関数 $e_{q}$ (t, $x,$ $y$ ) の $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$

である:
$( \frac{\partial}{dt}+L_{q})E_{q}(t)$ $=0$ in $(0, T)$ $\mathrm{x}$ Af
$E_{q}(0)$ $=I$ in $M$ .

従って, 次の等式が証明されると, (1.3) により Riemann-Roch の定理の解析的証明は完成する:

(1.4) $\int_{M}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}e(t,x, x)dv=\int_{M}(2\mathrm{v}i)^{-n}[Td(TM)]_{2n}$ ,

ここで $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}$ e(ち $x,$ $x$ ) は $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}e$ (t, $x,$ $x$ ) $= \sum_{q=0}^{n}(-1)^{q}\mathrm{t}\mathrm{r}e_{q}$ (t, $x,x$) で定義されるものてあり, 以下 super-
$\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ と呼ぶ.
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ここでは (1.4) の局所版である以下の等式を「局所的 Riemann-Roch の定理」 と呼ぶことにする.

(1.5) $\mathrm{s}\mathrm{t}_{1}\cdot e$ (t, $x,$ $x$ ) $dv_{x}=(2\pi i)^{-n}[Td(TM)]_{2n}+O$ (t $q$ )
$1$

この原稿の日的のひとっは, 退化した熱方程式の基本解の表象計算にょる構成方法を応用してこの
熱方程式の基本解 $E_{q}$ (t) を構成することにょり, 公式 (1.5) を証明する粗筋を説明することである. 即
ち $M$ が Kaehler 多様体てあれば, 擬微分作用素の表象に新しい weight を導入することにょり, 表象
計算で得られる基本解の擬微分作用素としての主要部分を計算することにょって公式 (1.5) を証明す
ることがてきる (C.Iwasaki[ll]). もうーっの日的ば, $M$ がコンパクトな複素多様体というだけの条
件のもとで,「局所的 Riemann-Roch の定理」が成り立つかどうかについて考察する. これに対する
答えは否定的である (P.B.Gilkey[5]). 従って問題は「局所的 Riemann-Roch の定理」が成立する複
素多様体の特徴付けである. その特徴付けは $\Phi$ を $M$ の Kaehler 形式とすると, ��\Phi $=0$ で与えら
るというのが主要な結果である. さらに� $\overline{\partial}\Phi\neq 0$ なら $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}e(t, x, x)dv_{x}$ は $t=0$ で特異性を持っが,
その主要部も正確な形で得ることができた.

$M$ が Kaehler 多様体のもとては, 上記の公式 (1.5) は多くの人達にょ;て証明されてぃる. 複素 1
次元の多様体に対しては T.Kotake[7] が証明を与え, V.K.Patodi[14] は任意の次元の Kaehler 多様
体について証明した. $\mathrm{P}.\mathrm{B}$ .G垣 key[6] は invariant theory を使って証明し, E.Getzler[4] は別の証明方
法を使って示した.

第 2 節では CJwasaki[lO] による放物型方程式の基本解の構成にょる Reimann 多様体に対する
Gauss-Bomet-Chem の証明方法の粗筋を解説する. 第 3節では Kaehler 多様体上ての $L$ の Bochner-
Kodaira 公式と呼ばれる表示を与える. 第 4節において, 基本解の supertrace を計算するときに重要
となる Berezin-Pato市による代数的な補題を述べる. 第 6節では第 5 節で述べる退化した放物型方
程式に対する基本解の表象計算による構成方法を, $\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}$多様体に対する「局所的 Riemann-Roch
の定理」の証明に応用する方法について述べる. さらに最終節では多様体が Kaehler 多様体でなく,
一般の複素多様体の場合を取り扱う. Bodmer-Kodaira の結果に代わる $L$ の表示を得ることにょり
証明されるもう一つの結論である定理 5 を述べる.

2 Gauss-Bonnet-Chern の定理の証明

$M$ を $n$ 次元の滑らかな境界のない &imann 多様体とする この節では [10] に従って次の局所
的 Gaus&Bonnet-Chem の定理の証明の概略を述べる.

局所的 Gauss-Bomet-Chern の定理

$\sum_{p=0}^{n}(-1)^{p}\mathrm{t}$r $e_{p}$ (t, $x$ ,x)dv。$=\{$
the Eder $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}+O(\sqrt{t})$ as $tarrow 0$, $\mathrm{i}$f $n$ is even;
$0+O(\sqrt{t})$ as $tarrow 0$ , if $n$ is odd,

ここで $e_{p}(t, x, y)$ は $A^{p}(M)=\Gamma(\mathrm{A}^{p}T^{*}(M))$ 上の熱方程式の Cauchy 問題に対する基本解 $E_{p}$ (t) の
核とする:

(2.1) $\{$

$(_{Tt}^{\partial}+\Delta_{p})$ E
$\mathrm{p}$

(t)
$E_{p}$ (0)

$=0$ in $(0, T)$ $\mathrm{x}M$,
$=I$ in $M$ .
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$M$ の Riemannian metric を $g$ とし、 �をその Levi-Civita 接続とする. 即ち� g $=0,$ $\nabla_{X}Y-$

� YX $=[X, Y]$ で特徴付けられる接続とする.

$U$ を $f\mathcal{V}I$ の局所座標とする. $U$ での $T$ (M) の局所正規直交基を $X_{1},$ $X_{2},$
$\cdots,$

$X_{n}$ を選び,
$\omega^{1},$ {$v^{2},$

$\cdots,$
$\omega$

n をその双対基とする.

この節では以下の記号を使う :
Notations.

$e(\omega^{j})\omega=\omega^{j}\Lambda\omega=a_{j}^{*}\omega,$ $f(X_{j})\omega(Y_{1}, \cdots,Y_{p-1})=\omega$ (Xj, )Yl, $\cdot$ ..,)p-1) $=a_{j}\omega$ .

Weitzenb\"ock’sformula として知られている次の $\Delta=d\theta+\theta d$ に対する微分形式の次数に依らな
い表現がある.

Lemma 1. $A^{*}(M)= \sum_{p=0}^{n}A$p(M) 上の Laplacian $\Delta$ は次の表現を持つ.

$\Delta=-\{\sum_{j=1}^{n}\nabla_{X_{\dot{\mathit{9}}}}\nabla_{X_{j}}-\nabla_{D}+\sum_{\dot{\iota},j=1}^{n}e(\omega^{i})\iota(X_{j})R(X_{i}, X_{j})\}$,

ここで

$D= \sum_{j=1}^{n}\nabla_{X_{\mathrm{j}}}X_{j}$

であり, $R$(X, $Y$ ) は curvature transformation である.

connection の係数 $c_{i,j}^{\ell}$ と curvature tranformation の係数 $R_{\ell\cdot j}^{m}$.

� X:Xj $= \sum_{\ell=1}^{n}\mathrm{c}_{\dot{\iota},j}^{\mathit{1}}X$\ell , $R(X_{i}, X_{j})X_{\ell}= \sum_{m\cdot=1}^{n}.R$ 1.$\cdot$jXエ

を使って, 上記の補題より $U$ 上て

$\Delta=-${ $\sum_{j=1}^{n}(X_{j}I-G_{j})^{2}-\sum_{i,j=1}^{n}\dot{d}_{i,:}(X_{j}I-G_{j})-\sum_{i,j,\ell,m=1}^{n}R_{\ell ij}^{m}a_{i}^{*}a$ja$\ell*a$ }

と書ける. ここで

$G_{j}= \sum_{\ell,m=1}^{n}c_{j,\ell}^{m}a_{\ell}^{*}a_{m}$

てあり, 垣よ $\Lambda^{*}(T^{*}(M))$ の恒等写像とする.

次に $\mathrm{R}^{n}$ 上での Cauchy 問題について考察する:

(2.2) $\{$

.
$(_{Tt}^{\partial}+R(x, D))U(t)$ $=0$ in $(0,\prime \mathit{1}’)\mathrm{x}\mathrm{R}^{n}$ ,
$U(0)$ $=I$ in $\mathrm{R}^{n}$ ,
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ここで $R$(x, $D$ ) はその表象を $r$ (x, $\xi$) $=p2$ (x, $\xi$ ) $I+p1$ (x, $\xi$ ) とする偏微分作用素, $I$ は単位行列,
$p_{1}(x, \xi)$ は各成分が $s_{1,0}^{1}$ に属する行列, $p_{2}$ (x, $\xi$) はスヵラー関数で $p_{2}\geq\delta|\xi|^{2}(\delta>0)$ を満たすもの
とする.

行列 $\Pi$ を以下で定義する. $\Pi=(\Pi_{ij})$ , $\Pi_{ij}=a_{i}^{*}a_{j}$ $1\leq i,j\leq n$ .

Definition 1. $K^{m}$ を $s_{1,0}^{m}$ の部分集合であって $K^{m}=\{p$(x, $\xi$ : $\Pi$ ) $;B$ (Rn) を係数とする $\xi$ と
$\Pi_{\dot{\iota},j}$ , $(i,j=1,2, \cdot..,n)$ の $m$ 次多項式 } と定義する. 表象 $p(x, \xi : \Pi)=\sum_{I,J}pI,J$(x, $\xi$) $a_{I}^{*}a_{J}\in K^{m}$

に対して $A^{*}(M)$ に作用する擬微分作用素 $P=p$(x, $D:\Pi$ ) を以下のように定義する:

$p(x, D : \Pi)(\varphi_{K}\omega^{K})=\sum_{I,J}p_{I,J}(x, D)\varphi_{K}a_{I}^{*}a_{J}(\omega^{K})$ .

今の場合, Lemma 1 の結果から $\alpha_{j}=\sigma(X_{j})$ と $\^{*}$ $\langle$ と, (2.1) に対応する $r(x, \xi)$ は次の形をして
いる:

$r(x, \xi)=r_{2}(x, \xi : \Pi)+r_{1}(x, \xi : \Pi)$ , ここで $r_{j}(x, \xi : \Pi)\in K^{j}$ であり,

$r_{2}(x, \xi : \Pi)=-\sum_{1j=}^{n}(\alpha_{j}I-G_{j})^{\mathrm{a}}+R$ , $R= \sum_{1:,j,t,m=}^{n}R_{\ell jj}^{m}a_{i}^{*}a_{j}a_{\ell}^{*}a_{m}$

となる. 我々の場合は (2.2) における $p_{2}$ は $p_{2}=- \sum_{j=1}^{n}(\alpha_{j})^{2}I$ である. (2.2) の基本解 $U$ (t) は助変
数 $t$ を持つ擬微分作用素として構成できる. 更にその表象の主要部分は

$u_{0}(t, x,\xi)=e^{-r_{2}(x,\xi:\Pi)t}$

である. これによって擬微分作用素 $U_{0}(t)$ の核の $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ は

$\tilde{u}_{0}(t,x, x)=(2\pi)^{-n}-_{n}u\mathrm{o}(t, x, \xi)\zeta=(\frac{1}{2\sqrt{\pi}t})^{n}\sqrt{\det g}\{1+O(\sqrt{t})\}e^{-tR}$

として得られる.

第 4節で述べる Berezin-Patodi の定理を適用することにより,

$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\tilde{u}_{0}(t, x, x)=\{$

$( \mathrm{d}_{\pi t})n\sqrt{\mathrm{e}\mathrm{t}g}\mathrm{s}$ tr{\leftarrow${ }$二 Rmtm}+O(t), if $n=2m$ ;
$O(\sqrt{t})$ , if $n$ is odd

を得る. 更に $tarrow 0$ のとき

$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}e(t, x, x)dv_{x}-\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\tilde{u}\mathrm{o}(t, x, x)dx=\{$

$O(t)$ , if $n$ is even
$O(\sqrt{t})$ , if $n$ is odd

となる. 従って局所的 Gauss-Bonnet-Chem の定理は $n=2m$ のとき,

$( \frac{1}{2\sqrt{\pi}})^{n}\mathrm{s}\mathrm{t}r\{\frac{(-1)^{m}}{m!}R^{m}\}=(\frac{1}{2\sqrt{\pi}})^{n}\frac{1}{m!}\sum_{\pi,\sigma\in S_{n}}(\frac{1}{2})^{m}sign(\pi)sign(\sigma)$

$\mathrm{x}$ R $(1)\pi.(2)\sigma(1)\sigma(2)\ldots\pi(n-R1)\pi(n)\sigma(n-1\rangle\sigma(n)$

が成り立つことにより証明できる.
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3 The representation of $L$

$M$ を滑らかな Kaehler 多様体でその hermitian metric を $g$ とする. $Z_{1},$ $Z_{2},$
$\cdots,$

$Z_{n}$ を局所座標 $U$

での $T^{1,0}(M)$ の局所正規直交基とする. 即ち $g$ (Zi, $Z_{j}$ ) $=0,$ $g(\overline{Z}_{i},\overline{\ulcorner}Z_{j})=0,$ $g(Z_{i},\overline{Z}_{j})=\delta_{i,j}$ を満たす

ものとし, さらに $\omega^{1},$ $\omega^{2},$

$\cdots,$
$\omega^{n}$ をその双対基とする. Levi-Civita connection �を使って, $A^{0,q}(M)$

に作用する�とその dual $\overline{\partial}^{*}$ は以下のように書ける:

$\overline{\partial}=\sum_{j=1}^{n}e(\overline{\omega}^{j})\nabla_{\overline{Z}_{j}}$ , $\overline{\partial}^{*}=-\sum_{j=1}^{n}\iota(\overline{Z}_{j})\nabla_{Z_{j}}$ ,

ここで次の記号を使った.

$e(\eta)\omega=\eta\Lambda\omega$ , $(\iota(Z)\omega)(Y_{1}, \cdots, Y_{p-1})=\omega$ (Z, $Y_{1},$ $\cdots,Y_{p-1}$ ).

$R(Z_{\alpha}, Z\beta)$ を curvature transformation とする]$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ち

$R$ ( $Z_{\alpha}$ , Z\beta )=[\nabla z。’\nabla Z\beta ]-\nabla IZ。’Z\beta l, $\alpha,$ $\beta\in \mathrm{A}=\{1, \cdots, n, \overline{1}, \cdots,\overline{n}\}$

とする. $\{Zj,\overline{Z}j\}j=1,\cdots,n$ が正規直交基であるので, 次の等式が成り立つ.

$R_{k\overline{l}} \frac{-1}{j}=R_{i\overline{j}k\overline{l}}=g(R(Z_{k},\overline{Z}\ell)\overline{Z}$j, $Z_{i}$ ) $=R$( $Z_{i},\overline{Z}$j,
$Z_{k},\overline{Z}_{\mathit{1}}$)

$M$ が Kaehler manifold である仮定より�がベクト)場の type を保つので, curvature transfor-

mation は
$R(Z_{i}, Zj)=0$ , $R(\overline{Z}i,\overline{Z}j)=0$

を満 $.\sim$す

以下の記号を使う.

記号.
$Z_{J}\neg=\overline{Z}_{j}$ , $\omega^{\overline{j}}=\overline{\omega}^{j}$ $(j=1, \cdots, n)$

$e(\omega^{\alpha})=a_{\alpha}^{*}$ , $\iota(Z_{\beta})=a\rho$ , $(\alpha, \beta\in \mathrm{A})$

$\overline{a}I=\sigma_{\overline{i}_{1}}a_{\overline{i}_{2}}\cdots a_{\overline{i}_{p}}$ , $\overline{a}_{t}^{*}=a\frac{*}{i}\cdots a\frac{*}{i}p1$ for $I=\{i_{1}<i2 <. .$
. $<ip\}$ ,

$\overline{\omega}’=$ ;” $\Lambda\overline{\omega}^{\dot{\iota}2}\Lambda$ .. . $\Lambda\overline{\omega}^{\dot{l}_{\mathrm{p}}}$ for $I=\{i_{1}<i_{2}<\cdots<i_{p}\}$ .

$\mathrm{c}_{\alpha,\beta}^{\gamma}$, $(\alpha, \beta, \gamma\in \mathrm{A})$ と $R_{\beta i\overline{j}}^{\gamma}(\alpha, \beta, \gamma, \delta\in\Lambda)$ を次式の係数とする:

� $7_{\mathit{4}}$

。$Z_{\beta}= \sum_{\gamma\in\Lambda}\prime c_{r_{-}\cdot\beta}^{\gamma},Z_{\gamma}$

,
$R(Z_{\mathrm{i}}, Z_{?}\overline{.})Z_{\beta}=\Gamma R_{\Gamma\dot{\}^{\overline{i}}}^{\gamma},.Z_{\sim}\gamma\Leftarrow\Lambdarightarrow \mathrm{r}.\cdot$

.
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Proposition 1. 係数 $c_{\alpha,\beta}^{\gamma}$ は以下の等式を満たす.

$c_{\alpha j}^{\overline{i}}=c_{\alpha,\overline{j}}^{i}=0$ , $c_{\alpha,j}^{i}=-$ ($d$:,$\overline{i}$ ’
$(\alpha\in\Lambda, i,j\in\{1, \cdots, n\})$

$[Z_{\alpha}, Z_{\beta}]= \sum_{\gamma\in\Lambda}$ (CL, $\rho-\mathrm{c}_{\beta,\alpha}^{\gamma}$) $Z_{\gamma}$ $(\alpha, \beta\in\Lambda)$ .

$a_{\alpha},$ $a_{\beta}^{*}$ に対する次の命題は基本的である.

Proposition 2. 任意の $\alpha,$
$\beta\in \mathrm{A}$ に対して

$a\alpha a\beta+a\beta a\alpha=0,$ $a_{\alpha}^{*}a_{\beta}^{*}+a_{\beta}^{*}a_{\alpha}^{*}=0,$ $a_{a}a_{\beta}^{*}+a\beta*a\alpha=\delta_{\alpha\beta}$ ,

が成り立つ.

上の命題より $L=\overline{\partial}\overline{\partial}^{*}+\overline{\partial}^{*}\overline{\partial}$ に対して B\"ochner-Kodaira formula として知られてぃる次の表現が
導ける.

Theorem 1. $L$ は $A^{0,*}(M)= \sum_{q=0}^{n}A^{0,q}$ (M) 上で次の表現を持つ;

$L=- \frac{1}{2}$ { $\sum_{j=1}^{n}$ ( $\nabla_{Z_{j}}\nabla_{\overline{Z}_{j}}+\nabla$2$j\nabla$Z$j)- \nabla D-\sum_{j=1}^{n}R(Z_{j},\overline{Z}$2)}.

ただしベクトル場 $D$ は

$D= \sum_{j=1}^{n}(\nabla_{\overline{Z}_{j}}Z_{j}+\nabla_{Z_{\dot{f}}}\overline{Z}_{j})$

である.

$G_{\alpha}= \sum nc_{\alpha,\ell}^{m}fa_{f}^{*}a_{\overline{m}}$
$(\alpha\in\Lambda^{\cdot})$

$\ell,m=1$

と $\Lambda^{*}(T^{0,*}(M))$ 上の恒等写像 $I$ を使って Theorem 1 と Proposition 1 により

$L=- \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{n}\{(Z_{j}I-G_{j})(\overline{Z}_{j}I-G\mathit{3})+(\overline{Z}_{j}I-G\mathit{3})(Z_{j}I-G_{j})\}$

$+ \frac{1}{2}\sum_{i_{\dot{\beta}}=1}^{n}\{\overline{\dot{d}_{1}.},-.\cdot(\overline{Z}_{j}I-G_{\overline{j}})+\dot{d}_{i,i}(ZjI-Gj)\}-\frac{1}{2}\sum_{j,k,\ell=1}^{n}R_{\ell\overline{k}j\overline{j}}a\frac{*}{k}a_{\overline{\mathit{1}}}$

と局所的に書ける.

4 Berezin-Patodi’s formula

$V$ を内積のある $n$ 次元ベクト)空間とし, $\Lambda^{p}(V)$ をその anti-symmetric な $p$ 次 tensor 空
間とし, $\Lambda^{*}(V\dot{)}=\sum_{p=}^{n}$

.
$0$

$\Lambda^{p}(V)$ とおく. $\{v_{1}, \cdots, v_{n}\}\sim$ を $V$ の止規直交基と丁る. $\Lambda^{*}(V)-\dot{1_{-}}$の線形変

換 $a^{*}.\cdot$ を $a_{\dot{\mathrm{t}}}^{*}v=v_{\dot{l}}\Lambda$ v で定義し, その adjoint operator を果とする このとき, これらの線形作用
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素 { $a^{*},$$ai$j} は Proposition 2 の等式を満たす 以上の仮定のもとて, 次の代数的な定理とその系は
$\mathrm{H}.$l.Cycon, $\mathrm{R}.\mathrm{G}.$ Froese,W.Kirsch and $\mathrm{B}.$ Simon [3] において証明されてぃる.

Theorem 2. (Berezin-Patodi) $\Lambda’(V)$ 上の任意の線形写像 $A$ は, 一意的に
$A= \sum,,J\alpha$I,J $a_{I}^{*}a_{J}$ と書けて $A_{p}=A|_{\wedge p(}$v$\rangle$ とおくと, その supertrace は

$\sum_{p=0}^{n}\mathrm{t}\mathrm{r}$ [(-1)$p$A$p$ ] $=(-1)^{n}\alpha_{\{1,2,\cdots n\}\prime\{1,2,\cdots n\}\prime}$

と $r_{X}$る.

Corollary (1) もし multi index $I$ と $J$ が $\#(I)<n$ または $\#(J)<n$ を満たすならば,

$\sum_{p=0}^{n}\mathrm{t}\mathrm{r}[(-1)^{p}a_{I}^{*}a_{J}]=0$

が成り立つ.

$(2)\pi$ と $\sigma$ を $n$ 次置換群の元とすると,

$\sum_{p=0}^{n}\mathrm{t}\mathrm{r}$ [ $(-1)^{p}a_{\pi(1)}^{*}a_{\sigma(1)}a_{\pi(2)}^{*}a_{\sigma(2)}\cdots a_{\pi(n}^{*}$) $a$,(n)] $=(-1)^{n}sign(\pi)sign(\sigma)$

が成り立つ.

5 退化した放物型方程式の基本解

この原稿では擬微分作用素は Weyl 表象を使うものとする. 即ち表象 $p$ (x, $\xi$) $\in \mathrm{S}_{\rho,\delta}^{m}(\mathrm{R}^{n})$ に

対しそれに対応する擬微分作用素を

Pu(x)= $($ 2\pi $)^{-n} \int_{\mathrm{R}}$

”

$\mathrm{L}" e^{j(x-}y$
) $\cdot\xi$p $( \frac{x+y}{2}, \xi)$u(y)dyd, $u\in S(\mathrm{R}^{n})$

で定義する.

Deflnition 2. (1) 助変数 $(x, \xi)$ をもつ線形変換 $p$ (x, $\xi$) に対し�$p$ はベクトル

� p= $=^{t}( \frac{\partial}{\partial x_{1}}p, \cdots, \frac{\partial}{\partial x_{n}}p, \frac{\partial}{\partial\xi_{1}}p, \cdots, \frac{\partial}{\partial\xi_{n}}p)$

を表すものとする.
(2) $\mathrm{C}^{n}\mathrm{x}\mathrm{C}^{n}$ の変換 $J$ を $u,$ $v\in \mathrm{C}^{n}$ に対し

$J(\begin{array}{l}uv\end{array})=(\begin{array}{l}v-u\end{array})$

とする. $u=\ell$ (u1
$\rangle$

. . ., $u_{n}$ ), $u$j がベクトル空間の線形変換の場合にも同じ記号 $J$ を使う.

(3)ベクト)t $=^{t}$ (t1, $\cdot$ . . $1t_{k}$ ), $s=^{t}$ ( s1, $\cdot$ . ., $sk$ ) に対してく $t,$ $s>= \sum_{j=1}^{k}tsj$j
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次の退化した放物型方程式系の初期値問題に対する基本解 $U$ (t) につぃて考察する;

$\{$

$( \frac{d}{dt}+P)U(t)$ $=0$ in $(0, T)$ $\cross \mathrm{R}^{m}$ ,
$U(0)$ $=I$ on $\mathrm{R}^{m}$

(See I-Iwasaki[8], C.Iwasaki[9]). ここで偏微分作用素 $P$ であって, その表象を $p(x, \xi)=p2$ (x, $\xi$) $+$

$p_{1}$ (x, $\xi$) $+p0$ (x, $\xi$) とする. ($pj$ (x, $\xi$ ) は $\xi$ に関して $j$ 次同次多項式). [8] においては A.Melin[13] で
特徴付けられた退化した楕円型作用素に対応する退化した放物型方程式の基本解の構成につぃて考
察されているが, ここではその議論を下記のように特別な形の方程式に適用する.

仮定 (A).

$(A)-(1)$ $p_{2}(x, \xi)=\sum_{j=1}^{d}b_{j}(x,\xi)\mathrm{c}_{j}$(x, $\xi$ ) ( $c_{j}=\overline{b}$j),
$\cdot$

ここでは $b_{j}(\in S1_{0})$ はスカラー表象とし, 低階は特性集合 $\Sigma=\{(x, \xi)\in \mathrm{R}^{m}\mathrm{x}\mathrm{R}^{m}jb_{\mathrm{j}}$ (x, $\xi$ ) $=0,j$ =

1, $\cdots,$
$d$} の上である正数 $\mathrm{c}$ が存在して

$(A)-(2)$ $p_{1}+ \mathrm{t}\mathrm{r}_{+}(\frac{Q}{2})\geq c|\xi|$

が成り立つ. たたし, $\overline{=}$ は $2n\mathrm{x}$ 2れの行列三 $=$ ( $\nabla c_{1},$
$\cdots,$

$\nabla$cd, $\nabla b_{1},$
$\cdots,$

$\nabla b_{d}$ ) とし, $\mathrm{t}\mathrm{r}_{+}Q$ は行列

Q=irJ三

の正の固有値の和とする.

$\mathrm{b}=^{t}$ (b1, $\cdot$ . ., $b_{d}$ ), $\mathrm{c}=^{t}$ ( c1, $\cdot$ . . , $cd$ ) と定義すると初期値問題の基本解について次の定理を得る 4

$\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ 3. $p(x, \xi)$ が仮定 (A) を溝たすならば, 基本解 $U$ (t) は助変数 $t$ を持っ $S[,\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に

属する表象 $u$ (t) を持つ擬微分作用素として構成できる. 更に $u$ (t) は任意の $N$ に対して次の展開を
持つ:

$u(t)- \sum_{j=0}^{N-1}u_{j}(t)\in$ $S_{11,\mathrm{F}’ \mathrm{P}}^{-\#}$ ,

$u0(t)=\exp\varphi$ , $uj(t)=fj(t)u0(t)\in$ $s_{11,\mathrm{Z}’ \mathrm{F}}^{-\dot{\xi}}$ ,

ここで

$\varphi=-\frac{t}{2}\langle(\begin{array}{l}\mathrm{c}\mathrm{b}\end{array}),$ $F( \frac{Qt}{2})(\begin{array}{l}\mathrm{b}\mathrm{c}\end{array})\rangle-\frac{1}{2}\mathrm{t}\mathrm{r}[\log\{\cosh(\frac{\mathrm{Q}\mathrm{t}}{2})\}]-\mathrm{p}_{1}\mathrm{t}$ ,

$F(s)=s^{-1}\tanh s$ .

6 Kaehler多様体の場合の証明の概略

複体の長さが多様体の次元の半分であるので: 第 2節の方法では $(1.4)\backslash$ の主張を得ることが
できない. Definiton1 に代わる次の Definition3 に述べるような新しい表象のクラスを導入する必
要がある.
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Definition 3.

$K^{m}=$ { $\sum_{I,J}pI,J$
( $x,$ $\xi$) $\overline{a}$ 7 $\overline{a}$J: $p_{I,J}(x,$ $\xi)\in S_{1,0}^{k},$ $k+ \frac{|I|+|J|}{2}\leq m$ }.

一点 $\mathit{2}\in M$ を固定して, その supertrace を求めることとする. $U$ を $\hat{z}$ を含む局所座標系とする.
$U$ での局所座標 $z_{1},$ $z_{2},$ $\cdots,$ $z_{n}$ を以下の条件を満たすように選ぶ.

$\hat{z}=0$ , $Z_{j}= \frac{\partial}{\partial z_{j}}+\sum_{h=1}^{n}\kappa_{jk}(z,\overline{z})\frac{\partial}{\partial z_{k}}$ , $\kappa_{jk}(z,\overline{z})|_{z=B}=0$ .

記述を簡単にする為に以下の記号を使う.

$z_{\overline{j}}=\overline{z}_{j}$ , $\hat{G}_{j}=G_{j}|_{z=0}$ .

$W(z,\overline{z})$ を

(6.1) $W(z, \overline{z})=\sum_{j=1}^{n}$( $z$j $\hat{G}j+\overline{z}$j $\hat{G}\mathit{3}$ )
$= \sum_{\alpha\in\Lambda}z_{\alpha}\hat{G}_{\alpha}$

と定義する. このとき次の補題を得る.

Lemma 2. (6.1) で定義した $W$ (z, $\overline{z}$) に対して

$Le^{W}=e$W $\tilde{L}$

を得る. ここで

(6.2) $\tilde{L}=-\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{n}\{(Z_{j}I-F_{j})(\overline{Z}_{j}I-I_{\overline{j}})+(\overline{Z}_{j}I-I_{\overline{j}})(Z_{j}I-F_{j})\}$

$+ \frac{1}{2}\sum n\{\overline{\dot{d}_{i_{\dot{l}}^{-(\overline{Z}_{j}I-F_{\overline{j}})}}},+\dot{d}_{\dot{\iota}_{1}i}-(Z_{j}I-F_{j})\}-\frac{1}{2}R$ ,
$i,j=1$

ただし

$R=e^{-W}( \sum_{j,k,\ell=1}^{n}R_{l\overline{k}j\overline{j}}a\frac{*}{k}a_{\overline{\ell}})e^{W}$ , $F_{\alpha}\in K^{2},$ $F_{\alpha}|_{z=}0\in K^{1}$

てある.

$(_{T\mathrm{r}}^{\theta}+\tilde{L})$ の基本解を構成する為に表象のクラス $K^{m}$ で Theorem 3 を適用すると, 基本解が構成で

きてその主要部分は $u\mathrm{o}(t)=e^{\varphi}$ であり, $\varphi$ は (5.1) において

$Q=-\{\begin{array}{ll}Q_{0} 00 \overline{Q}_{0}\end{array}\}$
$\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} K^{1}$

としたものである. ただし $(Q_{0})_{ij}=R$ ( $Z_{1}.,$ $Z$-j) であることが示される. 従って表象 $u\mathrm{o}(t, x, \xi)$ を持つ

擬微分作用素の核 $\tilde{u}\mathrm{o}$$(t, x,x)$ は

$\tilde{u}0(t,x,x)=(2\pi t)^{-n}\det(\frac{tQ_{0}}{\exp(tQ_{0})-1})\sqrt{\det g}$
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である. その supertrace は

$\mathrm{s}\mathrm{t}1^{\backslash }\tilde{u}$0 $(t, x, x)=(2\pi t)^{-n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}$ $[ \det(\frac{\mathrm{t}\mathrm{Q}_{0}}{\exp(\mathrm{t}\mathrm{Q}_{0})-1})]\sqrt{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{g}}$

となる. Theorem 2 を適用することにより,

$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\tilde{u}\mathrm{o}(t, x,x)dx=(2\pi i)^{-n}[Td(TM)]_{2n}$

を得る. ただし右辺は curvature form $\Omega$

$\Omega=(\Omega\beta)$ , $\Omega_{\ell}^{\mathrm{k}}=\sum_{\mathrm{i},\mathrm{j}=1}^{\mathrm{n}}\mathrm{R}_{\overline{\mathrm{k}},\ell,\mathrm{I}_{\mathrm{J}}^{7}},\omega^{\mathrm{i}}\wedge(\overline{v}$

j

を使って
$Td(T(M))= \det(\frac{\Omega}{e^{\Omega}-1})$

と定義されるものである.

$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}e(t, x,x)dv=\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}u$\tilde o $(t, x, x)dx+0(t^{\}})$ , $t$ \rightarrow 0

に注意すると, (1.5) を得る.

7 複素多様体における $L$ の表現と supertrace の計算

$M$ を Hermitian metric $g$ を持つ複素多様体とする. 第 3節と同様に局所座標系を選ぶ. Levi-Civita
connection �を使って $A^{p,q}$ (M) 上に作用する differential $d$ とその mljoint $\theta$ は次のように書ける.

$d= \sum_{j=1}^{n}e(\omega^{j})\nabla_{Z_{j}}+\sum_{j=1}^{n}e(\overline{\omega}^{j})\nabla_{Z_{j}}$ , $\theta=-\sum_{j=1}^{n}$ \sim (Z$j$ ) $\nabla$2$\dot{f}-\sum_{j=1}^{n}$ \sim ( $\overline{Z}$j) $\nabla$Z$j$
.

connection が the Levi-Civita connection であることより、 $\nabla g=0$ と torsion $T$ が消えてい

る. しかし、 �はベクトルの type を保存しない. 即ち、複素構造 $I$ に対し�$I\neq 0$ . 従って
$R(Zi, Zj)\neq 0$ , $R(\overline{Z}j,\overline{Z}j)\neq 0$ である.

作用素 $L$ の表現の為に新しい connection $\nabla^{S}$ と $\nabla^{\tilde{S}}$ を導入し, その特徴付けをする.

Deflnition 4.
(1) $\nabla^{\overline{S}}$ を $M$ の Hermitian connection とする. 即ち以下を満たす唯一の connection である.

$\nabla^{\overline{S}}g=0$, $\nabla^{\tilde{S}}I=0$ , $T^{\tilde{S}}(V,\overline{W})=0,$ $V\in T^{(1,0)}(M),\overline{W}\in T^{(0,1)}(M)$ .
$\tilde{S}_{\alpha}^{\gamma}$, を connection $\nabla^{\tilde{S}}$ の係数とする:

� Zs-\mbox{\boldmath $\alpha$}Zj $= \sum_{k=1}^{n}\tilde{S}_{\alpha j}^{k}Z_{k}$ , \nabla Zs\tilde 。 $Z_{f} \neg=\sum_{k=1}^{n}\tilde{S}_{\alpha_{J}}^{k}\neg\overline{Z}_{k}$ .

$(|\dot{\angle}.)\vee$ ’を以下を満たす唯一の $M$ の connection とする:

� sg $=0$, $\nabla^{S}I=0$ ,
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および

$g(\overline{W}, T^{S}(U, V))+g(U, T^{S}(\overline{W}, V))=0$ for $U,$ $V\in T^{(1,0)}(M),\overline{W}\in T^{(0,1)}(M)$ .

Proposition 3. 上記の connections を使って,

$\delta=\sum_{r=1}^{n}a_{r}^{*}D_{r}$ , $\partial^{*}=-\sum_{\mathrm{r}=1}^{n}a_{\overline{r}}(D_{r}+\sum_{j=1}^{n}\overline{\dot{\mathrm{d}}_{jr}})$

と表示てきる. ただし D。は以下の作用素である.

$D_{\alpha}=Z_{\alpha}- \sum_{j,k=1}^{n}c_{\alpha\overline{j}}^{\overline{k}}\phi_{\overline{k}}-\sum_{j,k=1}^{n}\tilde{S}_{\alpha j}^{k}a_{j}^{*}a_{k}$.

Kaehler form $\Phi(u,v)=g$(Iu, $v$ ) は $\Phi=i\sum_{j=1}^{n}\omega$
j $\Lambda\overline{\omega}^{j}$ と局所的 l1けるが, $i\partial\overline{\partial}\Phi$ については次

の命題が成立する.

Proposition 4.

$i \partial\overline{\partial}\Phi=\sum_{\mathrm{j},k,pm=1}^{n},\omega_{\overline{\ell}}$8jk” $\Lambda$ \sim $\Lambda\omega$
j $\Lambda\overline{\omega}^{k}$ ,

ここで

(7.1) $\omega_{\zeta}- jk=-\frac{1}{2}R_{\mathrm{Z}-jk}+\frac{1}{2}\sum_{r=1}^{n}\{c_{j}\frac{f}{m}c_{k\overline{\ell}}^{r}+c_{kjmmk_{j\overline{\ell}j}}\frac{f}{\ell}c^{r}-c^{\mathrm{F}}c^{f}-c\frac{f}{\ell}c_{km}^{r}\}$

てある.

Bochner-Kodaira の公式の代わりに (7.1) を使って, 複素多様体上の $L$ に対する次の表現定理を
得る.

Theorem 4. $A^{0,*}(M)= \sum_{q=0}^{n}A^{0,q}$ (M) 上で

$L= \overline{\partial}\overline{\partial}^{*}+\overline{\partial}^{*}\overline{\partial}=-\frac{1}{2}\{\sum_{j=1}^{n}(\nabla_{Z_{j}}^{S}\nabla_{Z_{j}}^{S}+\nabla_{Z_{\dot{f}}}^{S}\nabla_{Z_{j}}^{\mathrm{S}})$
$-\nabla_{D}^{S}$

$+ \sum_{j,k,r=1}^{n}e(\overline{\omega}^{j})\iota(\overline{Z}_{k})g(R^{\overline{\mathrm{S}}}(\overline{Z}_{j}, Z_{k})Z_{r},\overline{Z}_{r})\}$

-
$\sum n$

$\omega_{?mjk}\overline{a}_{\ell}^{*}\overline{a}_{m}^{*}\overline{a}_{j}\overline{a}_{k}-2\sum_{r,\ell,k=1}^{n}\omega_{\overline{r}}$ 6’ $\overline{a}_{p}^{*}\overline{a}$ k
$\ell$ ,m,j,k$=1$

が成り立つ. ただし,

$D=. \sum_{\mathrm{s}\backslash =1}^{n}$ { $\nabla^{S}z_{r}Z$r 十�$z_{f}^{Z_{r}}s+T^{S}$( $Z_{r}$ , $\overline{Z}_{r}$ )}

とする.
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もし $M$ が Kaehler manifold であるならば, 次の等式が成り立っことに注意する

$\partial\overline{\partial}\Phi=0,$ $\nabla^{S}=\nabla^{\tilde{S}}=\nabla,$ $T^{S}=T^{\overline{\mathit{8}}}=0$ .

��$\Phi\neq 0$ の場合には, Lemma 1 の代わりに上記の Theorem 4 を適用して複素多様体上の放物型
作用素 $(_{Ft}^{\partial}+L)$ の基本解が表象計算により同様に構成できる. しかしこの場合には, 基本解の主要
部分の supsertrace の計算結果は $tarrow 0$ で特異性が表れる. 従って「局所的 Reimann-Roch の定理」
は成り立たないと言える.

一方, $\partial\overline{\partial}\Phi=0$ の場合には詳しい議論は省略するが, $\nabla^{M}=2\nabla-\nabla^{\mathit{8}}$ で定義される新しい共変微
分に対応する curvature transformation $R^{M}$ ( $\overline{Z}_{j},$ $Z$k) を導入して第 6節と同様な議論をすると, (7.1)
と Theorem 4 より次の定理の 2 番日の主張を得る. これは確率論の手法によって, J.M.Bismut[2] に
おいて示されているものと一致する.

Theorem 5.
(1) $\partial\overline{\partial}\Phi\neq 0$ かつ $n$ が tffl数ならば,

str $e(t, x, x)dov_{e}=(2\pi)^{-n}(-1)^{\mathrm{g}_{\frac{(i\partial\overline{\partial}\Phi)^{n}\pi}{(\frac{n}{2})!}t^{-7}}^{n}}+O(t^{-\mathrm{g}+\xi}$

が成り立つ.

(2) $\partial\overline{\partial}\Phi=0$ ならば

$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}e(t,x,x)dv_{x}=(\frac{1}{2\pi i} )$” $[$7$e^{-\}tr\Omega}$’] $2n+0(t)$

が成立つ. ただし A は $2n\mathrm{x}2n$ real an $ti$-symmetric 行列でその成分は次の式で与えられる:

$( \Lambda)_{pq}=\sum_{\ell,m=1}g(R^{M}(\overline{Z}_{l}, Z_{m})X_{q},$

$X_{p})\overline{\omega}^{\ell}\Lambda\omega^{m}$,

$Z_{j}= \frac{1}{\sqrt{2}}(X_{j}-iX_{nHj}),\overline{Z}_{j}=\frac{1}{\sqrt{2}}(Xj+iX_{n+j})$ .
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