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Subordination and Extreme Point Theory

東京電機大工 鶴見和之 (Kazuyuki Tsurumi)
日本大薬 関根忠行 (Tadayuki Sekine)

単位円内で正則な函数の従属操作 (subordination) による函数族の端点の性質は種々与
えられている。 本講では, これらの性質のいくっかを $\mathbb{C}^{n}$ の単位球 $\mathrm{B}$ がら $\mathbb{C}^{m}$ への正則写
像の空間 $\mathbb{H}_{n,m}$ へ拡張する.

\S 1 序

1.1. $X=X(\mathcal{T})$ を Hausdorff位相空間 7 を持っ $\mathbb{C}$ または $\mathbb{R}$ 上の線形位相空間とする -X
を $x$ の部分集合とする. $X$ を含む最小の凸集合 ( $i.e,$ $X$ を含む凸集合の共通部分) を $X$ の

凸包といい, $\mathrm{c}\mathrm{o}X$ と表し, $\mathrm{c}\mathrm{o}X$ の閉包をと $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}X$ と表す
点 $x$ が $X$ の端点 (extreme point) であるとは, $y,$ $z\in X,$ $x\in(y, z):=\{\alpha x+(1-\alpha)y|0<$

$\alpha<1\}$ ならば, $y=z=x$ となるときである. $X$ の端点全体を extX と表す
実線形位相空間 $x$ の部分集合 $H$ が) $H=x_{0}+S$( $S$ は余次元 1 の線形位相空間) と表さ

れるとき: $H$ を $x_{0}$ 通る超平面という. 部分集合 $X\subset x$ に対して, 超平面 $H$ がとれて 2

$X\cap H\neq\emptyset$ で $X$ が $H$ の片側に入るとき, $H$ を $X$ の支持平面 (supporting plane) といい,
$X$ の入る半空間を $X$ の支持半空間という このとき

$j$
点 $x\in X\cap H$ を $X$ 支持点という.

また, $X\cap H=\{x\}$ となるとき, $x$ を $X$ のむき出し点 (exposed point) という, 一般に,
むき出し点は端点であるが, 逆は戒りたたない. $X$ が compact集合のときは extX $\neq\emptyset$ で

ある.

次の定理は最も基本的である.

定理 1(Krein-Mflman の定理). $X$ を $x$ の compact 凸集合とすると, 次のことが成
り立つ :

$X=\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}(\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}X)$ .
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これより, $x$ の compact集合 $Y$ に対して

$\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}(Y)=\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}(\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}Y)$.

12 任童の $J$ )
$\backslash \backslash \zeta\sigma z:=(\begin{array}{l}z_{1}\vdots z_{n}\end{array})\in \mathbb{C}^{n}$対して,

$||z||:=\sqrt{(z^{*}z)}=\sqrt{|z_{1}|^{2}+\cdots+|z_{n}|^{2}}$ , B.-=B架 $=\{z\in \mathbb{C}^{n}|||z||<1\}$ とおく $\mathrm{B}$ から $\mathbb{C}^{n}$

(z)
への正則写像 $f(z):=|$ ..$\cdot$

$|$ の全体を $\mathbb{H}_{n,m}$ と表す $\mathbb{H}_{n,m}$ に通常の和とスカラー積を

(z)
導入し, 広義一様収束の位相 $\mathcal{T}$ を入れると, Hn,。は局所凸線形位相空間になる.
実数列 $0<r_{1}<r_{2}<\cdots<r_{k}<\cdotsarrow 1$ をとる. $f\in \mathbb{H}_{n,m}$ に対して,

$||f||_{r_{k}}:= \sup\{||f(z)|||||z||\leqq r_{k}\}$

とおき, $f,$ $g\in \mathbb{H}_{n,m}$ に対して 7

$\rho(f, g):=\sum_{k=1}^{\infty}\frac{1}{k^{2}}\cdot\frac{||f-g||_{r_{k}}}{1+||f-g||_{r_{k}}}$

とおくと, Weierstrass およびMontel の定理により 2Hn,。は距離 $\rho$ に関して完備な距離
空間になり, 位相 7 と $\rho$ によって定義された位相とは同値である.

\S 2 Hn,。上の連続線形汎函数

multiindex $\alpha:=(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{n})\in \mathbb{Z}_{+)}^{n}z:=(\begin{array}{l}z_{1}\vdots z_{n}\end{array})\in \mathbb{C}^{n}$ 対して, $|\alpha|:=\alpha_{1}+\cdots\alpha_{n}$ ,

$z^{\alpha}:=z_{1}^{\alpha}\cdots z_{n}^{\alpha}$ とおく このとき, $\mathrm{B}$ で正則な函数 $f(z)\in \mathbb{H}_{n,1}$ は同次多項式展開

$f(z)= \sum P_{l}(z))$ $P_{l}(z)= \sum a_{\alpha}z^{\alpha}$ ( $l$ 次同次多項式)
$l=0$ $||\alpha||=l$

ができ, Biermann-Lemaire の公式により, $\forall r=(r_{1}, \cdots, r_{n}),$ $||r||=\sqrt{r_{1}^{2}+\cdots r_{n}^{2}}=1$ に

対して,

$\lim_{|\alpha|arrow\infty}[|a_{\alpha}|r^{\alpha}]\Pi-\alpha=1$ . (1)
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$\mathrm{e}_{k}(k=1,2,3, \cdots, m)$ を $\mathbb{C}^{m}$ の標準的基底とする. これを用いて, $f(z)\in \mathbb{H}_{n,m}$ は次の
様な同次展開ができる.

$f(z)= \sum\sum P_{kl}(z)\cdot \mathrm{e}_{k}$ ( $P_{kl}$は $l$ 次同次多項式). (2)
$k=1l=0$

$F$ を也,。から $\mathbb{C}$ への線形汎函数とし

$b(\alpha, k):=F$ ( $z^{\alpha}\cdot$ e7,) (3)

とおぐ このとき, (2) の形の $f(z)\in$ Hn,。に対して

$F(f)= \sum_{k=1}^{m}\sum_{|\alpha|=0}^{\infty}a_{k\alpha}b(\alpha, k)$ (4)

とおき, $b(\alpha, k)$ に条件
垣 $\mathrm{m}_{|\alpha|arrow\infty}$

$(|a_{k\alpha}|b(\alpha, k))\alpha\cap^{1}<1$ (5)

を課すと, (1) により $F$ は $\mathbb{H}_{n,m}$ 上の連続線形汎函数となる. 逆に, $F$ が $\mathbb{H}_{n,m}$ 上の連続線
形汎函数で, $b(\alpha, k)$ を (3) によって定義すると, 級数 (4) は収束し, $b(\alpha, k)$ は条件 (5) を
満たす したがって, 次の定理が戒り立っ :
定理 2. $F$ を Hn,一上の連続線形汎函数とすると, 条件 (5) をみたす集合

$\{b(\alpha, k)|k=1,2,3, \cdots, m;\alpha\in \mathbb{Z}_{+}^{n}\}$ がとれ, $F$ は (4) の形になる. 逆に, 条件 (5) をみた
す集合 $\{b(\alpha, k)|k=1,2,3, \cdots, m;\alpha\in \mathbb{Z}_{+}^{n}\}$ に対して, (4) によって定義される $F$ は $\mathbb{H}_{n,m}$

上の連続線形汎函数である.
[注] 定理 2 は [1] の定理 43 の $\mathbb{C}_{n}$ への拡張である.

定理 3([1], p.44). $A$ を $\mathbb{H}_{n,m}$ の compact集合とし, $F$ を =,一上の連続線形汎函数と
する. このとき, 次のような $f\in A$ が存在する.

${\rm Re} F(g)\leqq{\rm Re} F(f)$ $(g\in A)$

また, 次のような $h\in A$ がとれる :

$|F(g)|\leqq|F(h)|$ $(g\in A)$ .

Kline-Milman の定理により $j$ 次の定理が威り立つ

定理 4([1], p.45). $A,$ $F$ は定理 3 におけるものとする。 このとき, 次のものが成り立つ :

$\max\{{\rm Re} F(f)|f\in\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}A\}$

$= \max\{{\rm Re} F(f)|f\in A\}$

$= \max\{{\rm Re} F(f)|f\in \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}(\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}A)\}$
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\S 3.

$\varphi_{l}:=\{\mathrm{P}_{l}(z)=\sum_{k=1}^{m}P_{kl}(z)\cdot \mathrm{e}_{k}\}$

(ただし, 各成分は $l$ 次の同次多項式, または 0 ではあるが全部は 0 でない)

$\frac{1}{2}$

$|| \mathrm{P}_{l}(z)||:=\{\sum_{k=1}|P_{kl}(z)|^{2}\}$

$M( \mathrm{P}_{l}):=\{z\in\overline{\mathrm{B}}|||P_{l}(z)||=\max_{y\in\overline{\mathrm{B}}}||P_{l}(y)||\}$

とおく このとき, 最大値の原理により, $M(\mathrm{P}_{l})\subset\partial \mathrm{B}$ .
$f$ (z)\in II、,m に対して

$f(z)= \sum_{l_{--}^{-}0}^{\infty}\mathrm{P}_{l}(z)$ , $\mathrm{P}_{l}\subseteq \mathrm{U}_{l}^{\mathrm{I}}$ (6)

とし, $l_{0}$ を $\mathrm{P}_{l}(z)=0(l=1_{\mathrm{J}}2, \cdots, l_{0}-1),$ $\mathrm{P}_{l}(z)\neq 0$ とする. $\triangleright\mathrm{a}$ま, $z_{0}\in M(\mathrm{P}_{l_{0}})$ をとり,
$U\mathrm{p}_{0}$ を次の様な $m$ 次の unitary行列とする :

$U_{\mathrm{P}_{\mathrm{t}_{0}}}\cdot \mathrm{P}_{l_{0}}(z_{0})=(\begin{array}{l}M_{0}0\vdots 0\end{array}),$ $M_{0}:= \max_{\mathrm{y}\in\overline{\mathrm{B}}}||P_{l_{0}}(y)||$ .

このとき, $\forall g(z)=\sum_{l=0}^{\infty}$ Ql(z)\in Hn,m(Ql\in J,)&こ対して $L_{f}$ をベクトノレ $U\mathrm{p}_{0}\cdot \mathbb{Q}_{l_{\mathrm{O}}}(z_{0})$ の第
1 成分をとるものとすると, $L_{f}$ は H、, $m$ 上の連続線形汎函数となる.
次に, $f(z)$ , g(z)\in H、,m とする. $g(z)$ が $f(z)$ に従属 (subordinate) であるとは, 正貝 1写像

I(z) : $\mathrm{B}arrow \mathrm{B}$ , $||\Psi(z)||\leqq||z||$ $(z\in \mathrm{B})$ (7)

がとれて, $g(z)=f(\Psi(z))$ となるときである. $f(z)$ に従属なる写像全体を $s(f)$ と表す
次の定理が成り立つ :

定理 5. $f(z)\in \mathbb{H}_{n,m}$ とする.

$A:=$ {$g(z)|g(z)=f(\Psi(z))$ , 重 (z) は (7) をみたし, $\Psi(z_{0})\in M(\mathrm{P}_{l_{0}})$ }:
$\mathfrak{B}:=$ {$g(z)=f(Uz),$ $U$ : uffitary行列}
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とおくと,
$\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}(\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}(s(f))\cap \mathcal{A}\neq\emptyset, \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}(\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}(s(f)))\supset \mathfrak{B}$ .

(証明) 条件 (7) より, $\Psi(0)=0$ . したがって, 重は次の様に展開ができる :

$\Psi(z)=Az+B_{2}(z)+B_{3}(z)+\cdot$ .

ただし, $B_{k}(z)\in\varphi_{k},$ $A$ は $n$ 次正方行列で

$||A||= \sup_{0<||z||<1}\frac{||Az||}{||z||}\leqq 1$ .

また, (6) より

$g(z)=f( \Psi(z))=\sum \mathrm{P}_{l}(\Psi(z))$

$=\mathrm{P}_{0}+\mathrm{P}_{l_{0}}(\Psi(z))+\mathrm{P}_{l_{0}+1}(\Psi(z))+\cdots$

$=\mathrm{P}_{0}+\mathbb{Q}_{l_{0}}(z)+\mathbb{Q}_{l_{0}+1}(z)+\cdot\cdot\downarrow$

$\mathrm{P}_{l_{0}}(z),$ $\mathbb{Q}_{l_{0}}(z)\in\varphi_{l_{0}}(z)$ とすると,

$\mathbb{Q}_{l_{0}}(z)=\mathrm{P}_{l_{0}}(Az)$

となり,
$||\mathbb{Q}_{l_{0}}(z)||=||\mathrm{P}_{l_{0}}(Az)||\leqq||A||^{l_{0}}||P_{l_{0}}(z)||$ .

したがって, $\max_{z\in\overline{\mathrm{B}}}||Q_{l_{0}}||$ $= \max_{z\in\overline{\mathrm{B}}}||P_{l_{0}}||$ となるのは, $||A||=1$ となるときである。 特に,
$A=U$(unitary) ならば, $||A||=||U||=1$ . $f$ に対して, $L_{f}$ をとり, $M:= \sup\{{\rm Re} L_{f}(g)|g\in s(f\cdot)\}$

とお $<$ .
$\overline{s(f)}$ は Hn,。で compact であるから, 定理 4 により, 次の条件をみたす $h\in s(f)$ がと

れる :

${\rm Re} L_{f}(h)=M$,

$h(z)=f(\Psi(z))$ for some $\Psi(z)$ with $\Psi(z_{0})\in M(\mathrm{P}_{l_{0}})$ .

したがって, この $h$ に対して, $h\in A,$ $h\in \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}(\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}(s(f)))$ .
$g(z)\in \mathfrak{B}$ とする. $g(z)=\alpha h_{1}(z)+(1-\alpha)h_{2}(z)$ $0<\alpha<1,$ $h_{1},$ $h_{2}\in\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}(s(f))$

とすると, $g(z)=f(Uz)$ ( $U:\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}$ 行タリ), $h_{1},$ $h_{2}\in s(f)$ としてよいから,

$f(Uz)=\alpha f(\Psi_{1}(z))+(1-\alpha)f(\Psi_{2}(z))$
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( $\Psi_{1},$ $\Psi_{2}$ は条件 (7) をみたす写像)
と表されるから, 一致の定理により, 重 1(z) $=\Psi_{2}(z)=z$ となり, $h_{1}=h_{2}=g$ . したがっ

て, $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}(\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}(s(f)))\supset \mathfrak{B}$ .

f\in Hn,。に対して,

$M_{p}(r, f):= \{\frac{1}{\sigma(\partial \mathrm{B})}\int_{\partial \mathrm{B}}||f(r\xi)||^{p}d\rho(\xi)\}^{\frac{1}{\mathrm{p}}}$

( $d\sigma$ : $\partial \mathrm{B}$ の面素, $0<r<1,0<p<\infty$),

$||f||_{p}:= \sup_{0<r<1}M_{p}(r, f)$ ,

$\mathbb{H}^{p}:=\{f\in \mathbb{H}_{n,m}|||f||_{p}<\infty\}$ ,

$\mathfrak{B}(\mathbb{H}^{p}):=\{f\in \mathbb{H}^{p}|||f||_{p}<1\}$

とおくと, 次のことが成り立つ :

定理 $6([2])$ . $f\in \mathbb{H}^{p}$ に対して

$\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}(s(f))\subset \mathbb{H}^{p}$ .

定理 $7([2])$ . $1\leqq p<\infty$ に対して

$\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}(\mathfrak{B}(\mathbb{H}^{p}))=\{f\in \mathfrak{B}(\mathbb{H}^{\mathrm{p}})|||f||_{p}=1\}$ .
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