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On the limit from Zakharov systems to
nonlinear Schr\"odinger equations

名古屋大学大学院多元数理科学研究科 中西賢次
Graduate School of Mathematics, Nagoya University Kenji Nakanishi

1. $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\overline{\mathrm{B}}}$

Klein-Gordon-Zakharov 系および (通常の) Zakharov 系から非線形 Schr\"odinger
方程式への極限移行について,, Nader Masmoudi(Courant Institute) との共同研究
[5] の概要を報告する。
非線形 Schrodirlger 方程式は様々な物理現象を記述するモデルとして使われてい

るが、 プラズマ物理における Langrnuir 擾乱はその一例である。 この場合、 プラズ
マを構或する電子とイオンの流体方程式とその生成する電磁場の Maxwe垣方程式か
らなる系を近似して Klein-Gordon-Zakharov 方程式系、 更に Zakharov 方程式系を
経て最終的に非線形 Schr\"odinger 方程式が導出される。 ここで問題とするのはこの
最終段階の近似における、解自休の収束である。
この問題は、 この種の特異極限において典型的と思われる二つの困難を含んでい

る。 –つ目は共鳴周波数の発散であり、 これは線型方程式からの摂動による解析に
対する障害となる。二つ目はエネルギーの発散であり、 これは非線形先験評価によ
る解析に対する障害となる。
我々はこれら二つの困難が本質的に異なる周波数帯で起こる点に着目し、解を

Fourier 空間で二つに分解して、一方には非共鳴性を利用した双線形評価、他方には
周波数を局在化し発散成分を除去した修正エネルギーを適用して、, これらを統合す
る事で望ましい評価、そして収束の結果を得た。

2. 問題の導入と主結果

次の Klein-Gordon-Zakharov 方程式系を考える。

(KGZ) $\{$

$c^{-2}\ddot{E}-\triangle E+c^{2}E=nE$ ,
$\alpha^{-2}\ddot{n}-\triangle n=-\triangle|E|^{2}$ .

ここで $E$ : $\mathbb{R}^{1+3}arrow \mathbb{R}^{3}$ は電場、 $n$ : $\mathbb{R}^{1+3}arrow \mathbb{R}$ はイオン密度 (の平衡状態からのず
れ) を近似的に記述する未知関数。 $C_{\eta}\alpha$ は正定数で、 $c^{2}$ はプラズマ周波数、 $\alpha$ はイオ

ン音速を表し、 $c>>\alpha>>1$ である。 そこで $E=e^{ic^{2}}{}^{t}u$ とおいて、. 形式 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\text{、}\mathrm{q}$に $carrow\infty$

とすれば Zakharov 方程式系

(Z) $\{$

$2i\dot{u}-\triangle u=nu$ ,
$\alpha^{-2}\ddot{n}-\triangle\gamma\iota=-\triangle|u|^{2}$ .

を得る。更に $\alphaarrow\infty$ とすれば非線形 Schr\"odinger 方程式

(NLS) $2iu-\triangle u=|u|^{2}u$ , $n=|u|^{2}$ .

が得られる。
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これらの方程式はそれぞれ以下のようなエネルギーを保存量として持つ。

(KGZ) : $\int_{\mathrm{I}\mathrm{R}^{3}}|c^{-1}E|^{2}+|\nabla E|^{2}+|cE|^{2}+\frac{1}{2}(|\alpha^{-1}|\nabla|^{-1}\dot{n}|^{2}+|n|^{2})$

$(2.1)$ (Z) : $\int_{\mathrm{R}^{3}}|\nabla u|^{2}+\frac{1}{2}(|\alpha^{-1}|\nabla|^{-1}\dot{n}|^{2}+|n|^{2})-n|u|^{2}dx$ ,

$.]\{(jZ)$ :
$J_{\mathrm{I}\mathrm{R}^{3\overline{2}}}|c^{-[perp]}\mathrm{A}^{\mathrm{I}}|4+|\nabla B^{\mathrm{I}}|‘+|c\mathrm{A}’|\Delta+(|\alpha^{-1}|\nabla|^{-1}\dot{n}|^{\sim}’+|n|^{\angle})-n|E|^{z}dx$

(Z) : $\int_{\mathrm{R}^{3}}|\nabla u|^{2}+\frac{1}{2}(|\alpha^{-1}|\nabla|^{-1}\dot{n}|^{2}+|n|^{2})-n|u|^{2}dx$ ,

(N$LS$ ) : $\int_{\mathrm{R}^{3}}|$� $u|^{2}-$ –$|u_{2}|^{4}dx$ .

(ただし記号として、 $\varphi(\nabla)f:=\mathcal{F}^{-1}\varphi(i\xi)\mathcal{F}f(\xi),$ $Ff=\overline{f}$ は $\mathbb{R}^{n}$ 上の Fourier 変換)
従って、. これらが意味を持つエネルギークラスでの解が重要性を持っ。初期値問
題の時間局所的な適切性はエネルギークラスより広い空間で成り立っ事が知られて
いる。 [6, 4, 3] 参照 :

(KGZ) : $(E(t),\dot{E}(t),$ $n(t),$ $|\nabla|^{-1}\dot{n}(t))\in II^{1}\cross L^{2}\cross L^{2}\cross L^{2}(c\neq\alpha)$ ,

(2.2) (Z) : $(u(t), n(t))|\nabla|^{-1}\dot{n}(t))\in H^{1/2}\cross L^{2}\cross L^{2}$

(NLS) : $u(t)\in H^{1/2}$ .

ところが極限移行に際する解の収束につい.$\tau$ は、 エネルギーよりずっと高い指数
の Sobolev 空間での初期収束を仮定した場合しか得られていない。 これは、 極限移
行するパラメーターにおいて特徴的な振動数のエネルギーが、極限と共に非常に早
く減衰することを要請するので、望ましくない仮定である。 (Z) から (NLS) の収束
については、 [7] は $(u, n,\dot{n})\in H^{5}\cross ff^{4}\cross H^{3}$ での収束と、 $n=|u|^{2}$ を初期状態で仮定
して、時間局所一様な解の収束を同じ位相で示した。他方 [1] では $H^{6}\cross H^{5}\cross H^{4}$ で
の収束と $H^{1}$ におけるデータの小ささを仮定したが、 $n=|u|^{2}$ は仮定せずに解の収束
を示した。 (KGZ) から (Z) の収束は [2] で $(E, E, n,\dot{n})\in H^{s}\cross H^{6-1}\cross H^{s-2}\cross H^{s-3}$ ,
$s>7/2$ で証明されているが、 (KGZ) から直接 (NLS) への収束は、 次に紹介する
我々の結果以外は無いようである。なお、 ここでは $E$ は任意の有限次元複素ベクト
ル値を取れる。

Theorem 2.1. $s>3/2,0<\gamma<1$ として、 $\alpha/c<\gamma$ の条件下で $(c, \alpha)arrow\infty$ の極
限を考える。 $E$ と $n$ は (KGZ) の時間局所解で、存在時間は $[0, \Gamma l\urcorner)_{\text{、}}t=0$ において

$(E(0), c^{-1}\langle\nabla/c\rangle^{-1}\dot{E}(0))arrow(\psi_{0}, \psi_{1})$ in $H^{s}$ .
(2.3)

$(n(0), \alpha^{-1}|\nabla|^{-1}\dot{n}(0))$ $lf^{s-1}\vee T^{\backslash ^{\backslash }}\text{有界}$

とする。 このとき、 $\mathrm{E}^{\infty}=$ ( $F_{+}^{\infty}$」 , $E_{-}^{\infty}$ ) を非線形 Schr$\cdot$\"odinger 方程式系

(2.4) $\{$

$2i\mathrm{E}^{\propto)}-\triangle \mathrm{E}^{\infty}-|\mathrm{E}^{\infty}|^{2}\mathrm{E}^{\infty}=0$ ,

$E^{\infty}(0)= \frac{1}{2}(\psi_{0}-i\psi_{1)}\mathrm{V}_{0}-i\overline{\psi_{1}})$,

の解として、 その存在時間を $[0, T^{\infty})$ とすると、 $\lim \mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\mathrm{f}^{\Gamma}\mathit{1}^{\gamma}\geq T^{\infty}$ であり、 この区間
で $(E, n)$ は次の漸近挙動を示す.$\cdot$

$E-(\mathrm{E}_{+}^{\infty}e^{ic^{2}t}+\overline{\mathrm{E}_{-}^{\infty}}e^{-ic^{2}b})arrow 0$ in $C([0,. T^{\infty});II^{s})$ ,
(2.5)

$n-nf-|\mathrm{E}^{\infty}|^{2}arrow 0$ in $C([0, T”).\rangle H^{s-1})$ .
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ただし $nf$ は次の波動方程式の解である。

(2.6) $\{$

$\alpha^{-2}\ddot{n}_{f}-\triangle n_{f}=0$

$n(0)-7lf(0)=|\mathrm{E}^{\infty}(0)|^{2}$ , $\dot{n}(0)-\dot{n}_{f}(0)=-\Im[\overline{\mathrm{E}^{\infty}(0)}\cdot\triangle \mathrm{E}^{\infty}(0)]$

(Z) から (NLS) の収束についても同様の結果が成り立つ。 また、 (KGZ) から (Z)
への収束についてはエネルギー空間でも成り立つ。

残念ながら今のところ、エネルギー空間での (KGZ) または (Z) から (NLS) への
収束は得られていない。 このように初期値問題と極限移行でその結果に大きな差が
出るのは、次のような本質的な困難があるためである。

3. 第一の困難 : 共鳴周波数の発散
非線形波動の評価では、異なる時空周波数の波が振動積分によって相殺する効果

が中心的な役割を果たす。逆に言えば、 $\Pi\overline{\mathrm{o}}$一波形で相殺せずに共鳴増幅する成分が、
相互作用評価の成否を決める事になる。Zakharov 系は異なる種類の波動が相互作用
しているため、 そのような共鳴成分の周波数はごく限られており、 この事が上の適
切性の証明でも重要な役割を果たしている。 より詳しく言えば、共鳴成分は周波数
が有界なので任意の高階 Sobolev ノルムで評価する事ができ、他方、高周波帯では
非共鳴性から相互作用の小ささを得る事ができる。今の場合の共鳴周波数は、解が
線型方程式の解で十分近似できると考えれば、 その時空 Fourier 空間における特性
曲面の交叉部分で与えられる。
ところがパラメータの極限移行を考えると、 この共鳴周波数も共に発散してしま

うので、 上のような単純な論法では制御できなくなる。実際、 通常の初期値問題を
解く場合のように、二次の非線形項を単純に積の外力項として扱う方法では、 決し
て望ましい評価は得られない事が、次の結果から分かる。 (Z) に対して反復法によ
る解の構成を考える -.

(3.1) $\{$

$2iE_{k}$. $-\triangle E_{k}=n_{k--1}E_{k-1}$ ,
$\alpha^{-2}\ddot{n}_{k}-\triangle n_{k}=-\triangle|E_{k-1}|^{2}$ .

[4] より、 この関数列は例えば $E(0)\in H^{1/2},$ $n(0)\in L^{2}\dot{n}(\}0)\in\dot{H}^{-1}$ とすれば同じ空
間で解に収束する事が分かっている。 しかしこの収束はパラメータ $\alpha$ については一

様でない -.

Theorern 3.1. 任意の $s\in \mathbb{R}$ に対して、 ある $\varphi\in H^{s}$ が存在して、上の (3.1) と初
期条件

(3.2) $E_{k}(0)=\varphi$ , $n_{k}(0)=\dot{n}_{k}(0)=0$ ,

の第 2 反復で与えられる $E_{2}$ に対して任意の十分小さな $t>0,$ $\in>0$ に対して

(3.3) $\mathrm{h}.\mathrm{m}\sup_{\alphaarrow\infty}||E_{2}(t)||_{H^{s-1+-}}\vee=\infty$ ,

が成り立つ。

この結果は、 共鳴周波数周辺に局在化された初期値を考える事で容易に示すこと
ができる。上で挙げた解の局所存在定理では非線形項を上のような形で取り扱って
いるので、 そのままでは極限移行における一様評価を与える事はできない。
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4. 第 2 の困難 -. エネルギーの発散
上の発散結果にも拘らず実際の解が収束するのは、 より高次の非線形相殺効果が

働いているからで、 それがエネルギー保存則に現れている。上で挙げた (Z) から
(NLS) への収束結果では、保存則が本質的な役割を果たしている。 しかし (KGZ) に
おいてはここで新たな問題が生ずる。すなわち、 エネルギーに $||cE||_{L^{2}}^{2}$ の項がある
ため $carrow\infty$ で発散してしまう事である。形式的には、 E=eic\searrow とおき、 $u$ の方
程式を考えると見た目に有限なエネルギー

(4.1) $\int|c^{-1}\dot{u}|^{2}+|\nabla u|^{2}+\frac{1}{2}(|\alpha^{-1}|\nabla|^{-1}\dot{n}|^{2}+|n|^{2})-n|E|^{2}dx$

を得るが、 これは $E$ が実数値である場合には元の $(E, n)$ のエネルギーと等しいの
で、 この量を有界と仮定するのは不適切である。この事は ‘ $–arrow$般に非線形波動の記述
においてエネルギーには明確な意味があっても、非線形 Schr\"odinger 方程式のチャ–
ジ ( $L^{2}$ ノルム) にあたる明確な物理量が無い事に起因する。今の場合、 元の系の総
電荷は 0 であり、 電子とイオンそれぞれの総電荷は保存されているが、 これらは極
限の Schr\"odinger 方程式のチャージとは直接関係のない量である。

5. 主要な評価

収束を示すために重要となるのは、解を制御できるようなノルムの一様有界性を
得る事である。 それを定式化するために先ず-、 時間 2 階の方程式を 1 階に帰着させ
る。 $\mathrm{E}:=$ ( $F_{+}$」

$,$

$E_{-}$ ) と $N$ を次で定義し、

(5.1)
$e^{ic^{2}}{}^{t}F_{\lrcorner}+:= \frac{1}{2}(E-ic^{-1}\langle\nabla/c\}^{-1}\partial_{t}E)$ , $e^{ic^{2}}{}^{t}E_{-}= \frac{1}{2}(\overline{E^{\tau}}-ic^{-1}\langle\nabla/c\rangle^{-1}\partial_{l}\overline{E})$ ,

$N:=n-\mathrm{i}\alpha^{-1}|\nabla|^{-1}\partial_{t}n$

$\mathrm{E}^{*}:=e^{-2ic^{2}}{}^{t}(\overline{\Gamma_{-}^{\sqrt}\lrcorner},$ $\overline{E_{\tau \mathit{1}}^{)}‘}$ とおく。 このとき (KGZ), は次の方程式系と同値である。

(5.2) $\{$

$2i\dot{\mathrm{E}}-\triangle_{c}\mathrm{E}=\langle\nabla/c\rangle^{-1}n(\mathrm{E}+\mathrm{E}^{*})$ ,
$i\dot{N}+\alpha|\nabla|N=\alpha|\nabla|\langle \mathrm{E}, \mathrm{E}+\mathrm{E}^{*}\rangle$ ,

ただし $\triangle_{c}=2c^{2}(1-\langle\nabla/c\rangle)$ は $carrow\infty$ で $\triangle$ へ収束する。元の関数は $E=e^{ic^{2}}{}^{t}E_{+}+$

$e^{-ic^{2}}{}^{t}\overline{E_{-}},$ $n=\Re N$ で復元され、定理の結果は次と同値になる。
$\mathrm{E}arrow \mathrm{E}^{\infty}$ in $C([0, T);H^{s})$ ,

(5.3)
$N-Nf-|\mathrm{E}^{\infty}|^{2}arrow 0$ in $C([0, T))$. $H^{s-1}$ ),

ここで $N_{f}=e^{i\alpha|\nabla 1t}|$ ( $N(0)-|\mathrm{E}^{\infty}$ (O)|2)。
次に解を共鳴 $=$ 非共鳴周波数へ分解する。 $\varphi\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{n})$ は $2/3<|\xi|<3/2$ で

$\varphi(\xi)=1,$ $|\xi|<1/2$ と $|\xi|>2$ で $\varphi(\xi)=0$ を満たすとする。 共鳴周波数 $\Lambda T$ , 共鳴成
分 $\mathrm{E}_{M}$ , 非共鳴成分 $\mathrm{E}_{X}$ を

(5.4) $M:=2\alpha c^{2}/(c^{2}-\alpha^{2})$ , $\overline{\mathrm{E}_{M}}:=\varphi(\xi/M)\overline{\mathrm{E}}$, $\mathrm{E}x:=\mathrm{E}-\mathrm{E}_{M}$ .

で定義し、 同様に $N_{M}$ と $N_{X}$ も定義する。
我々の一様評価は全成分に対する Fourier 制限型の時空ノルムと、非共鳴成分に

対する Strichartz 型の時空ノルムで与えられる。具体的には、Fourier 制限ノルムは
$(5.51’ X^{s,1}(0, T):=e^{i\triangle_{\mathrm{C}}t/2}H^{1}(0, T;H_{x}^{s}), Y^{s,1}(0, T):=e^{i\alpha|\nabla|t}H^{1}(0,2^{1}\cdot H_{x}^{s}))$ .
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で定義し、 Strichartz ノルムは $\kappa>0$ を $s-3\kappa>3/2$ となるよう固定して $2+:=$

$1/(1/2-\kappa)$ とおき、

$\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{r}^{E}(0, T):=L^{\infty}(0, T;H^{s})\cap\langle\nabla/c\rangle^{[perp]/l-\kappa}.L^{2+}(0, T;B_{1/\kappa}^{s-[perp]/\overline{z}+\kappa})$ ,
(5.6)

$\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{r}^{n}(0, T):=L^{\infty}(0, T;H^{s-1})\cap\alpha^{-1/2+\kappa}L^{2+}(0, T,\cdot B_{1/\kappa}^{s-2+2\kappa})$

と定義する。ただし $B_{p}^{s}:=B_{p,2}^{s}$ は $\mathbb{R}^{3}$ 上の Besov 空間である。一様評価は次のノル
ムに対して与えられる。

$||\mathrm{E}||_{(0,T)}:=||\mathrm{E}||_{L^{\infty}(0,T_{j}H^{s})\cap X^{s-1.1}(0,T)}+||\mathrm{E}_{X}||_{\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{r}^{E}(0,l)}’$,
(5.7)

$||N||_{(0,T)}:=||N||_{L^{\infty}(0,T_{\mathrm{i}}H^{s-1})\cap\alpha Y^{s-1,1}(0,T)}+||N_{X}||_{\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{r}^{71}(0,T)}$ .

証明のステップは次の通りである。
1. $H^{s}$ 有界性を仮定して、線形エネルギー評価で $X^{s-1,1}$ 型ノルムを抑える。
2. 非共鳴成分について、高・高周波相互作用は $H^{s}$ 有界性と Strichartz 評価、 $l-\mathrm{f}\mathrm{f}$ .
高周波相互作用は $H^{s}$ 有界性、 $X^{s-1,1}$ 有界性と双線形評価を用いて、 Strichartz
ノルムを抑える。

3. 共鳴成分について、非線形修正エネルギー評価で $H^{s}$ 有界性を出す。誤差項の
評価に上の評価法と有界性の全てを用いる。

4. これらを合わせると (5.7) のノル\Delta に対して閉じた評価が得られ、 時間区間を
十分短く取れば望みの一様評価が得られる。

この議論の要である、非共鳴双線形評価と、非線形修正エネルギーについて以下で
もう少し解説を加える。

6. 双線形評価
$\mathrm{E}^{*}$ を含まない非線形項の評価は、双対論法により、 どちらの項についても次の形
の三重線形形式に対する評価に帰着する。

(6.1) $\langle\Re(N)E|F\rangle_{t,x}=\int_{\mathbb{R}^{1+3}}\Re(N)E\overline{F}dtdx$ ,

ここで $E,$ $F$ は共に $\mathrm{E}$ の方程式の解を想定しているが、以下の議論で $N,$ $E,$ $F$ は一

般の関数である。
これらの時空共鳴性を調べるために、線型方程式の特性曲面からの距離が近い部

分と遠い部分へ分解する。 その境を $\tilde{\delta}>0$ とすると,

$N=N^{C}+N^{F}$ . $\overline{N^{C}}(\tau, \xi)=\chi((\tau-|\xi|)/\delta\dot{)}\hat{N}(\tau, \xi)$ ,

(6.2) $E=E^{C}+E^{F}$ $\overline{E^{C}}(\tau, \xi)=\chi((\tau-\omega(\xi))/\delta)\hat{E}(\tau, \xi)$ ,

$F=F^{C}+F_{:}^{F}$ $\overline{F^{C}}(\tau, \xi)=\chi((\tau-\omega(\xi))/\delta)\hat{F}(\tau, \xi)$ ,

ここで $\omega(\xi):=2c^{2}(\langle\xi/c\rangle-1)\}$ \^u は時空 Fourier 変換を表し、 $\chi\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R})$ は $|t|<1$

で $\chi(t)=1_{\text{、}}$ $|t|>2$ で $\chi(t)--0$ とする。 更に、 それぞれの空間周波数を $j,$ $k,$ $l$ へ

制限する :

(6.3) $\overline{N_{j}}:=\varphi(\xi/j)\overline{N},\overline{E_{k}}:=\varphi(\xi/k\mathrm{I}^{\overline{E}})\overline{F}_{l}:=\varphi(\xi/l)\overline{F}$ .

このとき非共鳴条件として $k<<j \sim l\oint M$ を仮定すると、

(6.4) $\delta<<(\alpha+\min(c, l))l\Rightarrow\langle\Re(N_{j}^{C})E_{k}^{C}|F_{l}^{C}\rangle_{t,x}=0$ .
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つまり、 3 関数の一つは必ず $\delta$ だけ特性曲面から離れていると考えて良い。 その成
分については $X^{s-1,1}$ ノル\Delta が適用できる。

(6.5) $||E^{F}||_{L^{2}H^{s-1}}\sim<\delta^{-1}||E||_{X^{s-1,1}}$ ,

これから荒く言って微分を二つ稼ぐ事ができ、ステップ 1, 2 における 2 回の微分
喪失をちょうど埋め合わせる事ができる。
他方、 $\mathrm{E}^{*}$ を含む項では共鳴が起こらないので、空間周波数の条件なしで、 $\delta$ の上

限 $c(c+j+k+l)$ で上と同様の事が成り立つ。 ただし、 $\alpha\geq c$ となると $\mathrm{E}^{*}$ が共鳴
を起こすようになる。

7. 修正エネルギー

共鳴周波数の評価には次の修正エネルギーを使う。

(7.1) $\mathcal{E}_{M}$ $:=2(\triangle_{\mathrm{c}}\mathrm{E}|\langle\nabla/c\rangle \mathrm{E}_{M})_{x}+(N|N_{M})_{x}/2-(r\iota_{M}\mathrm{E}_{M}|\mathrm{E}_{M})_{x}$,

ここで $(f|\prime g)_{x}$ は $L^{2}(\mathbb{R}^{3})$ 内積である。 $\mathrm{E}^{*}$ を除く事で cE の発散部分が無くなって
いる。 これは厳密な保存量ではないが、方程式を用いると次の等式が得られる。

$\partial_{t}\mathcal{E}_{M}=-2(n\mathrm{E}-nf_{V}f\mathrm{E}_{M}+n\mathrm{E}^{*}|i\triangle_{\mathrm{c}}\mathrm{E}_{M})_{x}$

$(7.2)$ $+(n_{M}\mathrm{E}_{M}|iP_{M}\langle\nabla/c\rangle^{-1}n(\mathrm{E}+\mathrm{E}^{*}))_{x}$

$+(i\alpha|\nabla|N_{M}|\{\mathrm{E}, \mathrm{E}\rangle-\langle \mathrm{E}_{M}, \mathrm{E}_{M}\rangle+\langle \mathrm{E}, \mathrm{E}^{*}\rangle)_{x}$ .
ここで右辺の三重線形形式では、 3 関数とも共鳴周波数である場合が除外されてい
る事が重要である。 これによって.. Strichartz 評価と非共鳴双線形評価で誤差項を
制御する事が可能になる。
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