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On Aluthge transformation and weakly unitarily invariant norm

北海道教育大学札幌校 大久保 和義

1. はじめに
$\mathcal{H}$ をヒルベルト空間, $B(\mathcal{H})$ を $\mathcal{H}$ 上の有界線形作用素全体の集合とする。 $T\in B(\mathcal{H})$ と

して, $T=VP$ を $T$ の polar decomposition とする。 (ただし, $P$ :positive semi-definite,
$V$ : partial isometry satisfying $V^{*}VF=P$ とする。)

$0\leq\lambda\leq 1$ に対して $T$ の $\lambda$ -Aluthge transformation を $P^{\lambda}VP^{1-\lambda}$ で定義する。 特に,
$\lambda=\frac{1}{2}$ のときには, Aluthge tmnsformahon とよばれる ([A] 参照)

。

$|||$ . 田 を $B(?t)$ 上の weakly unitardy invariant norm, すなわち,

$|||VXV^{*}|||=|||X|||$ ( $V\in B(\mathcal{H})$ : unitary, $X\in B(\mathcal{H})$ )

が成り立つとする。 $T$ が invertible のとき, unitarily invariant norm $|||\cdot|.||$ に関して
$g(\lambda)\equiv$ $|||P^{\lambda}VP^{1-\lambda}|||$ $(0\leq\lambda\leq 1)$ とすると, $g(\lambda)$ は convex で $g(0)=g(1)$ である。
また, 特に $\dim \mathcal{H}=2$ のときは, $g(\lambda)=g(1-\lambda)$ が $\mathrm{A}\mathrm{a}$えて, $\min_{0\leq\lambda<1}g(\lambda)=g(\frac{1}{2})$ と

なるが, $\dim \mathcal{H}\geq 3$ のときは, $g(\lambda)$ の最小値は, $g( \frac{1}{2})$ になるとは限らない。 その例と

して, $P=(\begin{array}{lll}1 0 00 2 00 0 3\end{array})$ $V=(_{1/\sqrt{6}}^{1/\sqrt{3}}$$1/\sqrt{2}$ $-1/\sqrt{3}1/\sqrt{6}1/\sqrt{3}$ $-2/\sqrt{6}1/\sqrt{3}0$) を考える。 すると, $f(a)=$

$P^{a}VP^{1-a}=(\begin{array}{lllll}1 1 . 1 .. . . 0 1 6 . . .\end{array})$ となり,

$g(a)=||f(a)||(0\leq a\leq 1)$ とすると $g(1/2)=2.798077044$, $g(2/5)=2.795949312$ とな
ることが計算できる。

$\rho>0$ に対して $T\in B(?t)$ がある Hilbert space $\mathcal{K}\supset \mathcal{H}$ と $\mathcal{K}$ 上の unitary operator $U$

があって,
$T^{n}=\rho QU^{n}|_{\mathcal{H}}$ $(n=1,2, \cdots)$

を満たすとき, $T$ を $\rho$-contraction とよぶ。 ただし, $Q$ は $\mathcal{K}$ から $\mathcal{H}$ への orthogonal
projection である。 $\rho$-contraction に対して, $T$ の $\rho$-radius $w_{\rho}(T)$ が,

$w_{\rho}(T) \equiv\inf${$r>0$ : $\frac{1}{r}T$ is a p-contraction}

で定義される ([H] 参照)。 0 $<\rho\leq 2$ に対して $w_{\rho}(\cdot)$ は $B(\mathcal{H})$ 上の weakly unitarily
invariant norm となる。
この講演では, $T\in B(ft)$ に対してその $\lambda$-Aluthge transformation と weakly unitarily

invariant norm の聞に成り立つ不等式について述べる。

2. $T$ が invertible な場合の結果

定理 1 $T\in B(\mathcal{H})$ 力火 nvertible で $T=VP$ を $T$ の porlar decomposition として, $TB=$
$BT$ とする。 また, $|||\cdot|||$ を $B(\mathcal{H})$ 上の weakly invariant norm とするとき,

$|||F^{\lambda}BVF^{1-\lambda}||\leq||BVP|||$ $(0 \leq\lambda\leq 1)$
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がいえる。

証明
$\varphi(z)\equiv P^{\frac{[perp]}{2}-z}BVP^{\frac{[perp]}{2}+z}$

$(-_{\overline{2}}\wedge\leq{\rm Re}(z)\leq\overline{2}\wedge)$

とすると, $P^{\pm it},$ $V,$ $V^{*}$ は unitary であるから,

$\varphi(\frac{1}{2}+it)=P^{-i\mathrm{f}}\cdot BVP\cdot P^{it}$ , $||\varphi$ ( $\frac{1}{2}+$ 髭)|| $=||BVP||$ $(-\infty<t<\infty)$

となる。 また, 可換性 $VPB=BVF$ を使って,

$\varphi$ ( $- \frac{1}{2}$ 十 it) $=$ $P^{-i\mathrm{f}}\cdot PB\cdot VP^{it}$ $=$ $F^{-it}V^{*}\cdot VFB\cdot VF^{it}$ $=$ $P^{-\tilde{\iota}t}V^{*}BVP\cdot VP^{it}$ ,

となることがわかり,

$|| \varphi(-\frac{1}{2}+\mathrm{i}t)||=||BVP||$

がいえる。 さらに

$L(- \frac{1}{2})=L(\frac{1}{2})=||BVF||$

となるから, 三線定理 ([G-K] 参照) より

$||P^{\lambda}BVF^{1-\lambda}||\leq||BVP||$

が示される。

特に多項式 $f(z)$ に対して $B\equiv f(VF)$ は可換性の条件を満たすから

$||F^{\lambda}f(VP)VP^{l-}"||\leq||f(VP)VP||$ .

がいえることになる。

このことを用いると次のことがいえる。

定理 2 $T\in B(\mathcal{H})$ が invertible で $T=VF$ を $T$ の poriar decomposition とする。 $f$ を任

意の多項式として, $|||\cdot|||$ を $B(\mathcal{H})$ 上の weakly invariant norm とするとき,

$|||f(P^{\lambda}VF^{1-\lambda})|||\leq|||f(VF)|||$ $(0\leq\lambda\leq 1)$

となる。

証明定理 1 で特に多項式 $f(z)$ に対して $B\equiv f(VF)$ は可換性の条件を満たすから

$||F^{\lambda}f(VP)VF^{1-\lambda}||\leq||f(VF)VP||$

がいえる。 すなわち, $f(z)$ が多項式で $f(0)=0$ なら, weakly unitarily invariant norm
$|||\cdot|||$ にたいして

$|||f(P^{\lambda}VF^{1-\lambda})|||\leq|||f(VP)|||$ $(0\leq\lambda\leq 1)$
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がいえる。 一般の多項式 $f(z)$ に対して

$f(z)=\alpha+g(z)\cdot z$

と書こう。 このとき,

$f(VP)=\alpha+g(VF)\cdot VP=\{\alpha\cdot(VP)^{-1}+g(VF)\}\cdot VF$

となる。 そこで
$B=\alpha\cdot(VF)^{-1}+g(VF)$

とすると, $B$ は $VP$ と可換であるので, 定理 1 の結果より

$|||P^{\lambda}BVF^{1-\lambda}|||\leq|||BVF|||=|||f(VP)|||$

がいえる。一方で,

$P^{\lambda}BVF^{1-\lambda}$ $=$ $\alpha F^{\lambda}(VF)^{-1}VP\cdot P^{-\lambda}+P^{\lambda}g(VF)VP^{1-\lambda}$

$=$ $\alpha+F^{\lambda}g(VF)VF^{1-\lambda}=f(P^{\lambda}VF^{1-\lambda})$

となるから, 定理 2 が示される。

3. $T$ が non-invertible な場合

次に, $T$ の invertibility を除いて考えよう。 この場合, invertiblity を仮定する場合と
様相が異なる。 また, 以下の条件を満たす semi-norm を考える。

$|||\cdot|||$ を $B(\mathcal{H})$ 上の semi-norm が次の条件を満たすとする.

$|||X|||\leq\gamma||X||$ $\exists\gamma$ $(X\in B(\mathcal{H}))$ , (1)

および
$|||S^{*}XS|||\leq||S||^{2}\cdot|||X|||$ $(X, S\in B(\mathcal{H}))$ (2)

さらに場合によっては, 以下の条件も要求するときがある。

$|||Q|||=1$ $\forall$ orthoprojection $Q\neq 0$ , (3)

および

$XQ=QX$, orthoprojeciton $Q$ $\Rightarrow$ $|||X|||= \max\{|||XQ|||,$ $|||X(1-Q)|||\}$ (4)

すなわち, $X=A\oplus B$ ならば,

$|||X|||= \max\{|||\{$
$A$

0
$00)|||,$ $|||(\begin{array}{ll}0 00 B\end{array})|||\}$

が成り立つということである。
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条件 (3) は, $|||\cdot|||$ が operator norm と equivalent, すなわち (1) の他に

$\gamma’|||X|||\geq||X||$ $\exists\gamma’$ $(X\in B(\mathcal{H}))$

であれば出るし, もっと自然には

$r(X)\leq|||X|||$ $(x\in B(\mathcal{H}))$

の条件から出る。

(1), (2), (3), (4) を満たす norm としては, operator norm $||\cdot||$ , numerical radius $w(\cdot)$

およびそれを一般化した $\rho$-radius $w_{p}(\cdot)(0<\rho\leq 2)$ などがある。

このとき, 次のことがいえる。

定理 3 $T\in B(\mathcal{H})$ の polar decomposition を $T=VF$ とする。 $|||\cdot|||$ tま条件 (1), (2) を

満たす $B(\mathcal{H})$ 上の semi-norm とする。 このとき, $0\leq\lambda\leq 1$ および任意の多項式 $f$ に関

して次の不等式が成り立つ :

$|||f(P^{\lambda}VF^{1-\lambda})||| \leq\max\{|||f(VP)|||,$ $|||V^{*}\cdot f(VP)\cdot V+f(0)(I-V^{*}V)||\}$

証明
$f(z)=f(0)$ 十 $g(z)z$

と書く。 ここで $g(z)$ も多項式である。つぎに瑞 $(n=1,2, \ldots)$ を以下で定義する。

$F$ invertible $\Rightarrow$ $F_{n}\equiv F$

$F$ not invertible $\supset$ $F_{n} \equiv P+\frac{1}{n}$

$F_{n}\ovalbox{\tt\small REJECT} 3$; invertible positive definite $-C^{\backslash }$ ,

0 $\leq P_{n}^{\lambda}-F^{\lambda}\leq\frac{1}{n^{\lambda}}$ $(n=1,2, \ldots ; 0<\lambda\leq 1)$

たなる。 したがって, 一様収束の意味で,

$f(F^{\lambda}VP^{1-\lambda})$ $=$ $\lim_{narrow\infty}f(P\ VF_{n}^{1-\lambda})$

$f(VF)$ $= \lim_{narrow\infty}f(VF_{n})$

となる。 複素平面の帯状領域 一-21 $\leq{\rm Re}(z)\leq\frac{1}{2}$ で, operator-valued analytic function
$\varphi_{n}(z)(n=1,2, \ldots)$ を

$\varphi_{n}(z)\equiv f(0)+F_{n}^{\frac{1}{2}-z}\cdot g(VP_{n})\cdot VP_{n}^{\frac{1}{2}+z}$

で定義する。 境界 ${\rm Re}(z)= \frac{1}{2}$ および ${\rm Re}(z)=- \frac{1}{2}$ での norm を評価しよう :

$\varphi_{n}(\frac{1}{2}+it)$ $=$ $f(0)+F_{n}^{-it}$ . $g(VF_{n})VP_{n}$ . $P_{n}^{i\mathrm{f}}$

$=$ $F_{n}^{-it}\cdot f(VP_{n})\cdot F_{n}^{it}$
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および

$\varphi_{n}l-\backslash \frac{1}{2}+\mathrm{i}t)$ $=$ $f(0)+F_{n}^{-it}P_{n}\cdot g(VP_{n})V\cdot P_{n}^{it}$

$=$ $F_{n}^{-it}\{f(\mathrm{O})+F_{n}\cdot g(VP_{n})V\}P_{n}^{it}$

となる。 ここで $F_{n}^{\pm il}$ は unitary だから

$\sup_{t\in \mathrm{R}}|||\varphi_{n}(\frac{1}{2}+\mathrm{i}t)|||$ $\leq$ $|||f(VF_{n})|||$

$\sup_{t\in \mathrm{R}}|||\varphi_{n}(-\frac{1}{2}+\mathrm{i}t)|||$ $\leq$ $|||f(\mathrm{O})+F_{n}\cdot g(VP_{n})V|||$ .

三線定理を使うと

$|||f(I_{n}^{\lambda}UF_{n}^{1-\theta||}$ $=$ $||| \varphi_{n}(\frac{1}{2}-\lambda)|||$

$\leq$ $\max\{|||f(VF_{n})|||,$ $|||f(0)+F_{n}\cdot g(VP_{n})V|||\}$

がいえる。 したがって limit を考えると

$|||f(P^{\lambda}VF^{1-\lambda})||| \leq\max\{|||f(VP)|||,$ $|||f(0)+F\cdot g(VP)V|||\}$

となる。 ところで $V^{*}VF=P$ より

$f(0)$ 十 $F\cdot g(VF)V$ $=$ $V^{*}\{f(0)$ 十 $VF\cdot g(VP$) $\}V+f(0)(I-V^{*}V)$

$=$ $V^{*}\cdot f(VP)\cdot V+f(0)(I-V^{*}V)$ .

より

$|||f(0)$ 十 $P\cdot g(VF)V|||$ $=$ $|||V^{*}\cdot f(VP)\cdot V$ 十 $f(0)(I-V^{*}V)|||$

となり, 上と合わせると定理 3 が証明される。

系 4 $f,$ $\lambda,$ $T=VF$ に関しては定理 3 と同じ設定で, 以下の (i), (ii), (iii) のどれかが満
たされれば

$|||f(F^{\lambda}VF^{1-\lambda})|||\leq|||f(VF)|||$

が成り立つ。

(i) $f(0)=0$,

(ii) $V$ として isometry がとれる, すなわち $\dim(\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T))\leq\dim(\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T^{*}))$ ,

(iii) semi-norm $|||\cdot|||$ が (3), (4) を満たす。
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証明 (i), (ii) の場合は

$|||V^{*}\cdot f(VP)\cdot U+f(0)(I-V^{*}V)|||=|||U^{*}\cdot f(VP)\cdot V|||\leq|||f(VP)|||$

となるから示される。

(iii) の場合は, ( $V$ が isometry でなければ)

$|||V^{*}\cdot f(VP)\cdot V+f(0)(I-V^{*}V)|||$ $=$ $\max\{|||V^{*}\cdot f(VP)\cdot V|||,$ $|f(0)|\}$

$\leq$ $\max\{|||f(VF)|||,$ $|f(0)|\}$

であるが,

$|f(0)|\cdot|||I-V^{*}V|||=|||(I-V^{*}V)\cdot f(VF)$ . (I-V*V川 $|\leq|||f(VP)|||$

がいえるので, 上と合わせると

$|||V^{*}\cdot f(VP)\cdot V+f(0)(I-V^{*}V)|||\leq|||f(VP)|||$

がでるから, 結局定理 3 より

$|||f(F^{\lambda}VF^{1-\lambda})|||\leq|||f(VF)|||$

が示される。

系 5 $f,$ $\lambda,$ $T=VF$ に関しては定理 3 と同じ設定とする。 このとき, $\rho>0$ に対して次

の不 $\Leftrightarrow \text{式}$がいえる
$\circ$

$w_{\rho}(f(P^{\lambda}VF^{1-\lambda}))\leq w_{\rho}(f(VP))$

特に $\rho=1,2$ として

$||f(F^{\lambda}VF^{1-\lambda})||\leq||f(VF)||$ , $w(f(P^{\lambda}VF^{1-\lambda}))\leq w(f(VF))$

証明もし $0<\rho\leq 2$ ならば, $\rho$-radius は (1), (2), (3), (4) を満たす norm なので, 系 4
(iii) を使えばよい。 $\rho>2$ のとき, $X\in B(\mathcal{H})$ に対して, $w_{\rho}(X)\leq 1$ なるための必要十分

条件は $r(X)\leq 1$ で

$|| \sum_{k=1}^{\infty}\frac{(\rho-1)^{k}|z|^{k-1}}{\rho^{k}}X^{k}||\leq\rho-1$ for $|z|\leq 1$

が成り立つことである ([A-O] 参照) 。 したがって, 系 5 を示すためには $w_{\rho}(f(T))\leq 1$ 力

成り立ったつとき, $w_{\rho}(f(P^{\lambda}UP^{1-\lambda}))\leq 1$ が成り立つことを示せばよ $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\mathrm{o}}w_{\rho}(f(T))\leq 1$

とすると先のことから,

$r(f(F^{\lambda}UP^{1-\lambda}))= \lim_{narrow\infty}||(f(P^{\lambda}VP^{1-\lambda}))^{n}||^{1/n}\leq\lim_{narrow\infty}||(f(T))^{n}||^{1/n}=r(f(T))\leq 1$
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が $|z|\leq 1$ と任意

$|| \sum_{k=1}^{\infty}\frac{(\rho-1)^{k}|z|^{k-1}}{\rho^{k}}(f(P" VP^{l-\lambda}))^{k}||\leq||\sum_{k=1}^{\infty}\frac{(\rho-1)^{k}|z|^{k-1}}{\rho^{k}}(f(T))^{k}||\leq\rho-1$

が $|z|\leq 1$ に対していえて, したがって, $w_{\rho}(f(P^{\lambda}VF^{1-\lambda}))\leq 1$ が $^{\mathrm{a}}$える。

注意系 5 の結果で $\lambda=\frac{1}{2}$ のときは [I-N-O-Y] で示されている。

$X\in B(\mathcal{H})$ に対して $X$ の数域 $W(X)$ が次で定義される :

$W(X):=\{(Tx, x)|x\in \mathcal{H}, ||x||=1\}$

ここでは, $\lambda$-Aluthge transformation と $W(\cdot)$ に関する包含関係について示す。

系 6 $f(z),$ $\lambda,$ $V,$ $P$ は定理 3 と同じ設定とする。 このとき, 数域 $W(\cdot)$ に関して以下

の包含関係が成り立つ。すなわち,

$\overline{W(f(P^{\lambda}VP^{1-\lambda}))}\subset\overline{W(f(VF))}$

証明一般に operator A に関して, どの $1\leq\rho\leq 2$ で

$\overline{W(A)}=\mu\in \mathrm{C}\cap\{z ; |z-\mu|\leq w_{\rho}(A-z)\}$

となることが知られている。 系 5 で $f(z)-\mu$ を考えて,

$w_{\rho}(f(P^{\lambda}VP^{1-\lambda})-\mu)\leq w_{\rho}(f(VF)-\mu)$

であるから, 求める包含関係は上の共通部分表示よりでる。

注意系 6 に関して $\lambda=\frac{1}{2}$ のとき, $W(P^{1/2}VF^{1/2})$ $\subset W(VF)$ は $[\mathrm{Y}],[\mathrm{W}]$ で示されてい

る。 また, 系 6 の $\lambda=\frac{1}{2}$ のときは [I-N-O-Y] で示されている。
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