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1 はじめに

高橋・薩摩 [TS] により与えられた箱玉系は, 組合せ論的な時間発展をもつ離散力学系であり,

soliton方程式の離散類似と見なされる. 実際箱玉酒を連続 soliton方程式 (Lotka-Volterra

方程式等) の極限として与える超離散化の処方箋 $a\cross barrow a+b,$ $a+b arrow\max(a, b)$ が知ら

れている [TTM $\mathrm{S}$ ]. 一方で, 可解格子模型の crystal 極限という観点から [HHIKTT] [FOY],

結晶基底の理論 [K] に基づく箱玉系の種々の拡張が考えられた [HKTI][HKT2][HKOTY].

このように, 箱二三は, soliton 方程式 (古典系) と可解格子模型 (量子系) の接点に位置す

る興味深い対象である. 箱玉系そのものへの興味と共に, こうした関連を通して格子模

型 $/\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}$ 方程式の理解を深めることも, 箱玉詠研究の動機のひとつである,

量子群 量子 $R$ 可解格子模型
$\downarrow$

Crystals 組合せ $R$ 箱晶系
$\uparrow$

幾何 crystals Tropical $R$ Soliton方程式

可解格子模型/箱玉系においては, その対称性を記述する量子群 $/\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l}$ が基本的であ

るが, これらの tropical1 な対応物である幾何 crystal[BK] や tropical $R[\mathrm{Y}][\mathrm{K}\mathrm{O}\mathrm{T}\mathrm{Y}1]$ には,

まだ未開拓の点が多い. その具体例を考察することが本稿の目的である. 組合せ $R$ およ

び tropical $R$ は, $‘(\mathrm{Y}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}$-Baxter 方程式の集合論義解” (Yang-Baxter map) の例でもある

([ABSJ[V] およびその文献を参照),

lTropical と $\mathrm{v}\backslash$ う用語は , ここでは “引き算なしで書ける双有理変換” の意味で用いる [Ki].
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2 最も簡単な例: $A_{n-1}^{(1)},$ $B^{1,l}$

2.1 Crystal $B^{1,l}$

$A_{n-1}^{(1)}$ -cryctal $B^{1,l}$ は, 集合としては

$B^{1,l}= \{(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{n}|l(x)=\sum_{i=1}^{n}x_{i}=l\}$ , (1)

で与えられる. 各元 $x\in B^{1,l}$ は $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})\Leftrightarrow(1^{x_{1}}2^{x_{2}}\ldots n^{x_{n}})$ の対応で shape
$\lambda=(l)$ (横一列 Young 図), 文字 $\in\{1,2, \ldots, n\}$ の準標準盤に対応する, Bl\sim (の tensor積 $=$

集合としては単に直積) には Kashiwara作用素が定義され $A_{n-1}^{(1)}$ 型 affine crystal の構造を
もつ. その intertwiner である組合せ $R$

$R$ : $B^{1,l_{1}}\otimes B^{1,l_{2}}arrow B^{1,l_{2}}\otimes B^{1,l_{1}}$ ,
(2)

$(x, y)\vdasharrow(x’, y’)$ ,

は, 関係式 $(\mathrm{i}\in \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})$

xi+yi=x(十 $y_{i}’$ ,
(3)

$\min(x_{i}, y_{i+1})=\min(x_{i}’, y_{i+1}’)$ ,

および付帯条件 $\ell(.x’)=\ell(y),$ $p(y’)=p(x)$ により特徴づけされ, 区分線形な公式 [HHIKTT]

$x_{i}’=y_{i}+P_{i}-P_{i-1}$ , $y_{i}’=x_{i}$ 十 $P_{i-1}-P_{i}$ ,

$P_{i}= \max_{1\leq k\leq n}\{\sum_{j=k}^{n}x_{i+j}+\sum_{j=1}^{k}y_{i+j}\}$ . (4)

で与えられる. この公式は , $l_{1},$ $l_{2}$ に関係なく適用可能である. そこで’(x) $=l$ の条件を忘
れて $B^{1}=\mathbb{Z}_{\geq 0}^{n}$ とおき $R$ を $B^{1}\otimes B^{1}arrow B^{1}\otimes B^{1}$ と考えてもよい. 以下では (幾何)crystal
をこの流儀で扱う.

2.2 幾{可 crystal $B^{1}$

$B^{1}$ の tropical な類似として

$B^{1}=\{(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})\in$ ひ $\}$ , $\ell(x)=\prod_{i=1}^{n}x_{i}$ . (5)

とおき, tropical $R$

$R$ : $\mathcal{B}^{1}\otimes \mathcal{B}^{1}arrow \mathcal{B}^{1}\otimes B^{1}$ ,
(6)

$(x, y)-:(x’, y’)$ ,
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を考える. この $R$ は, Toda-like な関係式

$x_{i}.y_{i}=x_{i}’y_{i}’$ ,

$\frac{1}{x_{i}}+\frac{1}{y_{i+1}}=\frac{1}{x_{i}’}.+\frac{1}{y_{i+1}’}$,
(7)

および, 付帯条件 $l(x’)=\ell(y),$ $l(y’)=p(x)$ により決まる tropical な ( $=$引き算なし) 双有

理変換であって, 具体的に

$x_{i}’=y_{i} \frac{P_{i}}{P_{i-1}}$ , $y_{i}’=x_{i} \frac{P_{i-1}}{P_{i}}$ ,

(8)
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $= \sum_{k=1j}^{n}\prod_{=k}^{n}x_{i+j}\prod_{j=1}^{k}y_{i+j}$ ,

と与えられる [HHIKTT][Y]. この式は tableauへの対称群 $\mathfrak{S}_{n}\mathit{0}$)作用との関連で Kirillov

によっても知られていた ([Ki] \S 4.3).
Tropical $R$ : $\mathcal{B}^{1}\otimes B^{1}arrow B^{1}\otimes B^{1}$ は以下の基本的性質を満たす.

$\bullet R^{2}=1$

嫁 $R_{12}R_{23}R_{12}=R_{23}R_{12}R_{23}$ on $B^{1}\otimes B^{1}\otimes B^{1}$

$\bullet$ $\mathrm{p}_{\mathrm{I}}\cdot R=R\mathrm{p}\mathrm{r}$ , ここに $\mathrm{p}\mathrm{r}(x_{i})=x_{i-1},$ $\mathrm{p}\mathrm{r}(y_{i})=y_{i-1}$ は promotion作用

$\bullet$ $e_{i}^{\mathrm{c}}R=Re_{i?}^{c}$ ここに $e_{i}^{c}$ は幾何 crystal の作用

これらの性質は, $R$が affine 幾何 crystal の同型であることを表すもので, $B^{1}$ の行列による

実現を用いることにより簡明に示すことができる. 次節でそれを紹介する.

2.3 $B^{1}$ の行列による実現

$B^{1}$ の元 $x=(x_{1}, \ldots, x_{n})$ に対して, 次の行列 $M_{1}(x, z)$ を対応させる.

$x\in B^{1}\mapsto M_{1}(x, z)=\ovalbox{\tt\small REJECT} x_{1,-1}^{-1}$

$x_{2,-1}^{-1}$

$x_{3}^{-1}..$

.
-1

$x_{n^{-1}}-z\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-1}$ (9)

この行列 $M_{1}(x, z)$ を用いると, (1) tensor 積, (2) promotion $\mathrm{P}^{\mathrm{I}}.,$ (3) 幾何 crystal 作用 $e_{2}^{c}$ ,

(4) tropical $R$ などを以下のように行列の言葉で表すことができる.
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(1) Tensor 積 $\mapsto$ 行列の積:

$x\otimes y\mapsto l\mathfrak{l}^{j}I_{1}(x, z)\mathrm{i}VI_{1}(y, z)$ . (10)

(2) $\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mapsto$ 巡回行列による共役変換:

$M_{1}(\mathrm{p}\mathrm{r}(x), z)=CM_{1}(x, z)C^{-1}$ , $C=\ovalbox{\tt\small REJECT}$

1 ...
1

$z\ovalbox{\tt\small REJECT}$ . (11)

(3) $e_{i}^{c}$ 作用 $\mapsto$ 行列 $G_{i}$ の作用 :

$x^{(1)}\otimes\cdots\otimes x^{(L)}$ $\Leftrightarrow$ $M=M_{1}(x^{(1)}, z)\cdots M_{1}(x^{(L)}, z)$

$\downarrow$ $\downarrow$ (12)
$e_{i}^{c}(x^{(1)}\otimes\cdots\otimes x^{(L)})$ $\mapsto$ $G_{i}(u)MG_{i}(v)$

ここで $1\leq \mathrm{i}\leq n-1$ (かつ $z=0$) の場合, 上記は [BK] における有限 $A_{n-1}$ 幾何 crystal の
実現

$u=(c-1) \ovalbox{\tt\small REJECT}\frac{l\mathrm{t}/I_{ii}}{\Lambda I_{i+1i}}]_{z=0}$ , $v=(c^{-1}-1) \ovalbox{\tt\small REJECT}\frac{M_{i+1i+1}}{M_{i+1i}}]_{z=0}$ , $G_{i}(a)=1+aE_{i,i+1}$ , (13)

である. $\mathrm{i}=0$ の場合は, その affine化として

$u=(c-1) \ovalbox{\tt\small REJECT}\frac{zi\vee I_{nn}}{\mathrm{J}I_{1n}},\ovalbox{\tt\small REJECT}_{z=0}$ , $v=(c^{-1}-1) \ovalbox{\tt\small REJECT}\frac{z\mathit{1}\vee I_{11}}{M_{1n}}]_{z=0}$ , $G_{0}(a)=1+ \frac{a}{z}E_{n,1}$ , (14)

とする. 式 (12) は, それが共役変換となる場合 (つまり $u=-v$ となるように変数 $c$ を特殊

化した場合) は Weyl群の作用を与える.

(4) Tropical $R\mapsto$ 行列の交換関係:

$M_{1}(x, z)l\mathrm{t}/I_{1}(y, z)=M_{1}(x’, z)M_{1}(y’, z)$ . (15)

24 $\tau$ functions

Soliton 方程式との関係では, $\tau$ 関数が重要である. Tropical $R$ に付随する $\tau$ 関数 $\tau_{i}^{a}$ を,
次式で導入する, 2

$x_{i}= \frac{\tau_{i}^{2}}{\tau_{i}^{3}}\frac{\tau_{i-1}^{3}}{\tau_{i-1}^{2}}$ , $y_{i}= \frac{\tau_{i}^{1}}{\tau_{i}^{2}}\frac{\tau_{i-1}^{2}}{\tau_{i-1}^{1}}$ , $(x’, y’)=(x, y)|_{\tau^{2}arrow\tau^{4}}$ . (16)

量子 $R$行列の図式表示にならって, 次のような図で表すと見やすい.
2このままでは, $x_{1}\cdots x_{n}=1$ となってしまう. これは (a) $x_{i}=\alpha_{i}\tau\tau/(\tau\tau)$ のように定数因子をつける,

または, (b) $\tau_{i}$ は添字 $\mathrm{i}\simeq i+n$ について準周期的とする, などにより解消できるが, ここでは簡単のため立
ち入らない.
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$y$

$x$ $y’$

$\tau^{2}$ $\tau^{1}$

$\tau^{3}$ $\tau^{4}$

$x’$

$\tau$ による表示では, tropical $R$ を特徴づける条件 (7) のうち, weight保存を表す条件 $x_{i}y_{i}=$

$x_{i}’y_{i}’$ は自動的に満たされる. もうひとつの条件は

$\frac{1}{x_{i}}+\frac{1}{y_{i+1}}=\frac{1}{x_{i}’}+\frac{1}{y_{i+1}’}\Leftrightarrow\tau_{i}^{4}\tau_{i-1}^{2}-\tau_{i}^{2}\tau_{i-1}^{4}=\tau_{i}^{1}\tau_{i-1}^{3}$, (17)

となって, Hirota-Miwa型の双線形関係式 [H] [M] になる.

3 $A_{n-1}^{(1)}$ の高階表現 $B^{k}$

前節の例は $A_{n-1}^{(1)}$ 幾何 crystal $B^{1}$ であった. 同様の結果は $D_{n}^{(1)}$ (および $A_{2n-1}^{(2)},$ $C_{n}^{(1)}$ ) 型幾

何 crystal $B^{1}$ についても得られている [KOTYI] [KOTY2]. $D_{n}^{(1)}$ 型 $B3$ 幾何 crystal に対す

る $M$ 行列は $2n$ 次正方行列で, spectral parameter $z$ xこ対して 2 次式となる. [KOTYI] で

は行列 $M$ と tropicat $R$ について, [KOTY2] では $\tau$ 関数および, DKP 方程式との関連が示

された. 詳細はそれぞれの論文を参照されたい.
より一般の組合せ $R[\mathrm{H}\mathrm{K}\mathrm{O}\mathrm{T}]$ にも同様に tropical $R$が対応すると期待される. ここで

は, $A_{n-1}^{(1)}$ の高階の表現 $\mathcal{B}^{k}$ について述べよう.

3.1 $A_{n-1}^{(1)}$ 幾何 crystal $\mathcal{B}^{k}$

$1\leq k\leq n-1$ に対して, $A_{n-1}^{(1)}$ の幾何 crystal $B^{k}$ を考える. その元 $x\in B^{k}$ を $k(n-k+1)$

個の複素数の組
$x=(x_{ij})$ , $(1\leq \mathrm{i}\leq k, i\leq j\leq n-k+i)$ (18)

で表す. これらは, 条件

$\prod_{j=i}^{n-k+i}x_{ij}=\ell(x)$ , $(1\leq i\leq k)$ (19)

に従うとし, $l(x)$ を $x\mathit{0}$) level とよぶ. 幾何 crystal の構造 ( $e_{i}^{\mathrm{c}}$ 作用) は, 以下で述べる行列

実現を用いて $B^{1}$ の場合と同様に与えられる.



$\mathrm{B}\mathit{2}$

$B^{k}$ は shape \lambda =(lりの tab\sim eau(長方形) の tropical な類似であり, $x_{ij}$ は tableau の第 i-
列に含まれる文字 $j$ の個数に対応する. 例えば, $k=2,$ $n=5$ の場合, 対応する tableau を

$1^{x_{11}}$ $2^{x_{12}}$ $3^{x_{13}}$ $4^{x_{14}}$

(20)
$2^{x_{2^{\iota}}7}\sim$ $3^{x_{23}}$ $4^{x_{24}}$ $5^{x_{25}}$

と表すと, この $x_{ij}$ は $B^{k}$ の座標 $x_{ij}$ の超離散極限として得られる.

3.2 行列 $M_{k}(x, z)$ の定義

$\mathcal{B}^{1}$ の場合と同様, 基本となるのは行列 $M_{k}(x, z)$ である. これについて以下の性質を要求

する.

$\bullet$ $M_{k}(x, z)$ は $x=(x_{ij})$ と $z$ に依存する $n\mathrm{x}n$ 行列.

$\bullet$ $M_{k}(x, z)=A(x)+B(x)z$ と分解され, $A(x)$ は $A_{n-1}$ の有限幾何 crystal $B^{k}$ に対応す

る既知の下三角行列, $B(x)$ は適当な上三角行列.

・双有理変換 $\mathrm{p}\mathrm{r}$ : $B^{k}arrow B^{k}$ であって $M_{k}(\mathrm{p}\mathrm{r}(x))z)=CM_{k}(x, z)C^{-1}$ となるものが存
在する ( $C$ は (11) の巡回行列).

これらの条件から $\mathrm{p}\mathrm{r},$
$l\mathrm{t}/I_{k}(x, z)$ が以下に見るように一意的に決められる. 3

行列 $M_{k}(x, z)=A(x)+zB(x)$ の具体形は次のように与えられる. まず, 行列 $A(x)$ の

( $\mathrm{i}$ ,の成分 ( $i\geq$ のは

$A(x)_{ij}= \sum_{p}\prod_{(a,b)\in p}x_{ab}$
, (21)

である $[\mathrm{B}\mathrm{K}][\mathrm{N}\mathrm{Y}]$ . 和は, 以下の格子 ($k=3,$ $n=6$ の場合を示した) 上で, $(1, i)$ を始点 $(k,\dot{J})$

を終点として, 矢印に沿って移動する経路 $p$全てにわたる.

$x_{11,\downarrow}$ $\vdash x_{12,\downarrow}$ $\vdash x_{13,\downarrow}$ $\vdash x_{14,\downarrow}$ $\downarrow 1$ $\downarrow 1$

$\downarrow 1$

$x_{22,\downarrow}$

$\vdash$

$x_{23,\downarrow}$

.
$\vdash$

$x_{24,\downarrow}$

$\vdash$

$x_{25,\downarrow}$
$\downarrow 1$

(22)

1 1 $x_{33}$ $\vdash$ $x_{34}$ $\vdash$ $x_{35}$ $\vdash$ $x_{36}$

一方, 行列 $B(x)$ の $(\mathrm{i},\dot{J})$ 成分 $(\mathrm{i}<j)$ は

$B(x)_{ij}=p(x)^{1-k} \sum_{P}\prod_{(a,b)\in P}x_{ab}$
, (23)

で与えられる. 和は, 上と同じ格子上で $(1, \alpha)$ , $\alpha\in[1, \mathrm{i}]\cup[j-k+1, n]$ を始点, $(k, \beta)$ ,
$\beta\in[1, i+k-1]\cup[j, n]$ を終点とする, $n+k+\mathrm{i}-j$ 本の非交差経路族 $P$ 全てにわたる.

3こうして決まる $\mathrm{p}\mathrm{r}$ は Sch\"utzenbel.ger $\text{の}$ promotion operator の tropical 類似を与える. 後者は, $B^{h,l}$

の affine crystal の記述 $\overline{e}_{0}=\mathrm{p}\mathrm{r}^{-1}\circ\overline{e}_{1}\circ \mathrm{p}\mathrm{r},\tilde{f}_{0}=\mathrm{p}\mathrm{r}^{-1}\circ\overline{f}_{1}\circ \mathrm{p}\mathrm{r}$ で用いられた [S].
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3.3 例: $k=2,$ $n=5$

(1) Tropical $\mathrm{p}\mathrm{r}$ :

$\mathrm{p}\mathrm{r}(x_{11})=x_{25}$ , $\mathrm{p}\mathrm{r}(x_{12})=\frac{x_{22}(x_{12}x_{13}+x_{13}x_{23}+x_{23}x_{24})}{x_{12}x_{13}}$,

$\mathrm{p}\mathrm{r}(x_{13})=\frac{x_{12}x_{23}(x_{13}+x_{24})}{x_{12}x_{13}+x_{13}x_{23}+x_{23}x_{24}}$, $\mathrm{p}\mathrm{r}(x_{14})=\frac{x_{13}x_{24}}{x_{13}+x_{24}}$,

$\mathrm{p}\mathrm{r}(x_{22})=\frac{x_{11}x_{12}x_{13}}{x_{22}^{\tau}(x_{12}x_{13}+x_{13}x_{23}+x_{23}x_{24})}.$ , (24)

$\mathrm{p}\mathrm{r}(x_{23})=\frac{x_{22}(x_{12}x_{13}+x_{13}x_{23}+x_{23}x_{24})}{x_{23}(x_{13}+x_{24})}$ ,

$\mathrm{p}\mathrm{r}(x_{24})=\frac{x_{23}(x_{13}+x_{24})}{x_{24}}$ , $\mathrm{p}\mathrm{r}(x_{25})=x_{14}x_{24}$ .

この超離散極限は次図の jeu-de-taquin に対する区分線形公式を与える.

$1^{x_{11}}$ $arrow$ $2^{x_{12}}$ $arrow$ $3^{x_{13}}$ $arrow$ $4^{x_{14}}$

$\downarrow$ $\downarrow$ $\downarrow$
$\downarrow$ (25)

$2^{x_{22}}$ $arrow$ $3^{x_{23}}$ $arrow$ $4^{x_{24}}$ $arrow$ $\square$ $(arrow 5^{x?5}.\lrcorner)$

(2) 行列 $A(x)$ :

$A(x)=\{$ $x_{11}.x_{0}x_{13}x_{11}x_{12}x_{1_{1}^{\mathrm{n}}}p^{12}$
$x_{12}x_{22}a_{32}a_{42}0p$ $x_{23}x_{24}x_{25}x_{13}x_{23}a_{43}00$ $x_{24}x_{25}x_{14}x_{24}000$ $x_{25}.00\mathrm{O}\mathrm{O}\ovalbox{\tt\small REJECT})$ (26)

ここに
$a_{32}=x_{13}x_{22}(x_{12}+x_{23})$ ,
$a_{42}=x_{14}x_{22}(x_{12}x_{13}+x_{13}x_{23}+x_{23}x_{24})$ , (27)
$a_{43}=x_{14}x_{23}(x_{13}+x_{24})$

フ

$l=x_{11}x_{12}x_{13}x_{14}=x_{22}x_{23}x_{24}x_{25}$ .

(3) 行列 $B(x)$ :

$B(x)=\ovalbox{\tt\small REJECT} 0000000000$
$00p00b_{14}00p0$ $b_{25}b_{15}00p\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , $(2\mathrm{S})$
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ここに
$b_{14}=\underline{p}+\underline{p}$ ,

$x_{12}$ $x_{23}$

$b_{15}= \frac{p}{x_{12}x_{13}}+\frac{p}{x_{12}x_{24}}+\frac{p}{x_{23}x_{24}}$ (29)

$b_{25}= \frac{p}{x_{13}}+\frac{p}{x_{24}}$ .

3.4 $x_{\mathrm{i}j}$ の行列式公式

$\mathit{1}\mathfrak{l}I_{k}(x, z)$ を用いて tropical $R$ および tropical promotion $\mathrm{p}\mathrm{r}$ を計算しよう. その準備とし

て変数 $x_{ij}$ を $M_{k}(x, z)$ の小行列式で表す公式を求めておく. まず, 行列 $B(x)$ の非自明な要

素 $b_{ij}(j>i+k)$ が, $A(x)^{-1}$ の小行列式により,

$b_{ij}=p(x)(-1)^{(k-1)(i+j)}\det[i+k,j-1],[i+1,j-k](A(x)^{-1}))$ (30)

と書けることを用いて,

$A(x)^{-1}M_{k}(x, z)=\ovalbox{\tt\small REJECT} E_{k}0$ $(1+(-1)^{k} \frac{z}{l(x)})E_{n-k}*\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , (31)

を得る. これより, $z_{0}=(-1)^{k-1}/p(x)$ に対して $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{J}/I_{k}(x, z_{0})=k$ となる. 従って, 任意の
$I=\{\mathrm{i}_{1}<\cdots<\mathrm{i}_{k}\},$ $J=\{j_{1}<\cdots<j_{k}\}$ を添字集合とする $X=l\triangleright I_{k}(x, z_{0})$ の $k$ 次小行列

式は,
$\det_{IJ}(X)$ $=$ ( $J$ independent) (I independent) (32)

のように因子化される. この $k$ 次小行列式を用いて, 変数 $x_{ij}$ は次のように表される.

$x_{ij}=\{$

$\frac{\tau_{ij}}{\tau_{i-1,j}}$ , $(j=\mathrm{i})$

$\frac{\tau_{ij}\tau_{i-1,j-1}}{\tau_{i,j-1}\tau_{i-1,j}}$ , $(i<j<i+n-k)$
(33)

$p(x) \frac{\tau_{i-1,j-1}}{\tau_{i,j-1}}$ , $(j=\mathrm{i}+n-k)$

$\tau_{ij}=\tau_{ij}(X)=\det_{*,J_{ij}}(X)$ , $J_{ij}=[1, \mathrm{i}]\cup[j+1, k-\mathrm{i}+j]$ .

実際上記の因子化の性質より, 式 (33) の右辺の比は, 行の添字集合 $*$ の選び方によらない.
そこで $*=[n-k+1, n]$ の場合を考えると, $B_{ij}=0(\mathrm{i}>n-k)$ より, $\det_{*,J_{ij}}(M(x, z))=$

$\det*,J_{ij}(A(x))$ となり, $A$ の行列式に対する非交差路和の公式 [GV][BFZ] が適用できて

$\tau_{ij}=(\prod_{a=1}^{i}\prod_{b=a}^{a+n-k}x_{a,b})(\prod_{a=i+1}^{k}\prod_{b=\max(aj+1)}^{a+n-k},x_{a,b})$ , (34)
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となる. 比をとって式 (33) が得られる.

同様に, 次の表示も得られる

$x_{ij}=\{$

$\ell(x)\frac{\sigma_{ij}}{\sigma_{i-1,j}}$ ,

$\frac{\sigma_{ij}\sigma_{i-1,j-1}}{\sigma_{i,j-1}\sigma_{i-1,j}}$ ,

$\frac{\sigma_{i-1,j-1}}{\sigma_{i,j-1}}$ ,

$(j=i)$

( $\mathrm{i}<j<\mathrm{i}$ 十 $n-k$ )
(35)

$(j=\mathrm{i}+n-k)$

$\sigma_{ij}=\sigma_{ij}(X)=\det_{I_{i_{J}},*}(X)$ , $I_{ij}=[_{J}--\mathrm{i}+1, j]\mathrm{U}[n-k+i[perp]_{\mathrm{I}}1, n]$ .

ここでも列の添字 $*$ は ( $\sigma$ の比の意味で) 任意にとってよい. さらに, 同じく因子化の性質

より, 小行列式の比 $\tau_{I}(X)/\tau_{J}(X)$ (resp. $\sigma_{I}(X)/\sigma_{J}(X)$ ) は左 (resp. 右) からの積 $X\vdash+gX$

(resp. $X\vdash\Rightarrow Xg$ ) に対して不変であることに $\backslash \grave{/}\grave{\not\subset}\vec{\prime\Xi_{\backslash }\cup\backslash }$する. ($\tau_{I},$ $\sigma_{I}$ は相 i杯変式). この JI.4- RR-F.は,

次に述べる tropical $R$ , tropical $\mathrm{p}\mathrm{r}$ の計算で有効に働く.

3.5 $R$ と $\mathrm{p}\mathrm{r}$ の行列式公式

Tropical $R$ : $(x, y)\mathrm{t}arrow(x’, y’)$ の定義関係式は

$M_{k_{1}}(x, z)M_{k_{2}}(y, z)=Z=M_{k_{2}}(x’, z)M_{k_{1}}(y’, z)$ , (36)

であった. ここで, 公式 (33),(35) において $X$ を $Z$ に置き換え, 積不変性を用いれば, 次が

得られる
$x_{ij}’= \frac{\sigma_{\mathrm{i}j}(Z)\sigma_{i-1,j-1}(Z)}{\sigma_{i,j-1}(Z)\sigma_{i-1,j}(Z)}|_{z=\langle-1)^{k_{2}.-1}/\ell(y)}$ ,

(37)

$y_{ij}’= \frac{\tau_{ij}(Z)\tau_{i-1,j-1}(Z)}{\tau_{i,j-1}(Z)\tau_{i-1,j}(Z)}|_{z=(-1)^{k_{1}-1}/l(x)}$ .

(これは $i<j<\mathrm{i}+n-k$ の場合の式. $j=1$や $=\mathrm{i}+n-k$ の場合は (33),(35) と同様).

3 個以上の tensor積に関しても, その両端の成分につ $\iota_{\mathit{1}}\mathrm{a}$ては同様の公式が成り立つ. ただ

しこれらの小行列式の有理式としての具体的な一般公式は得られておらず 4, それが正値
有理変換であることは現在のところ予想である.
一方, tropical $\mathrm{p}\mathrm{r}$ 1よ, その定義関係式

$M_{k}(\mathrm{p}\mathrm{r}(x), z)=CZC^{-1}$ , $Z=IVI_{k^{n}}(x, z)$ , $(3\mathrm{S})$

$4k_{1}$ または $k_{9}$. $\text{の}$少なくとも –方が 1 の場合には経路和公式の予想がある,
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より, 次の行列式で表される,

$\mathrm{p}\mathrm{r}(x_{ij})=\frac{\tau_{ij}(ZC^{-1})\tau_{i-1,j-1}(ZC^{-1})}{\tau_{i,j-1}(ZC^{-1})\tau_{i-3,j}(ZC^{-1})}|_{z=(-1)^{k-1}/l(x)}.)$

(39)

$= \frac{\sigma_{ij}(CZ)\sigma_{i-1j\}-1}(CZ)}{\sigma_{i,j-1}(CZ)\sigma_{i-1,j}(CZ)}|_{z=(-1)^{k-1}/\ell(x)}$

.

4 可積分系への応用

4.1 Tropical vertex models

Tropical $R$ から自然に構成される” 可積分な” 力学系として tropical vertex modelが考え
られる. これは,

$x=x^{(1)}\otimes\ldots\otimes x^{\{L)}\in B^{k_{1}}\otimes\cdots\otimes B^{k_{L}}$ (40)

を従属変数とし, その時間発展 $x\vdasharrow\overline{x}=T_{c}(x)$ を次で定義するものである.

$x^{(1)}$ $x^{(2)}$ $x^{(L)}$

$c$ Cノ

$\overline{x}^{(1)}$ $\overline{x}^{(2)}$ $\overline{x}^{(L)}$

この構成は箱玉門における” 運搬車 algorithm” に対応し, 超離散極限で国玉系 (の一般化)
を与える [KOTY2].

Tropical vertex model を周期的に変形したものとして, 次の図式で表される力学系
$x\vdasharrow\overline{x.}=T_{1}(x),$ $x=x^{(1)}\otimes\ldots\otimes x^{(L)}\in B^{k_{1}}\otimes\cdots\otimes \mathcal{B}^{k_{L}}$ も考えられる.

$x^{(2)}$ $x^{(3)}$ $x^{(L)}$

$x^{(1)}$ $\overline{x}^{(1)}$

$\overline{x}^{(2)}$ $\overline{x}^{(3)}$ $\overline{x}^{(L)}$

同様にして $T_{1},$ $T_{2},$
$\ldots,$

$T_{L}$ が定義され, 互いに可換となる. この系 (の非自励的変形) は
$q$-Painleve 方程式 (の一般 $4\mathrm{b}$ ) とも見なせ, $B^{k_{1}}\otimes\cdots\otimes B^{k_{L}}$ への affine Weyl 群 $W(A_{n-1}^{(1)})$

の作用は, その B\"acklund 変換を与える. これも箱玉歩と古典 soliton系の関係の一側面で
ある, 例として, $q- P_{\mathrm{I}\mathrm{V}}(A_{2}^{(1)}, B^{1}\otimes B^{1})$ の場合を示しておこう [KNY]. $q$-Painleve’方程式
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$q- P_{\mathrm{I}\mathrm{V}}$ : $(x_{i}, y_{i})+arrow(\overline{x}_{i}, \overline{y}_{i})$ は,

$\overline{x}_{1}=x_{1}\frac{qx_{2}x_{3}+x_{2}y_{1}+y_{1}y_{3}}{x_{1}x_{2}+x_{1}y_{3}+y_{2}y_{3}}$ ,

$\overline{x_{2}.}=x_{2^{\frac{q(x_{1}x_{3}+x_{3}y_{2})+y_{1}y_{2}}{qx_{2}x_{3}+x_{2}y_{1}+y_{1}y_{3}}}}$ , (41)

$\overline{x}_{3}=x_{3^{\frac{q(x_{1}x_{2}+x_{1}y_{3}+y_{2}y_{3})}{q(x_{1}x_{3}+x_{3}y_{2})+y_{1}y_{2}}}}$,

および -xi-yi $=x_{i}y_{i}$ と書ける. これと可換な Affine Weyl 群 $W(A_{2}^{(1)})=\backslash ^{s_{0},s_{1},s_{2},\pi\rangle}/$ の作

用は
$\pi(x_{i})=x_{i+1}$ , $\pi(y_{i})=y_{i+1}$ ,

$s_{i}(x_{i})=x_{i+1} \frac{x_{i}+y_{i+1}}{x_{i+1}+y_{i}}$ , $s_{i}(x_{i+1})=x_{i} \frac{x_{i+1}+y_{i}}{x_{i}+y_{i+1}}$ , $s_{i}(x_{i-1})=x_{i-1}$ , (42)

$s_{i}(y_{i})=y_{i+1} \frac{x_{i+1}+y_{i}}{x_{i}+y_{i+1}}$ , $s_{\dot{\mathrm{z}}}(y_{i+1})=y_{i^{\frac{x_{i}+y_{\mathrm{i}+1}}{x_{i+1}+y_{i}’}}}$ $s_{i}(y_{i-1})=y_{i-1}$ ,

で与えられる. ただし $x_{i}$ ,跳は添字 $\mathrm{i}$ について準周期的で $x_{i+3}=x_{i}/q,$ $y_{i+3}=y_{i}/q$ とする.

方程式 (41) は, $A_{2}^{(1)}$ の $\mathrm{A}I_{1}(x, z)$ 行列 (逆行列にして符号を変えた) を用い, 行列等式

$\{$

$x_{1}$ $z$

1 $x_{2}$

1 $x_{3}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} y_{1}1$

$y_{2}1$

$qzy_{3}\ovalbox{\tt\small REJECT}=\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\overline{x}_{1}$ $z$

1 $\overline{x}_{2}$

1 $\overline{x}_{3}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\overline{y_{1}1}$

$\overline{y_{2}1}$

$qz\overline{y}_{3}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , (43)

にまとめられる. 従って, $q- P_{\mathrm{I}\mathrm{V}}$ は本質的には $B^{1}\otimes B^{1}$ への tropical $R$ の作用である. また,

Weyl群作用 (42) は, \S 2.3 (3) で述べたものである.
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