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1 はじめに

回転球面上の流体運動についての研究は, 1978 年に Williams が南北対称性や波数

8対称性を課した強制乱流実験で球面上に縞状構造が出現することを示したのが始ま
りである. このときの数値実験では人為的対称性を仮定したものであったが, その後,

1993年になり Yoden and Yamada が減衰乱流では自転速度が十分に速いと極域に東風
ジェットを形成することや帯状の縞構造が出現することを, 対称性等の仮定のない数値

計算から示した. この Yoden らの数値実験については, 1998 年-2000 年に石岡, 山田,

林, 余田が高解像度数値計算を行い詳細に調べた. その結果, 減衰系で球自転角速度が

速い場合に極域で東風ジェットが出現するのは, 初期に与える条件に依存しないことや,

初期エネルギーを十分小さなスケールに与えておくと, 帯状の縞構造が出現することを

確認した. またこの間, 1997 年に Nozawa and Yoden が 2 次元強制乱流においても帯

状縞構造が形成されることを示している. また, 浅水系でも数値実験が行われており,

1996 年に Cho and Polvani が減衰乱流から帯状縞構造が出現することを報告している.

我々は, このような全球面上での結果を踏まえて, 球面上で円形の粘着境界を持つ領

域について
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

2次元非圧縮性流体の流れパターンの形成について調べてきた, 円領域の

大きさや位置を変化させた一連の数値実験から, 円領域が縦半球 (半球の境界が経度線

と一致) のときには, 初期場の流線が同心円上の場合では流れのパターンが東から西へ

と移動すること, 周期的に西側で流れが強くなる西岸強化流を見出している. また, 円

領域が南半球 (境界が赤道と一致) のときには, 初期乱流場から南極付近に西風周極流

が形成されることも見出している. この南極付近の西風周極流は, 円領域の中心が南極
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にあれば, 円領域の大きさや初期条件に依らず形成されるようである.

ここでは, 円領域が南半球で赤道が粘着境界の場合の西風周極流形成について, 初期

条件の境界付近の振る舞いの影響について報告する. さらに, 境界条件が粘着条件では

なく slip(stress free) 条件の場合について数値的に調べ, 境界条件の違いが周極流形成

に及ぼす影響について報告する.

2 数値計算法

全球面上での 2次元非圧縮性減衰方程式は次のようである.

$\frac{\partial\triangle\Psi}{\partial t}+\frac{\partial(\Psi,\triangle\Psi)}{\partial(\theta\psi))}+2\Omega\frac{\partial\Psi}{\partial\psi}=\iota/\triangle^{2}\Psi$ ,

$\triangle=\frac{1}{\sin\theta}\frac{\partial}{\partial\theta}(\sin\theta\frac{\partial}{\partial\theta})+\frac{1}{\sin^{2}\theta}\frac{\partial^{2}}{\partial\psi^{2}}$.

ここでは, 境界付き領域内での 2次元非圧縮性流体運動の性質を調べる. 数値計算で

は, 丸池の大きさと位置を任意に設定できるように, 中心が球の頂点となるよう球面を

回転した後, その頂点を基準とする立体写像によって丸池を平面単位円板に変数変換

し, この単位円板上で非圧縮流体の 2 次元 Navier-Stokes 方程式を解いた. この変数変

換の利点は, 四度方程式の非線形項とラプラシアンが類似の形式で変換され, 写像後の

方程式が流体方程式に近い形になることである. また, 島の大きさを自由に変えること

も可能である.

ここでは, 丸池が南半球の場合, 変数変換後の単位円板上の渦度方程式は以下のよう
になる.

$\frac{\partial\triangle_{sphere}\Psi}{\partial t}+\frac{(1+r^{2})^{2}}{4}\frac{1}{r}\frac{\partial(\Psi,\triangle_{sphere}\Psi)}{\partial(r,\psi)}+2\Omega\frac{\partial\Psi}{\partial\psi}=\iota/(\triangle_{sphere}+2)\triangle_{S\mathrm{p}he\tau e}\Psi$ .

ここで, $r=\sin\theta/(1-\cos\theta)$ は半径, $\psi$ は円板上の方位角を表し,

$\triangle_{sphere}=\frac{(1+r^{2})^{2}}{4}(\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(r\frac{\partial}{\partial r})+\frac{1}{r^{2}}\frac{\partial^{2}}{\partial\psi^{2}})$ ,

である. 円領域の境界における境界条件は no slip 条件と slip(stress free) 条件の両方

を用いた. 単位円板上では極座標を用いて角度方向にフーリエ展開, 動径方向にはチェ

ビシェフ多項式展開を行った. このときの展開形は
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$\bullet$ no-slip 境界条件 :

$R_{0}(r, t)$ $=$ $(x-1)^{2}(x+2)a_{0}^{(0)}(t)+(x-1)^{2}(x+1)^{2} \sum_{m=1}^{M}a_{m}^{(0)}(t)T_{m-1}(x)$ ,

$R_{1}(r, t)$ $=$ $(x-1)^{2}(x+1)(x+2)a_{0}^{\langle 1)}(t)+(x-1)^{2}(x+ \backslash 1)^{3}\sum_{m=1}^{M}a_{m}^{(1)}(t)T_{m-1}(x)$ ,

$R_{n}(r, t)$ $=$ $(x-1)^{2}(x+1)^{2} \sum_{m=0}^{M}a_{m}^{(n)}(t)T_{m}(x)$ , $n\geq 2$ ,

$\bullet$ stress free 境界条件 :

$R_{0}(r, t)$ $=$ $(x^{2}+2x+3)a_{0}^{(0)}(t)+(x+1)^{2} \sum_{m=1}^{M_{1}}a_{m}^{(0)}(t)T_{m-1}(x)$ ,

$R_{1}(r, t)$ $=$ $(x+1)(x^{2}+2x+3)a_{0}^{(1)}(t)+(x+1)^{3} \sum_{m=1}^{M_{1}}a_{m}^{(1\rangle}(t)T_{m-1}(x)$ ,

$R_{n}(r, t)$ $=$ $(x+1)^{2} \sum_{m=0}^{M_{1}}a_{m}^{(n)}(t)T_{m}(x)$ , $n\geq 2$ ,

である. 展開係数は選点法により求めた no-slip 境界の場合は境界条件を満たす展開

形を用いているが, shp 境界の場合は境界条件を tall 法で加える. 時間積分について

は Crank-Nicolson 法と Runge-Kutta 法を用い, 粘性係数と球自転角速度はそれぞれ

$\iota’=10^{-2},$ $\Omega=400$(木星相当) とした.

3 数値実験

我々はこれまでの研究から, 回転球面上の円領域が南半球 (赤道が粘着境界) の場合,

初期場に依らず極域で西風周極流が形成されることを見出している. 図 1 は流線の時

間発展を描いた 1 例である. また, それぞれ初期乱流場を 20通り選び速度場の方向を

逆転した場合も含め合計 40 通りの初期値に対して, 同様な数値計算を行った. これら

の数値計算から, 各緯度における $u\cos\phi$ の平均 $\langle$ $u\cos\phi\}$ の重ね描きの時間変化を示し
. たのが図 2 である. ここで

$\langle$ $\rangle=\frac{1}{2\pi}\int d\varphi$ ,

である. これらを見ると, 時聞と共に南極付近で周極流が形成される様子が観察される.

このときの周極流の向きは早い時期に決まり, その後はだんだんと極域の定常な流れの

みに落ち着いていく. ここでの計算は, 境界での no-slip 条件を満たすため, 初期乱流

場として $f(r, \psi)=(1-r^{2})^{2}$ のファクターを含むものを採用した. このファクター形は
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円領域の内部にも依存するため, これが東向き周極流の形成に影響を与えている可能性

がある. そこで, ここではまず, 境界近くまで初期乱流場を均一に分布させるため, ファ

クターとして $f(r, \psi)=(1-r^{p})^{2},$ $p=2,10,20,30,40$ を用いる, このときの関数形は図

3 のようになる. それぞれ初期乱流場を 16通り選び速度場の方向を逆転した場合も含

め合計 32 通りの初期値に対して, 同様な数値実験を行った. このときの関数形は図 3

のようになる. このようなファクターを含む初期条件の各緯度における ($u\cos$ $\phi\rangle$ は図

4 である. この図から, $p$ が大きくなると初期乱流場が領域全体に均一に分布している

様子がわかる. またここでは, 境界を stress free 条件に変えた場合の数値計算も行った.

non-slip境界条件のもとで 32 通りの初期値に対して (ucos $\phi\rangle$ の時問発展を調べた

ところ, 全てにおいて, 極域で西風周極流が形成されることを確認した (図 5). 図 6 は,

時刻 $t=6.0$ における ($u\cos$ $\phi\rangle$ のアンサンブル平均を示している. 次に同じ初期条件

に対し, 境界条件を slip (stress free) 条件とした数値実験を実行した. $\langle u\cos\phi\rangle$ の時間

変化を見ると, 初期ファクターによって形成される周極流の向きが異なる結果となって

いる (図 7). $p=2,10$ で西風周極流, $p\geq 20$ では東風周極流が形成されることを見出し

た (図 8). 即ち, no-slip 境界条件の下では極洋で形成される周極流の向きは初期値に依

存しないで一定 (西風) であるのに対し, slip 境界の場合は初期条件によって向きが変

化し, 浄域に偏在する乱流初期条件では non-slip 境界の場合と同様に西風周極流が形

成されるものの, 流れ領域に一様に広がる乱流初期条件では東風周極流が形成される.
なお non-slip 境界条件では境界における角運動量散逸が生じるのに対し, slip 境界条

件では角運動量は散逸せず再配分されるのみである (図 9). 従って, 十分に時間がたつ

と, non-slip 境界条件では南極付近に定常な西風周極流が形成されるのに対し, slip 境

界条件では極域で周極流が形成されるものの中緯度では流体は複雑な運動を示してい
る (図 10).

4 まとめ

以上の結果をまとめると次のようになる.

$\bullet$ 領域に一様に広がる初期条件を与えて数値計算を行うと, non-slip 境界条件では

南極付近に西風周極流が形成され, slip 境界条件では東風周極流が形成される. つ

まり, 境界条件によって得られる周極流の向きは一意に決まり, しかもそれ $\mathrm{t}\mathrm{f}$互

いに逆向きである.

・極域に偏在する初期条件では, 境界条件に依らず西風周極流が形成される.
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$\bullet$ non-slip 境界条件では, 境界で角運動量が散逸しているのに対し, slip 境界条件で

は角運動量は散逸せずに再分配している.
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$\mathrm{t}=$ 0. 0 0. 015 0. 03 0. 045 0. 06

ヒ $=$ $0.075$ 0.09 0.105 0.12 0.135

図 1: 南極上空から眺めた流線の時間発展. $\delta t=0.015$ . $\Omega=400$ .

$\mathrm{t}=0.0$ 03 0.9

$\mathrm{t}=2.1$ 30 60
$\phi$

図 2: ($u\cos$ $\phi\rangle$ の時間発展 40種類の重ね描き.
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$f(r)$

$r$

図 3: ファクター $f(r)=(1-r^{p})^{2}(p=2,10,20,30,40)$ .

$\phi$ $\phi$ $\phi$

$\phi$ $\phi$

図 4: 32種類の初期条件における $\langle u\cos\phi\rangle$ の重ね描き.



242

$\phi$
$\phi$

$\phi$

$\phi$
$\phi$

図 5: no-slip 境界条件における $\langle u\cos\phi\rangle$ の時間変化. 32 種類のアンサンブル平均.

$\phi$
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$\phi$ $\phi$ $\phi$

$\phi$ $\phi$

図 7: slip 境界条件における $\langle u\cos\phi\rangle$ の時間変化.

$\phi$

図 8: $t=6.0$ における ( $\mathrm{u}\cos$ $\phi\rangle$ のアンサンブル平均. 境界条件は stress free.
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angular momentum

図 9: p=4旧こおける全角運動量の時間変化.
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図 10: $p=40,$ $t=6.\mathrm{O}$ での流線左図は rigid 境界条件で, 右図は stress free 境界条

件. 中心は南極.


