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前処理付反復法について
(Gauss-Seidel反復法とクリロフ部分空間法)

On the preconditioners for Gauss-Seidel iterative method and iterative Krylov method
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連立方程式を効率良く解くためにざまざまな前処理法が用いられている. 使われる解法や係

数行列の性質によって最適な前処理法の選択が必要である. 我々はこれまでに Gauss-Seidel 法

に対する前処理行列として係数行列 $A$ の一部の要素を用いた方法を提案し有効な結果を示して

きた. この前処理法をクリロフ部分空間法に適用した結果と Gauss-Seidel反復法に対する一般

化前処理行列の条件について議論する.

1 はじめに

線形方程式
$Ax=b$ (1)

を解くための反復解法の改良として係数行列の要素を用いた前処理法の適用について
考える. ここで, $A\in R^{n\mathrm{x}n}$ は正則行列, $x,$ $b$ はベクトルである. 一般性を失わな 1 $\mathrm{a}$ こ

とから $A$ の対角要素はすべて 1 として, 左から前処理を適用する. このとき, 正則な

前処理行列 $P$ を用いて次式の左前処理化線型方程式が得られる,

$PAx=Pb$. (2)

1991 年, Gunawardena らは, $P_{s}=I+S$ を用いて, Gauss-Seidel 法を適用する修正反

復法を提案した [5]. ただし, $S$ は

$S=(s_{?.j}.)=\{$
$-a_{\mathrm{i}i+1}$ , $1\leq i\leq n-1$ ,

0, otherwise,

である. それに対して, 我々は $(I+S)$ 型の改良としてパラメータ $\alpha$ を用いた $(I+\alpha S)$

型を提案し, $\alpha$ の推定値を導出した [7]. また, 小武守らは $(I+S)$ 型の特徴を生かした

(I+S一型の前M\Phiを提案した. ただし, $S_{\max}$ は $A$ の $\Re^{\mathrm{t}\prime}\text{義}$上払 $\text{角要}$素の各行で絶対

値最大の値を用いて構成される.

$S_{\max}=(s_{ij}^{m})=\{$
$-a_{ik_{i}}$ , $1\leq i\leq n-1$ ,
0, otherwise,

$\mathrm{t}_{l}’=\min\{j|\max_{i+1\leq j\leq n}|a_{ij}|\}$
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さらに, これらの前処理を組み合わせて用いる 2段階前処理法 $P_{s,s_{\max}}$ を提案している.

$P_{s,s_{\max}}=(I+S_{\max})D^{-1}(I+S)$

ここで, $D$ は $(I+S)A$ の対角要素をすべて 1 にスケーリングするために用いている.
また, 対角の 1 つ下の値を利用する $(I+S’)$ 型前処理を提案し, 先ほどと同様に 2 段

階に用いる手法

$P_{s’,s}=(I+S’)D^{-1}(I+S)$

も提案した.
上述と, それ以外に提案してきた前処理法など $[\mathrm{S}, 9, 11]$ は, 与えられた係数行列の

優対角性を改善する働きがあり, Gauss-Seidel法の反復行列のスペクトル半径を減少さ
せる効果がある. これらの前処理行列は係数行列の一部の要素を用いることによって
容易に形成できる. この観点から, 我々の前処理は係数行列の近似逆行列の役目を果
たしていると考える. したがって, これまで提案してきた前処理行列がクリロフ部分
空閤法に対しても有効であると考え, その適用した結果を示す. また, 一般的な前処

理行列が有効となるための条件を示す.

2 定義 定理

ここでは, 収束定理が明らかとなっている Gauss-Seidel法に対して我々の前処理法
が適用可能であることを証明するために関連する定義と定理を示す. [1, 2, 4, 6]

$A=(a_{ij})$ , $B=(b_{ij})\in R^{n\mathrm{x}n}$ の全ての要素に対して $a_{ij}\leq b_{ij}$ のとき, $A\leq B$ と書く.
そして, $A\geq O$ のとき孟を非負行列と呼ぶ. $A=(a_{ij})$ が $\mathrm{i}\neq j’$ に対して, $a_{ij}\leq 0$ を

満たす行列を $Z$行列と呼び, $A\in Z^{n\mathrm{x}n}$ と表す, $A\in Z^{n\mathrm{x}n}$ が $A^{-1}\geq O$ を満たすとき,
$M$ 行列と呼ぶ. さらに, $A=(a\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が $\mathrm{i}=j$ に対して $|a_{ij}|$ , 非対角要素に対して $-|a_{ij}|$

と置いた行列を比較行列と呼び, $<A>$ と表す. $<A>$ が $M$ 行列のとき, $A$ は $\mathrm{H}$ 行
列という. 係数行列の分解として対角が 1 の場合, $A=I-L-U$ と分解する, ここ

で, $I$ は単位行列, $-L$ と一 $U$ はそれぞれ $A$ の狭義下三角, 狭義上三角行列とし, $A$ を
$M$行列と仮定することによって, $L,$ $U$ は非負行列, $I-L$ は $M$ 行列であるので, その

逆行列は非負行列である、
また, 行列の分解を必要に応じて, $A=[A]_{d}-[A]_{l}-[A]_{u}$ と表記し, それぞれ, 行列 $A$

の対角, 狭義下三角, そして狭義上三角要素を示す. そして反復行列を構成する $A$ の

分離を正則な行列 $M$ を用いて $A=l\mathfrak{l}/I-N$ とする. このとき, 反復行列は $T=M^{-1}N$

と定義できる.
一般的な分離に対して以下の定理を与える.

定義 21 [4] $A$ を実行列とする. $A=M-N$ を $A$ の分離とする, ただし, $M$ は正則
行列である. このとき, 次の分離を定義する.
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(i) $\rho(lVI^{-1}N)<1$ のときは, 収束分離

(ii) $fVI^{-1}\geq O$ かつ $N\geq O$ のときは, 正則分離

(iii) $\mathrm{A}/I^{-1}\geq O$ かつ $M^{-1}N\geq O$ のとき, 弱正則分離 6

この論文では反復法として Gauss-Seidel 法に対する前処理法の適用とその収束条件に
ついて議論を行う. 議論を簡単にするために分離と収束に関する次の定義と定理を与
える.

定義 22 $A$ の分離 $A=M-N$ を $M=[A]_{d}-[A]_{l},$ $N=[A]_{u}$ とおくとき, Gauss-Seidel
分離と定義する. そして, $([A]_{d}-[A]_{l})^{-1}\geq O$ かつ $[A]_{u}\geq O$ ならば, Gauss-Seidet正

則分離と呼ぶ.

この定義から, 与えられた係数行列 $A$ の対角要素が 1 である場合は特に, $M=I-L$ ,

$N=U$ と分離されることに注意し, この論文では特に断らない限り前処理なし 03 Gauss-

Seidei はこのように表す.

定理 23 [2] $A\in Z^{n\mathrm{x}n}$ を既約行列とする. このとき, 以下の条件は $A$ が正則な $J\sqrt I$ 行

列であることと等価である.

(i) $A^{-1}\geq O$ .

(ii) $x>0$ に対して $Ax\geq 0$ .

補題 24 [4] $T\geq O$ に対して, $Tx\leq\alpha x$ を満たす $x>0$ と $\alpha>0$ が存在するとき,

$\rho(T)\leq\alpha$ を満たす. さらに, $Tx<\alpha x$ ならば, $\rho(T)<\alpha$ である.

定理 25[12] $A=M-N$ を A の正則分離とする. このとき $A$ が $A^{-1}\geq O$ であるため

の必要十分条件は $\rho(M^{-1}N)<1$ すなわち,

$\rho(fVI^{-1}N)=\frac{\rho(A^{-1}N)}{1+\rho(A^{-1}N)}<1$

である.

定理 2.6[3] $A=l\mathfrak{l}’I_{1}-N_{1}=l|’,I_{2}-N_{2}$ を弱正則分離とする, ただし, $A^{-1}\geq O$ であ

る. ここで, 以下のいずれかの条件が満たされるならば,

$a)N_{1}\leq N_{2}$

$b)l\mathfrak{l}/I_{1}^{-1}\geq M_{2}^{-1},$ $N_{1}\geq O$

$c)M_{1}^{-1}\geq \mathit{1}\mathrm{t}/I_{2}^{-1},$ $N_{2}\geq O$

以下の不等式が示される,
$\rho(M_{1}^{-1}N_{1})\leq\rho(M_{2}^{-1}N_{2})$ .
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3 一般化前処理行列
我々は, これまでさまざまな前処理行列を定義してきたが, 統一した前処理行列の

形として, 新たに前処理行列を
$\ovalbox{\tt\small REJECT}=I+Q$

とおく, ただし, $Q$ は一 $A$ の任意の非対角要素を利用し, $P_{q}A$ が $M$ 行列となるように

設定する. この前処理を用いることによって得られる前処理化係数行列のGauss-Seidel
分離を

$P_{q}A=$ ( $I$ 十 $Q$ ) $A=E_{q}-F_{q}$ (3)

とおく. このとき, $E_{q}^{-1},$ $F_{q}$ は非負行列であり, この反復行列 $T_{q}=E_{q}^{-1}F_{q}$ もまた非負

行列となる. このことから, 式 (3) は Gauss-Seidel正則分離である.

Gauss-Seidel 法の改良となるための前処理行列 $(I+Q)$ の条件を導出するために, 式

(3) の両辺に $I+Q$ の逆行列をかけた等式を用い, 再分離を行う,

$A=\mathrm{i}\mathrm{V}I_{q}-N_{q}=(I+Q)^{-1}E_{q}-(I+Q)^{-1}F_{q}$ . (4)

このとき, 式 (4) の $\Lambda f_{q}-N_{q}$ は Gauss-Seidel分離とはならないが, 2 式 (3) (4) から示さ
れる反復行列は

$\mathrm{J}/I_{q}^{-1}N_{q}=((I+Q)^{-1}E_{q})^{-1}(I+Q)^{-1}F_{q}=E_{q}^{-1}F_{q}=T_{q}$

となり等しい. さらに, この分離は

$lVI_{q}^{-1}=((I+Q)^{-1}E_{q})^{-1}=E_{q}^{-1}(I+Q)\geq O$

であることから, 弱正則分離となる. 我々はこの分離を利用して比較定理を導出する.
まず, 比較定理を導くために必要な補題を与える.

補題 3.1 $A=M-N$ そして前処理行列 $P_{q}=(I+Q)\geq O$ を用いた $P_{q}A=E_{q}-F_{q}$ を

ともに $l\mathrm{t}/I$ 行列の Gauss\sim eide面離と仮定する. このとき, $[Q]_{u}-[QL]_{u}$ が非負行列で

あるならば, 以下の関係式が満たされる,

$l\mathfrak{l}’/I_{q}^{-1}\geq \mathrm{j}\vee I^{-1}$ .

証明 $M_{q}^{-1}-l\nu I^{-1}$ は式変形より

$NI_{q}^{-1}-l\nu I^{-1}$ $=$ $(E_{q}^{-1}(I+Q)-(I-L)^{-1})$

$=$ $E_{q}^{-1}\{(I+Q)(I-L)-E_{q}\}(I-L)^{-1}$

$=$ $E_{q}^{-1}\{P_{q}M-E_{q}\}(I-L)^{-1}$

が得られる. ここで $E_{q}^{-1}\geq O,$ $(I-L)^{-1}\geq O$ であるから, $P_{q}M-E_{q}$ について調べる,

$\ovalbox{\tt\small REJECT} M-E_{q}$ $=$ $(I+Q-L-QL)-(I-L-[QL]_{d}-[QL]_{l}+[Q]_{l}-[QU]_{d}-[QU]_{t})$

$=$ $[Q]_{u}-[Q]_{u}+[QU]_{d}+[QU]_{l}$ .
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ここで, $Q,$ $U$ はともに非負行列であり, 条件 $[Q]_{u}-[QL]_{u}\geq O$ から $M_{q}^{-1}-fVI^{-1}\geq O$

が得られ,
$lVI_{q}^{-1}\geq M^{-1}$

である. 1

定理 32 $A=l\mathrm{t}/I-N$ を $M$ 行列の Gauss-Seidel分離と仮定する. このとき, 補題 3.1
の条件を満たすように前処理行列 $P_{q}=(I+Q)$ を与えるとき,

$\rho(T)\geq\rho(T_{q})$

である.

証明 $A$ は $M$ 行列であるので A の Gauss-Seidel分離 $A=M-N$ で得られる反復行
列 $T=M^{-1}N$ は非負行列である. $T$ のスペクトル半径 $\rho(T)$ に対応する固有ベクトル

$x$ を用いて $Tx=\rho(T)x$ とあらわすとき, $T$ は Gauss-Seidel反復行列の特性から, 1 列

目がすべて 0 となる次のようなブロックであらわされ既約ではなし $\mathrm{a}$ ,

$T=(\begin{array}{ll}\mathrm{O} T_{0}\mathrm{o} T_{1}\end{array})$ .

したがって, $x$ が正のベクトルであるとは限らない. しかしながら, $T_{1}$ は $n-1$ 次の非

負行列で既約であり, スペクトル半径 $\rho(T_{1})$ に対して, $T_{1}x’=\rho(T_{1})x’$ を満たす正の固

有ベクトル $x’$ は存在する. 論文 [5] の補題 39 の結果から $\rho(T)=\rho(T_{1})$ となることは

明らかであり, 非零の正のベクトル $x$ を用いて,

$Tx=\rho(T)x$

とあらわすことが可能となる. したがって, $\rho(T)<1$ であることと定理 2.3,2.5 から

$\rho(T)$ に対応する正の固有べ $\text{クト}\mathrm{K}\vee x$ を用いて $Ax\geq 0$ が示される. そして補題 3.1 力 $\mathrm{a}$

ら $\mathrm{J}/I_{q}^{-1}\geq l\mathrm{t}/I^{-1}$ が示されているので, 以下の不等式が得られる,

$(l\vee I_{q}^{-1}-\mathrm{J}\mathrm{V}_{q}^{-1})Ax\geq 0$ .

この関係式から,

$(M_{q}^{-1}-\mathrm{j}\vee I^{-1})Ax$ $=$ $(I-T_{q})x-(I-T)x$

$=$ $\rho(T)x-T_{1}x\geq 0$ .

が導出される. したがって, 補題 2.4 から,

$\rho(T)\geq\rho(T_{q})$

が示される.
$\bullet$
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4 前処理付アルゴリズム
前処理行列 $P=I+Q$ とおく, ただし, $Q$ は $A$ の各行で 1 つずつ任意で取り出した

要素で構成されるとする, すなわち, $\mathrm{i}$ 行目において任意の要素を $Qi,k_{i}.=-a_{i,k_{i}}$ とし,

その他の要素は $q_{ij}=0$ とする. これまでは, 反復実行前に $PA$ と $Pb$ の演算を行い, こ

の前処理にかかる演算量は最初に反復 1 回分の量で済んでいた. しかしながら, この

方法は, 疎な行列や帯行列などに対しては, 前処理によって fill-in が生じ, 実際のアル

ゴリズムでは格納量と演算量が増えることとなる. そこで, 前処理行列 $Q$ を反復過程

に組み込んだ反復アルゴリズムを図 1 に示す. このとき, SOR法の残差をあらわす $r$

は各行で保存し, 各行の前処理要素 $q_{ik\dot{\mathrm{z}}}$ とスカラーの積を行い加算している. ここで,

具体的な前処理行列の要素 $q_{iki}$ の決定方法の一つとしては各行で絶対値最大の要素を
用いることなどが考えられるが, さらに反復過程中に前処理要素を変更させることも
可能である. さらに前処理行列 $Q$ の決定法として, $S$ とは逆に対角の左の要素を用い

た場合, すなわち伽-1 を使うならば, -っ前の更新量 $r$ だけを記録しておけば良いだ
けであり, メモリを減らすことができる.

do $\mathrm{k}=1,\mathrm{k}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}$

do $\mathrm{i}=1,\mathrm{n}$

$r=b_{i}-\Sigma_{j=1}^{n}a_{ij}x_{j}$

$x_{i}=x_{i}+\omega r$

do $\mathrm{k}=1,\mathrm{k}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}$

do $\mathrm{i}=1,\mathrm{n}$

$arrow$
$r_{i}=b_{i}- \sum_{j=1}^{n}a_{ij}x_{j}+q_{ik_{i}}r_{k_{\mathrm{i}}}$

$x_{i}=x_{i}+\omega r_{i}$

enddo enddo
enddo enddo

図 1:SOR法から前処理を組み込んだ SOR法

次に, クリロフ部分空間法のアルゴリズムに前処理行列 $P=I+S$ を組み込む手法を
説明する. この場合, $P$ を乗算した連立方程式 $PAx=Pb$ にクリロフ部分空間法を適
用する方法と反復中に前処理行列を係数行列とする線型方程式を解くことによって導
入する方法の 2 つが考えられる. 前者は前処理によって創 $1$-in が生じ, 計算する要素
が増加し, また対称問題に対して我々の前処理は非対称であるために非対称行列を解
くこととなる. 後者の方法は $I+S$ という規則的な前処理であれば, 前処理行列を係
数とする連立方程式を後退代入で解くだけで良いこととなる. 後者のアルゴリズムを
BiCG-Stab 法 [13] に組み込んだものを図 2 に示す.

5 数値結果
前処理による振る舞いを明らかにするために, 対称, 非対称の特徴の明らかな問題
に対する結果を示す. 実際の問題ではないので, 解を $x^{*}=(1,2, \cdots, n)$ としたときの

し, 収束判定条件を $k$ 回目の反復によって得られた

10 $\rangle\langle$ $10^{-12}$ としたときの結果をそれぞれ示す. 我々
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の前処理行列は非対称要素で構成しているため, クリロフ部分空間法における非対称

解法の代表として, BiCG-Stab法を用いる. 今回の結果では, 先に前処理計算を行し $\backslash$ ,

得られた線型方程式を通常の BiCG-Stab 法で解く方法を用いている. 計算機環境は

Pentium4(3,4GHz), メモリ 1G, OS :WindowsXP を使用した.

5.1 対称・非対称 5 重対角行列

要素が帯状に一定であるような 5 重対角の対称行列 $A_{1}=pentadiag(q, p, 1, p, q)$ と非

対称行列 $A2=pentad\mathrm{i}ag(p, 9, 1, p, q)$に対して, 表 1 と表 2 の結果が得られた. 特徴とし

ては前 $k^{ff}\text{理}$なし Gauss-Seidel法は優対 $\text{角}$
$\Gamma_{\wedge_{R}}^{+\overline{\^{\wedge}}}f_{i}=\frac{\Sigma_{\mathit{3}}\neq i|a_{\iota j}|}{|a_{ii}|}.,$ $\mathrm{i}=1(1)n$の平均値に大きく依

存しており, おおよそ同程度の反復回数で収束する. すなわち, $(p, q)=(-0.2, -0.2)=$
$(-0.3, -0.1)=(-0.1, -0.3)$ の場合は同 $|_{\vee}^{\backslash }\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}$, 対\not\in \beta$>$を持ち, 反復回数が等しい結果が得
られた. そして, 前処理行列として $I+S$ を用いた場合, $p$ の値に大きく依存しており,

$p$ の値が大きいほど, 前処理の効果が得られている. BiCG-Stab 法では対称問題に対
しての前処理効果はあまり見られないが, 非対称問題に対してははっきりとした傾向
が見られる. $S$ にあたる $p$ の要素が大きいとき前処理の有効性が示される. 逆に $p$ の要
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素が $q$ よりも小さい場合, 前処理を行っているにもかかわらず, 前処理を利用しない

ときよりも悪くなっていることが分かる.

5.2 Toeplitz行列に対する結果

非対称のテスト問題として対角が 20, 対角の 1 っ上が 10, そして対角の 2つ下にパ
ラメータ $\gamma$ , その他の要素は零である Toeplitz行列を係数行列 $A$ に対する Gauss-Seidel
法と BiCG-Stab 法の結果を表 3 に示す. また, BiCG-Stab法に対して, 前処理行列の

パラメータを変化させた結果を表 4 に示す. Toeplitz行列に対して 2 段階の前処理を用
いた Gauss-Seidel 法において, その前処理パラメータが $\gamma$ に依存せず一定した値が最
適であることを数値実験から分かった. BiCG-Stab法では $(I+S)$ が安定して改善され
ており, パラメータの効果は出ていない. 2段階では前処理パラメータが $\gamma$ によって変
化し不規則な値となったがその原因は不明である.
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$A=\ovalbox{\tt\small REJECT}\gamma 0020^{\cdot}..$

$\cdot.0201.$

$\cdot.\gamma 0201.$

$\cdot.\gamma 001.$

$\cdot.020^{\cdot}$

$0021^{\cdot}.\cdot..\cdot]$

6 まとめと今後の課題
一般的な形として定義される前処理行列 $I+Q$ を示し, Gauss-Seidel 法を行う際に

有効となるための条件を示した. ここで, $Q$ は蓋の非対角要素を用いた行列と考えら
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れ, 理論上では, 広い範囲でその収束の有効性が示される. Gauss-Seidel 法とクリロフ
部分空間法ではその収束の性質が異なっており, 我々はクリロフ部分空間法に対する

有効性を数値結果でしか示していない. しかしながら, 簡単な性質を持った 5 重対角
非対称行列に対して, 我々の前処理の顕著な性質が見られた. このことから, 与えら

れた係数行列の要素を利用したさらに新しい前処理法が開発可能であると考えられる.
我々は, 収束条件として任意の要素 $Q$ を与えたが, 実際に反復解法に組み込むことを
考えた場合, 密行列では演算量が膨大になるために実用的ではない, したがって, 各行

で 1 つの要素を用いることが有用であると考えられる. 特にクリロフ部分空間法に組み
込む場合は, 前処理行列を係数行列とする線型方程式を解くことが必要となり, $I+S$

のような形であれば, 容易に解くことが可能であり実用的であると考える. しかしな

がら, 今回の数値実験では, 内部に組み込んだ結果は示していない. このことは今後の
課題である. 現在, このアルゴリズムを試行した結果, ある非対称な正負混合行列に対

しては, 我々の前処理の有効性が示されたが, さらに改良の必要がある. また, 数値実

験で用いた BiCG-Stab 法のプログラムはアルゴリズム [13] をそのままプログラムした
ものであり, チューニングをすることによってさらに CPU 時間が短縮することが期待
される. 数値結果では, Gauss-Seidel 法と BiCG-Stab法を比較した結果, Gauss-Seidel
法の方が反復回数が多いが早く収束している結果となっているが, チューニングしだ

いで, 変わる可能性がある. さらに, Toeplitz 行列に対する結果で示したように, ク

リロフ部分空間法の方が我々の前処理を用いることによって収束範囲が広がっている.
このことから, $(I+Q)$ 型前処理付きクリロフ部分空間法がさらに有効である可能性が
あると思われるので, さらに研究を進めたいと考えている. また, 古典反復法を前処
理とするクリロフ部分空間法との比較なども行う.
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