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和算に現れた Villarceau circles

近畿数学史学会 直井 功 (Isao Naoi)
東大寺学園 小寺 裕 (Hiroshi Kotera)

1 Villarceau circles

$xyz$ 座標での torus $\mathrm{T}$ の方程式を

$T$ : $(a-\sqrt{x^{\underline{\}}}+y^{2}}.)^{2}+z^{2}=r^{2}\cdots\cdot\cdot[egg1]$

とかく. 下図のように新たな座標系 $(X, Y, Z)$ を導入する.

$(\begin{array}{l}xyz\end{array})=(\begin{array}{lll}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\theta 0 -\mathrm{s}\mathrm{i}_{11}\theta 0 1 0\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}3 0 \mathrm{c}.\mathrm{o}\mathrm{s}\theta\end{array})(\begin{array}{l}X\mathrm{Y}Z\end{array})$
. . . $[egg2]$

$[egg2]$ を $[egg1]$ に代入して

$=r^{2}$

$(X^{\sim}’+Y^{2}+Z^{2}+a^{2}-r^{2})^{2}=4a^{2}\{(X\cos\theta-Z\sin\theta)^{2}+Y^{2}\}$

この torus $U\mathrm{J}$ XY 平面での切り口を求めるために, $Z=0$ とおくと

$(X^{2}+Y^{2}+a^{2}-r^{2})^{2}=4a^{2}(X^{2}\cos^{2}\theta+\mathrm{Y}^{2})$

$\cos^{2}\theta=\frac{a^{2}-r^{2}}{a^{2}}$ を代入して
$(X^{2}+Y^{2}+r^{\underline{\eta}}-a^{2})^{2}-4r^{2}Y^{2}=0$

$\{X^{2}.+(Y-r)^{2}-a^{2}\}\{X^{2}+(Y+r)^{2}-a^{2}\}=0$
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よ.$\overline{\mathrm{J}}$ て, $\mathrm{t}(.)1^{\cdot}\mathrm{l}\mathrm{b}$
. $\mathrm{T}$ の XY 平面での $\mathrm{L}$)] $\mathrm{f}$ ) 口は次の 2 円 $C_{1}$ . $C_{\text{。}}$ となる.

$C_{1}’$ : $X^{2}+(Y-7^{\cdot})\underline{.)}=a^{\eta}.\sim$ , $c_{\underline{>}}‘:$ $X^{)}.arrow+(Y+7^{\cdot})^{-}.,$
$=a^{\underline{9}}$

この 2 円 $C_{-1}’$ . C。を $\mathrm{V}\mathrm{i}11_{\mathrm{c}}.\iota \mathit{1}^{\cdot}(^{\backslash }.\mathrm{e}\mathrm{a}\iota\iota^{1}$の円 (1848) という.

2 算法求積通考

—対の子午線に内側から接する平面で切断するするとき (断面積が最小で) その切り口が円になることを

次のように説 [ $|f\cdot$圧ている.

高さを $?l$ 等分する. 中径 $=\underline{7}$
)

$|’\cdot$ , 大径 $=2u$ , 小脛 $=$ 円柱の直径とする. (fig 1)

中 2–(–$r\iota \mathrm{A}$

.
$\ulcorner_{\mathrm{P}}\mathrm{J}$ )$arrow\wedge\subset\underline{\}}.=$

$($ 中ん $)^{\sim}‘’\cdots\cdot\cdot[egg1]$ ( $QR= \frac{h}{r\iota}.$

.
而で $\triangle P.QR$に勾股弦術)

大 – 中 k $=$ 小ん. . . . . $\mathrm{O}_{arrow 9}$ ( $P_{\iota}\dot{9}’=$ 大径)

$-1|_{\mathrm{A}}^{j}-’$. $= \frac{h}{?1}$

.
$’(\backslash =$ 天 $/$」$\backslash \cdots\cdot\cdot’s$

$1\mathrm{A}\iota 1\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{i}11\mathrm{k}^{\backslash }$ $.]$
$0\mathrm{b}1^{\mathrm{J}}\downarrow)11$ Francois Yvon $\mathrm{V}\mathrm{i}1\mathit{1}_{\dot{c}}\mathrm{u}\mathrm{c}.\mathrm{e}i\iota \mathrm{u}(1813-^{1}889)$ , Comptes rerqdus, 1848
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とする. 小 A.$\cdot$

.,
– 平 A.\breve .) $=$ 弦

$h$

」

$\circ$

(fig 2) だから こ $\mathit{4}’\iota$ に $2[egg3]$ を代入して

(大一中, )
$.\sim)$ 一天..)小$2=$ 弦 $. \frac{\supset}{k}$.

大
$\underline{.1}$

$-\cdotarrow$) 大・中ん $+$ 中 $.\vec{k}|$

) 一天.$\sim$

) 小-.1 $=$ 弦 $. \frac{)}{k}$.

$\mathrm{C}1$ を代入して

大 $.\sim$
)

$-\cdot$」) 大, 中ん $+$ 中 2 一天 2 高..’ 一天 2 小.\tilde ) $=$ 弦 $.\vec{h}’$,

高 $..$
)

$+’$ ) $\backslash \underline{\cdot 7}=$ 弦 2 だから

大.$\cdot\gamma-\cdot\sim$) $-.l_{\backslash }^{\wedge}‘$ . 申ん十中.$\sim’-$ 天
$\underline{\mathrm{o}}$ 弦.\tilde \acute - $=$ 弦.$k.$).

大: 大ん $=$ 中: 中 $k$. すなわち大一:N. =rfl. $\cdot$)‘\rightarrow んとなるように大んを定義すると,

大
$\sim \mathrm{q}$

$-2$ 中・大ん $+$ 中 2 一天 2弦-.) $=$ 弦..$k$
).

また大 $.\sim\supset-$ 天..) 弦\tilde .1 $=-$)$\overline{\backslash }‘\frac{)}{\mathrm{A}}$. だから (..
$\cdot$

fig 3 で $EF=.-\underline{1},$ $\cdot\frac{\}_{\acute{u}}}{7l,}$

.
弦 $= \frac{1}{2}$天弦, $\triangle F’GH$ に勾股弦術)

大.$\dot{\mathrm{A}}\supset$. $-2$「「). 大 $L$. $+$ 中..} $=$ 弦 $‘ k.$).

. $\cdot\cdot$ .,,j玄,‘. $=$ 大 k – 中

これは 2 矢ん と同じであるので載面半は円弧である. 而してその直径は大樫である,
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fig 2
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3 ルーシェ. コンブルース

ルーシェ. コンブルースの)) $r1^{\urcorner}1^{\cdot}.\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{t}\iota^{\acute{1}}$ de $\mathrm{G}\mathrm{e}^{J}\mathrm{o}\ln\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}$
” (1900) に Villarceau 円の初等的証明がある.

今接平面 $\mathrm{A}\mathrm{C}$ による切り口の曲線上の点を $\mathrm{X}$ とし, この点を過ぎる緯面の半径を UN とすれば $EX=EN$

となる. この接平面を AC を軸に 90 回転して $\mathrm{X}$ が $\mathrm{F}$ ’に来たとすると $EF’=EN$ である. $\mathrm{F}$ ’から AE
に下ろした垂線の足を $\mathrm{M}$ , WN の延長が AE と交わる点を S. $\mathrm{E}$ から WS に下ろした垂線の足を $\mathrm{T}$ とす

る.

\triangle $ETS\sim\triangle$垣”.4’ $S,$ $\mathrm{A}^{\mathit{1}}IN||E\mathrm{I}V$ よ $t\gamma$

ET : 垣.” . $\cdot$4 $=SE$ : $S\mathrm{I}\cdot 1’/=EI\nu I$ : $WN=EM$ : $WA$

. $\cdot\cdot$ $ET=EM$

従って $\triangle EF_{\mathit{1}}’\mathrm{t}I\equiv\triangle ENT$

そこで, $KE[perp]-4E_{7}KE=$ 垣’N $=?$ . となるように
Iくをとると .-,’ $KEF’=\angle ENW$ だから

$\triangle \mathit{1}^{\cdot}\mathrm{t}^{j}EF’\equiv\triangle ENW$

. $\cdot$ . $KF’=EW=Cl$

よって $\mathrm{F}$ ’は $\mathrm{K}$ を中心に半径 $a$ の円を描く.

$\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{g}.4$

fig,5
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4 Villarceau の証明 2

$xyz$ 座標での torus $\mathrm{T}$ の方程式 $\mathrm{C}1$ に断面の方程式 $z=\alpha x\cdots\cdot$ . \copyright を代入すると

$\{(1+\alpha^{2})x^{2}+y^{2}+a^{2}-r^{2}\}^{2}=4a^{2}(x^{2}+y^{2})$

これを極座標 $x=\rho\cos\varphi,$ $y=\rho\sin\varphi$ に変換 $\uparrow\vee$て,

$a^{2}+\rho^{2}+\alpha^{2}\rho^{2}\cos^{2}\varphi-r^{2}=2a\rho$

$a^{2}+\rho^{2}+\alpha^{2}\rho^{2}-2a\rho-r^{2}=\alpha^{2}\rho^{2}\sin^{2}\varphi$

$[egg2]$ が接平面の 2は $\alpha=\tan 0=\frac{r}{\sqrt{a^{2}-r^{2}}}$ を代入して

$a^{2}-r^{2}-\rho a=\pm r\rho\sin\varphi$

これを直行座標に戻すと
$a^{2}x^{2}+(a^{2}-r^{2})(y\pm r)^{2}=a^{2}(a^{2}-r^{2})$

すなわち楕円
$\frac{x}{a^{2}-}.+\frac{(y\pm r)^{2}}{a^{2}}2\overline{r^{2}}=1$

となる. これは求める曲線を $xy$ 平面に projection したものだから断面上の曲線は円である.
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