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モジュラー曲線の積の上のゼロサイクルについて

筑波大学数学系 木村健一郎 (KENICHIRO KIMURA)

Institute of mathematics, University of Tsukuba

この原稿は論文 [Ki] の要約である。 $X$ を有理数体 $\mathbb{Q}$ 上の非特異射影的代数多様
体とする。整数 $r\geq 0$ に対し、 Chow 群 $CH^{r}(X)$ は $X$ の余次元 $r$ の代数的サイク
ルの群を有理同値という同値関係で割った群である。 正確な定義は [L] を参照され
たい。 この場合 $CH^{r}(X)$ は有限生成アーベル群であることが予想されている (Bass

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e})_{\text{。}}r$ が 0 または 1 の時はこれは正し $|_{\sqrt}\mathrm{a}_{\text{。}}$ ここでは $r=2$ の場合にこれを
示すという問題を考える。 non-torsion の部分についてはいいアイデアが無いので、
torsion part の有限性を示す事を考える。 これについて知られている方法および結果
を述べる。 3 を素数の有限集合で、 $X$ が $U:= \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathbb{Z}[\frac{1}{s}]$ 上射影的で滑らかなモデル

$\mathcal{X}$ を持つようなものとする。 この時 Bloch ([BII],[B12]) と Sherman の結果により、
次の完全系列が存在する。

$H^{1}( \mathcal{X}, \mathcal{K}_{2})arrow H^{1}(X, \mathcal{K}_{2})arrow\bigoplus_{p\in U}P\mathrm{i}c(X_{p})\partialarrow CH^{2}(\mathcal{X})arrow CH^{2}(X)arrow 0$ .

ここで $\mathcal{K}_{2}$ は、 ザリスキ presheaf $U\vdasharrow K_{2}^{\cdot}(\Gamma(U, Ox))$ に付随する層である。代数的
$K$ 群については [Qu] を参照。 また素数 $p$ に対し、 $X_{p}=\mathcal{X}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ である。 ここに現

れる写像のうち、 $\partial$ 以外は自然な包含写像または引き戻しである。 $H^{1}(X, \mathcal{K}_{2})$ は次

の複体の cohomology として記述される。

$K_{2}(\mathbb{Q}(X))arrow x\in X^{1}\oplus\kappa(x)^{*}arrow y\in X^{2}\oplus \mathbb{Z}$
.

ここで最初の写像は tame symbol と呼ばれる物で、 2番目の写像は有理関数の因子を
とる写像である。 また $X^{m}$ は $X$ の余次元 $m$ の点全体の集合である。 $\mathbb{Q}(X)$ は $X$ の関

数体である。 この記述により、 $H^{1}(X, \mathcal{K}_{2})$ の元は $X$ の prime divisor $D_{i}$ とその上の

有理関数みの組の有限和 $\sum_{\mathrm{i}}(D_{i}, f_{i})$ と表される。 この時写像 $\partial$ は $\partial(\sum_{i}(D_{i}, f_{i}))=$

$\sum_{i}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}f_{i}$ と表される。 ここで $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}f_{i}$ は $D_{i}$ の $\mathcal{X}$ での閉包上での $f_{i}$ の因子である。 $L$

関数の特殊値に関する Beilinson 予想と、代数的サイクルに関する Tate 予想を仮定
すると、写像 $\partial$ の余核は torsion であることが導かれる ([Lang] の定理 2.5 の後の
注意を参照) 。

$H^{2}(X, \mathcal{O}x)=0$ の時はこれは正しい。 Bloch-Merkurjev-Suslin によ
るある結果により、 $S$ に入らない素数 $p$ に対しては $CH^{2}(\mathcal{X})$ の $p$ 幕 torsion 部分
は $H_{et}^{3}(\mathcal{X}, \mathbb{Q}_{p}/\mathbb{Z}_{p}(2))$ の部分商であり、従って $\mathrm{c}\mathrm{o}$ finitely generated であることがわ
かる。 よって $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\partial)$ が torsion ならば $CH^{2}(X)$ の $p$ 幕 torsion 部分も $\mathrm{c}\mathrm{o}$ finitely
generated であることがわかる。Chow群の有限性について、 1994年までの主な結果は
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Colliot-Th\’el\‘ene-Raskind([CTR]) と Salberger([Sa]) によるもので、 $H^{2}(X, \mathcal{O}x)=0$

の時に代数体 $k$ 上の非特異射影的代数多様体 $X$ の $CH^{2}(X)$ の torsion 部分は有限で
あるというものである。

$H^{2}(X,$ $\mathcal{O}_{X}$ } $\neq 0$ の時はまず $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\partial)$ が torsion である事を示すのが難 $\mathrm{L},$ $<$ な

る。 例えば、 $X$ が $\mathbb{Q}$ 上の非特異代数曲線 $C$ の積 $C\mathrm{x}C$ である時、 $Pic(X_{p})$ には

lrobenius のグラフ $Fr_{p}$ がある。 一般に $Fr_{p}$ は $Pic(X)$ への持ちあげを持たないの

で、 $Fr_{p}$ が写像 $\partial$ の像に入っている事を示すのは自明でない。 しかし $C$ が modular
曲線 $X_{0}(N)$ の時、 Mildenhaii([M $\mathrm{i}]$ ) により任意の素数 $p$ 十 $N$ に対し、 $\partial(\alpha_{p})=Fr_{p}$

となる $H^{1}(X, \mathcal{K}_{2})$ の元 $\alpha_{p}$ が構成された。 これを使って Langer-Saito([LS]) は、 $X$

が $\mathbb{Q}$ 上の楕円曲線 $E$ の積 $E\mathrm{x}E$ である時、任意の素数 $p$ \dagger $6N_{E}$ に対し $CH^{2}(X)$ の

$p$ 幕 torsion 部分が有限であることを示した。 ただし $N_{E}$ は $E$ の conductor である。
次に $C$ がより種数の高いモジュラー曲線の場合を考える。整数 $N>0$ に対し、

$S_{2}(\Gamma_{0}(N))$ の元 $f$ で、 全ての Hecke 作用素 $T_{n}(n>0)$ の固有関数になっている物を
考える。 このとき、 $X_{0}(N)$ の Jacobian $Jac(X_{0}(N))$ の部分アーベル多様体 $\mathrm{A}_{f}$ で、

次の性質を持つ物がある $($ [Sh], Theorem7$.14)_{\text{。}}$

(1) $K=\mathbb{Q}(a_{n})_{n>0}$ を、 $f$ への $T_{n}$ の作用の固有値全てで生成される体とすると、
$\dim A_{f}=[K : \mathbb{Q}]$ .

(2) 準同型 $\theta$ : $Karrow End\mathbb{Q}(Af)\otimes \mathbb{Q}$ があり、任意の $n>0$ に対し、 $T_{n}|_{A_{f}}=\theta(a_{n})$

が成り立つ。

定義. $C$ を $\mathbb{Q}$ 上の非特異射影的代数曲線とする。 ある $N>0$ に対し有限な全射
$h:X_{0}(N)arrow C$ があって、それにより誘導される写像 h嫁 $Jac(X_{0}(N))arrow Jac(C)$

によりある Hecke eigenform $f$ に付随する $A_{j}$ と $Jac(C)$ の isogeny が与えられる時、
$C$ はモジュラーであるという。

例えば $X_{0}(23)$ や $X_{0}(41)$ はこの意味でモジュラーである。以下曲線 $C$ は上の意味
でモジュラーであるとし、 $X=C\mathrm{x}C$ とする。 素数 $p\{N$ に対し、 $C$ は $p$ で good
reduction を持つ。 $Fr_{p}\in End_{\mathrm{F}_{\mathrm{p}}}(Jac(C_{p}))$ を Frobenius 準同型とする。

命題 ([Ki]). $\mathrm{S}$ を次の条件を満たす素数 $p$ 全体の集合とする。 (1) $p(N$ . (2) $Fr_{p}\not\in$

$\theta(K)$ . (3) $K=\mathbb{Q}(a_{p})$ . この時写像

猷
$H^{1}(X, \mathcal{K}_{2})arrow p\in \mathrm{S}\oplus P\mathrm{i}c(X_{p})$

の余核は torsion である。

定理 ([Ki]). $End(Jac(C)\otimes\overline{\mathbb{Q}})\otimes \mathbb{Q}=K$ であるとする。 この時、 正の定数 $c,$
$\mathit{5}$ が存

在して次が成り立つ ;

$\#$ {$p\leqq x|a_{p}$ is in a proper subfield of $K$} $\leqq c\frac{x}{(\log x)^{1+\delta}}$ .

定理の証明には Baba-Murty([BaMu]) のアイデアを使う。

系 ([Ki]). 定理の条件の下で $\mathrm{S}$ の密度は 1 である。
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