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1 はじめに

下面が加熱され上面が冷却された矩形断面流路内の流れを考える. 浮力の強さ
を特徴付けるレイリー数 $Ra$がある臨界値よりも大きく, 流路方向にある程度以上
速い吹き抜け流が存在するとき, 2 次元的かつ定常な熱対流が発生する [1]. この

定常対流は流路と平行な軸を持つロール状の流れであり, これを縦ロールと呼ぶ.
縦ロールのパターンは流路断面の縦横比且 (=幅/高さ) によって変わる. 熱伝導
状態の線形安定性解析 [2] の結果, $A$ が増えるにつれて, 臨界レイリー数を与える
ロールの数が増えることがわかっている (図 1). また, 高次の固有値 1 が与える中
立曲線にも目をむけたとき, 奇数個のロールに対する中立曲線と偶数個のロール
に対する中立曲線は交わるが, 同じ偶奇性を持つロールに対する 2 つの中立曲線
は交わらないことが知られている [3, 4, 5].
図 1 に示したものと同じような, 1 パラメタに依存する固有値がパラメター固有

値平面において交わらない現象は, 量子力学の分野でよく調べられている. 固有
値の物理的意味が多原子分子のエネルギー準位等である場合, このような非交差
状態は, 擬交差 (pseudo crossing) または交差回避 (avoided crossing) と呼ばれてい
る. 本稿ではこの用語を借りて, 中立曲線が (交わりそうで) 交わらない状態のこ
とを擬交差と呼ぶことにする.
本稿では, 線形中立曲線の擬交差が非線形縦ロールに及ぼす影響を知ることを

主な目的として, 流路断面縦横比 $A$ を分岐パラメタとして縦ロール解の分岐特性
を調べる. 縦ロールの分岐に関しては, $A=1$ に固定して $Ra$ を分岐パラメタとし
た解析がMizushima and Adachi[6] によってなされている.

8標題では「線形」 と「非線形」が同じ重みで並列されているが, 本稿で扱う話題は主に非線形
解の分岐特性であることをはじめにお断りしておく. 講演申し込み時には縮退した線形固有値が分
裂して擬交差を引き起こす過程についての詳しいレビューもやってみるつもりだったので, このよ
うな標題にしたが, 結局講演時に線形問題についてのレビューはしなかった.

1縦ロールに対する熱伝導状態の線形安定性を考えるとき, 中立条件を求める問題はレイリー数
を固有値として持つ固有値問題に帰着できる.
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図 1: 縦ロールに対する中立曲線 実線は奇数個のロールに対する中立曲線, 破

線は偶数個のロールに対する中立曲線である. 曲線の傍の数字は水平方向に並ぶ
ロールの数を表す.

2 支配方程式と解の対称性
十分発達した縦ロールは定常かつ流路方向に一様であり, その温度と流路断面
内の流線関数は, 流路断面の 2 次元空間で閉じた方程式系に従う. そこで, 無限

に長い流路における縦ロールの問題は, 2次元の箱の中の対流の問題に帰着する.
箱の中のブシネスク流体の運動を考える. 箱の上下壁を $z^{*}=\pm h/2$ , 側壁を

$x^{*}=\pm d/2$ とし, 縦横比を $A=d/h$ で定義する. 上下壁は $z^{*}=\pm h/2$ において

$\tau*=T_{0}\mp\Delta T/2$ なる一定温度に保たれている. ここで, $T_{0}$ は $z^{*}=0$ における参

照温度, $\Delta T(>0)$ は上下壁の温度差である. 熱伝導状態の温度は $T^{*}=^{*}(z^{*})\equiv$

$T_{0}-\Delta Tz^{*}/h$ となる.

長さ, 時間, 温度の代表量として箱の高さ $h$ , 熱拡散の時間スケール $h^{2}/\kappa$ , 温

度差 $\triangle T$ を用いて, 変数を無次元化する. ここで, $\kappa$ は熱拡散係数である. 無次元

変数はアスタリスクをつけない記号で表す.
水平速度 $u$ と鉛直速度 $w$ を用いて, 流線関数 $\psi$ を定義する: $\psi_{z}=u,$ $\psi_{x}=-w$ .
ここで, 下付きの添え字 $x$ と $z$ は偏微分を表す. また, 温度 $T$ の熱伝導状態から

のずれを $\theta$ とする: $\theta=T-\Theta$ . このとき, 縦ロールの流線関数 $\psi$ と温度 $\theta$ は次式

に従う.

$\frac{\partial}{\partial t}\nabla^{2}\psi=Pr\nabla^{4}\psi-PrRa\frac{\partial\theta}{\partial x}+J(\psi, \nabla^{2}\psi)$ , (1a)

$\frac{\partial\theta}{\partial t}=\nabla^{2}\theta-\frac{\partial\psi}{\partial x}+J(\psi, \theta)$. (1b)

ただし, $\nabla^{2}$ は 2 次元ラプラシアン $\nabla^{2}=\partial_{x\dot{x}}+\partial_{zz},$ $J$ はやコビアン $J(f,g)=$

$f_{x}g_{z}-f_{z}g_{x}$ である. PHまプラントル数である. 本稿では $Pr$ を空気に対する値

071 に固定する.
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境界条件として, 全ての壁で粘着条件を課す.

$\psi=\frac{\partial\psi}{\partial x}=\frac{\partial\theta}{\partial x}=0$ on sidewalls(x $=\pm A/2$), (2a)

$\psi=\frac{\partial\psi}{\partial z}=\theta=0$ on top and bottom walls(z $=\pm 1/2$). (2b)

側壁の温度について, 講演では完全断熱条件と完全熱伝導条件の両方について触
れたが, 本稿では紙面の都合上完全断熱条件 (2a) のみを扱うことにする.

縦ロールは (1) の定常解である. 定常解として, 自明解 (これは熱伝導状態に相
当する) から最初に分岐する非自明解には, 偶数個のロールからなる解と奇数個の
ロールからなる解の 2種類がある. 自明解からの分岐点の集合は, 図 1 に示した
中立曲線に等しい. 偶数ロール解は,

$\psi(-x, z)=-\psi(x, z)$ and $\theta(-x, z)=\theta(x, z)$ (3)

なる対称性を持つ. 奇数ロール解は,

$\psi(-x, -z)=\psi(x, z)$ and $\theta(-x, -z)=-\theta(x, z)$ (4)

なる対称性を持つ. また, このような対称性をもつ解は, $Pr,$ $Ra,$ $A$ の固定された

値に対して必ず 2 つ同時に存在する. この 2 つの解は, 互いに変換

$zarrow-z$ , $\psi\prec-\psi$ , $\thetaarrow-\theta$ (5)

で入れ替わる関係にある.
自明解から分岐した偶数ロール解や奇数ロール解が不安定化すると, これらと

は別の種類の定常解がさらに発生する. この 3 つめの定常解は $x,$ $z$ 方向の反転に

関して何の対称性も持たない偶奇混合モード解である.
定常解を特徴づける量として, 鉛直方向の熱伝達を表すヌッセルト数を使う. 上
下壁におけるヌッセルト数 $Nu_{\pm}$ を次のように定義する :

$Nu_{\pm}(x)=- \frac{\partial T}{\partial z}(x, \pm 1/2)=1-\frac{\partial\theta}{\partial z}(x, \pm 1/2)$ . (6)

(1) の自明解 (つまり熱伝導状態) においては, $Nu_{\pm}(x)=1$ である. 解の大きさを
特徴づける量として, 上下壁の平均ヌッセルト数–$Nu$ を使うことにする :

$\overline{Nu}=\frac{1}{2}(\overline{Nu}_{+}+\overline{Nu}_{-})$ , where $\overline{Nu}_{\pm}=\frac{1}{A}\int_{-\frac{A}{2}}^{\frac{A}{2}}Nu_{\pm}(x)\mathrm{d}x$. (7)

最後に, 定常解の線形安定性を調べる方法を述べる. まず定常解を求め, そこ
に無限小擾乱 $(\hat{\psi},\hat{\theta})\exp(\sigma t)$ を加える. ここで, $\sigma$ は擾乱の成長率で, 一般に複素数
である. $(\hat{\psi},\hat{\theta})$ は $x$ と $z$ の関数であり, 定常解と同じ境界条件を満たす. 定常解と
擾乱の和を (1戸こ代入して得られる方程式を擾乱について線形化すると, $\sigma$ を固有
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値とし $(\hat{\psi},\hat{\theta})$ を固有関数とする線形固有値問題が得られる. この固有値問題を解
いた結果, 全ての固有値の実数部分が負なら定常解は線形安定, 1 つでも実数部分
が正になる固有値があれば定常解は不安定である.
定常解が (3) なる対称性を持つとき, 擾乱は定常解と同じ (3), または

$\psi(-x, z)=\psi(x, z)$ and $\theta(-x, z)=-\theta(x_{7}z)$ (8)

なる対称性のいずれかを持つ. また, 定常解が (4) なる対称性を持つときは, 擾乱

は定常解と同じ (4), または

$\psi(-x, -z)=-\psi(x, z)$ and $\theta(-x, -z)=\theta(x, z)$ (9)

なる対称性のいずれかを持つ. やや厳密さに欠ける表現だが, (3) または (9) を満

たす擾乱は偶数ロール的であり, (4) または (8) を満たす擾乱は奇数ロール的であ
ると言える.

3 数値解の分岐特性
この節では, (1) の定常解を数値的に求めた結果を説明する. 数値計算法として

スペクトル法を用いた. 計算法の詳細については文献 [7] を参照されたい.

定常解は偶数ロール解, 奇数ロール解, 偶奇混合モード解の 3つに分けることが
できるが, まずは, 偶奇性を一つに制限したときの解から説明する. 例として偶
数ロール解を扱うが, 奇数ロール解の分岐構造もほぼ偶数ロール解と同じである.
偶数ロール解のみを考えたときの典型的な分岐図を図 2 に示す. 図に示した 3つの

解は偶数ロールに対する 1,2,3番目の中立曲線から分岐したものである. これらを第

1,2,3番目の解と呼ぶことにする. $Ra=6000$ における分岐点は $A=1.04,1.88,2.72$

である (図 1 の黒丸).
解の枝は 2 つのサドルノード分岐点を含む輪をなしている. 枝が自分自身と交

差する点があるが, この点は分岐点ではない. 解の大きさとして $\overline{Nu}$ を使ったた

めにたまたま交差しているが, 別の指標を使えば交差はしない. また, 同様に第

$n$番目の解と第 $n+1$ 番目の解の枝が交差している点も分岐点ではない.
第 1 番目の解は, 自明解からの分岐点の近くでは 2 ロールであるが, $A$ が大き

くなると 4 ロール, 6 ロールに変化する. 解の枝が輪をなしている部分では, 図 3

に示したように, 対流パターンは $n$ ロールから $n+2$ ロールへ連続的に変わる. ま

た, 第 2番目と 3番目の解は, 分岐点近くでは, 各々ロールの大きさがやや不揃い
な 4 ロールと 6 ロールである. $A$が大きくなると, ロールの個数が増え, また個々

のロールの大きさがますます不揃いになる.
定常解の線形安定性を調べた結果, 2番目と 3番目の解はいつも不安定であった.

1番目の解について, 定常解と同じ対称性を持つ [つまり (3) を満たす] 擾乱の成長

率を $\sigma_{1}$ , (8) を満たす擾乱の成長率を $\sigma_{2}$ とすると, いつも $\sigma_{2}>\sigma_{1}$ であった. つ
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まり, 定常解の安定性は $\sigma_{2}$ の符号によって変わる. $\sigma_{2}=0$ となる点を図 $2(\mathrm{b})$ に

黒丸で示した. 解の枝が輪をなす部分では, $\sigma_{2}=0$ となる点は $\sigma_{1}=0$ の点 (サド
ルノード分岐点) の極く近くに存在する. したがって, 輪の部分のほとんどの $A$ の

値に対しては, $n$ ロールと $n+2$ ロールの 2種類の解が安定である.
定常解が不安定になる点は偶奇混合モード解への分岐点である. 図 4 に, 偶数

ロール解と奇数ロール解に重ねて偶奇混合モード解の枝を示す. 全ての解の枝を
重ねると見にくいので, 偶奇混合モード解のみ図 $4(\mathrm{a})$ と (b) の二つに分けた. 偶
奇混合モード解は, 偶数ロール解が奇数ロール的擾乱に対して不安定になる点と
奇数ロール解が偶数ロール的擾乱に対して不安定になる点とを結んでいる. 例え
ば, (a) にしめした左側の枝は, 2 ロールが 3 ロール的擾乱に対して不安定になる
点と 3 ロールが 2 ロール的擾乱に対して不安定になる点とを結んでいる. この解
の表す対流パターンを図 5 に示す. 解の枝にそって, $A$ の大きいときの横にのび
た 2 ロールから, $A$ の小さい領域に窮屈に押し込まれた 3 ロールへと対流パターン
は変化する. 今回調べた限りにおいて, 偶奇混合モード解は全て不安定であった.
さて, ここまでで, 解の枝が輪をなす部分に安定な解が複数個存在することが

わかった. ところで, 図 1 に示したように, ある偶奇性の縦ロールに対する中立
レイリー数は $A$ に対してなめらかに変化している. したがって, 縦ロールの偶奇
性を固定したならば, $Ra$ が臨界値に十分近いときには, 非自明な定常解は [変換
(5) で入れ替わる解を同一視すれ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$] ただ 1 つであることが予想される. そこで, 1
つの解から 3 つの解へ解が分岐する様子を調べるために, $Ra$ の幾つかの値につい
て $A$ の関数として解を求めてみた.
図 6 は, 偶数ロール奇数ロールそれぞれの 1 番目の解の分岐図である. 2 コー

ルと 4 ロールをつなぐ部分に着目してみると, $Ra$が十分小さいとき $(Ra=2500)$

には, たしかに $\overline{Nu}(A)$ は 1 価である. $Ra=3000$ では解の枝に極く小さい輪が
あり, この輪の部分で $\overline{Nu}(A)$ は 3価である. $Ra=2500$ から 3000 までの間のど
こかの $Ra$ の値 (これを $\tilde{R}a$ としよう) において, $\overline{Nu}(A)$ は 1 価から 3価に変わる.
$Ra=\tilde{R}a$ において, $\overline{Nu}(A)$ は傾き $d\overline{Nu}/dA$が無限大になる点を 1 つだけ持つ. こ

の点をカスプと呼ぶことにする. $Ra>\overline{R}a$ における, 2 つのサドルノード分岐点
(輪の端) は, このカスプにつながっている.

2つのサドルノード分岐点がカスプにつながる様子を図 $7(\mathrm{a}),(\mathrm{b})$ に示す. サドル
ノード分岐点の集合はA-Ra平面で旧型をなす. 襖形の内部が解の枝が輪をなし
ている領域である. この領域で $n$ ロールと $n+2$ ロールは (同じ偶奇性を持つ擾乱
に対して) 安定である. 図中の濃い灰色の領域では, 同じ偶奇性を持つ 3 つ以上の
解が同時に安定になる.
図 $7(\mathrm{c})$ は, 偶奇性を分けずに安定な解の存在領域を全て重ねて描いたもので, 色

の濃い領域ほど安定な解の個数が多い. 今回の計算では 9個以上のロールからなる
解は求めていないが, 1 から 8個のロール解の安定領域から判断すると, $A$ と $Ra$

の値が大きくなるほど安定な解の個数が増えると言える.
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(a)偶数ロール的擾乱に対する安定性 (b)奇数ロール的擾乱に対する安定性

図 2: $Ra=6000$ のときの偶数ロール解. (a),(b) は同じ解を表しており, 線の種

類の意味だけが異なる. (a) の実線 (点線) は偶数ロール的擾乱に対して安定 (不安

定) な解を表す. (b) の線の種類は同じ解の奇数ロール的擾乱に対する安定性を示
す. (b) の黒丸は偶奇混合モードへの分岐点である. 太い実線 $\overline{Nu}=1$ は自明解を

表す.

(g) $\mathrm{A}=3.60,\overline{\mathrm{N}\mathrm{u}}=2.14$

図 3; $Ra=6000$ における 1番目の解の対流パターン (流線).
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(a) (b)
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図 4: $Ra=6000$ における第 1番目の解の分岐図. 細い実線が奇数ロール解, 破線

が偶数ロール解, 太い実線が偶奇混合モード解を表す. (a) に示した偶奇混合モー
ド解は, 左側の枝が 2 ロールと 3 ロールをつないでおり, 右側の枝が 4 ロールと 5
ロールをつないでいる. (b) に示した偶奇混合モード解は, 左側の枝が 1 ロールと
2 ロールをつないでおり, 右側の枝が 3 ロールと 4 ロールをつないでいる.

図 5: 偶奇混合モード解のパターン (流線). $Ra=6000$.



59

(a) 偶数ロール (b) 奇数ロール

$\overline{Nu}$

1 23 4 5 6 7 8
$A$ $A$

図 6: 第 1 番目の解の分岐図. 下から $Ra=2500$,3000, 4000, 8000. 太い実線
$\overline{Nu}=1$ は自明解を表す.

(a) 偶数ロール解 (b) 奇数ロール解

A

(C) 偶数ロール解 & 奇数ロール解

A

図 7: 安定な解の存在領域. 実線はサドルノード分岐点の集合, 点線は中立曲線を

表す. 図 (a),(b) 中の数字はロールの個数を示す 例えば 4,6&8 は 4,6,8 ロ $-\mathrm{K}\mathrm{s}$の

3つの解が安定であることを示す.
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多くの線形安定な解のうち, 実験ではどのような対流パターンが実現されるだ
ろうか. 文献 [8] では, 縦横比 $A=3.6$ の流路を使った実験で大概 4 ロール, たま

に 3 ロールが観察されたと報告されている. また, $A=12$ の流路において ($Ra$ の

値はやや異なるが) 10 ロールと 12 ロールが実現したとの報告もある [9]. 複数の
ロール解が安定なパラメタ領域においては, 初期条件の違いによって異なるロー
ルパターンが実現し得るのだろう.
実験では流路の縦横比 $A$ を連続的に動かすことが困難なので, 図 7 に示したロー
ル解の多重安定性を直接実験的に検証するのは難しいかもしれない. しかし, 検

証が全く不可能だとは思わない. $Ra$ がある程度高いところで (例えば人為的に温
度の不均一性を作ることによって 2) 望むロールパターンを作っておき, その後 $Ra$

を徐々に下げてそのロールパターンの安定限界を決めるようなことをすれば, 部
分的ではあっても検証はできるのではなかろうか.

4 線形中立曲線の擬交差と非線形解の輪
前節では, 定常解の偶奇性を 1 つ決めたときに解の枝に組になった 2 つのサド

ルノード分岐点を伴う輪が生じることを示した. この節では, この輪と中立曲線
の擬交差との関係を簡単な連立振幅方程式を用いて考えてみる. 偶奇性の異なる
2 種のロールに対する振幅方程式は文献 $[11, 12]$ で得られている. ここでは, 偶奇
性の等しい 2種のロールに対する振幅方程式を考える.

4.1 振幅方程式系の形式的導出

流体の基礎方程式から $n$ ロールと $n+2$ ロールの振幅に対する振幅方程式系を
導きたい. そのためには 2 つの定常ロールが同時に発生する固有値の縮退した分
岐点が必要である. ところが, 図 1からわかるように, ロールの偶奇性を 1 つ選ん
だときそのような分岐点は存在しない. そこで, 分岐点を作るために, Mizushima
and Nakamura [5] の真似をして, 次の境界条件を導入する.

$\psi=\delta\frac{\partial\psi}{\partial x}\pm(1-\delta)\frac{\partial^{2}\psi}{\partial x^{2}}=\frac{\partial\theta}{\partial x}=0$ on $x=\pm A/2$ . (10)

(2a) の替わりに (10) を使うと, $\delta=0$ のときには考えるべき問題を水平方向に
周期的なものに拡張できる 3. そのとき, ロールの偶奇性に依らず全ての中立曲線
は交差するので, 同じ偶奇性を持つ異なる 2 つのロール解が同時に分岐すること
が可能となる. この分岐点において異なるロール解を表す 2 つの線形固有関数は

2水平方向に無限に広がる系で熱対流ロールの発展を調べた実験 [10] では, thermal imprinting
と呼ばれる手法によって, 様々な望む波長のロールパターンを実験的に作り出している.

3拡張された系における周期解のうちある対称性を持つものがもとの系の解となる. この拡張に
よって, $\delta=0$ の系には ( $\delta\neq 0$ の系には無い) 隠れた対称性が存在することがわかる [13].
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直交する. $\delta>0$ のときには偶奇性の等しいロールに対する中立曲線は擬交差とな
り, $\delta$ の増大とともに 2 つの中立曲線は離れてい $\text{く}$ [5]. $\delta=1$ では (2a) の粘着条
件が復活する.
以下では, (1), (2b), (10) に基づいて偶奇性の同じ 2種類のロールに対する振幅

方程式を形式的に導き, 振幅方程式の平衡解として前節で得られた数値解と定性
的に同じものが得られることを示す.

$\delta=0$ において, $n$ ロールと $n+2$ ロールに対する 2 つの中立曲線が $(A, Ra)=$

$(A^{*}, Ra^{*})$ で交差するとする.

$A=A^{*}+\epsilon^{2}$ . (11)

によって微小パラメタ $\epsilon$ を定義し, 交差点の近傍 $O(\epsilon^{2})$ を考える:

$Ra=Ra^{*}+\epsilon^{2}\tilde{R}$ , $\delta=\epsilon^{2}\tilde{\delta}$ . (12)

ここで, $\tilde{R}$ と $\tilde{\delta}$ は $O(1)$ である. 変数 $u\equiv(\psi, \theta)^{\mathrm{T}}$ を

$u=\epsilon u_{1}+\epsilon^{2}u_{2}+\epsilon^{3}u_{3}+\cdots$ (13)

のように展開する. ただし, $u_{j}=u_{j}(t_{1}, t_{2}, \ldots)(t_{n}=\epsilon^{2n}t)$ はゆっくり変化する関

数である.
(11)-(13) を (1), (2b), (10) へ代入して, $\epsilon$ の各オーダーで得られる式を逐次解い

ていくと, $o(\epsilon^{3})$ で得られる式の可解条件から次の振幅方程式が得られる.

$\frac{da}{d\mathrm{f}}=(\lambda_{aR}dR+\lambda_{aA}dA)a+\lambda_{1}a+\lambda_{2}b-\mu_{1}a^{3}-\mu_{2}b^{2}a$ , (14a)

$\frac{db}{dt}=(\lambda_{bR}dR+\lambda_{bA}dA)b+\lambda_{3}a+\lambda_{4}b-\mu_{3}a^{2}b-\mu_{4}b^{3}$. $(14\mathrm{b})$

ここで, $a,b$ はおのおの $n$ ローノレ, $n+2$ ロー)の振幅を表す. また, (dA, $dR$) $=$

$(A-A^{*}, Ra-Ra^{*})=(\epsilon^{2}, \epsilon^{2}\tilde{R})$ である. 添え字の付いた $\lambda$ と $\mu$は全て実定数である.

振輻方程式 (14) の係数の値を求めるには少し面倒臭い計算が必要である. そこ
で, ここでは既知の状況と矛盾のないように適当に係数を決めて, 前節で得られ
た数値解を説明するために最低限必要な項のみを残した単純なモデルを考えるこ
とにする.

4つの係数 $\lambda_{j}(j=1-4)$ は $\tilde{\delta}$ に比例しており中立曲線の “非交差度” を表してい

るが, これら 4 っのうち擬交差を実現するために不可欠なのは $\lambda_{2}$ と $\lambda_{3}$ だけであ

る. そこで, 簡単のため $\lambda_{1}=\lambda_{4}=0,$ $\lambda_{2}=\lambda_{3}=\lambda$ とおく. 他の線形項について

は, (14) が数値的に得られる中立曲線の傾きや縦ロールの線形増幅率と定性的に
等しいものを与えるように, $\lambda_{aR}=\lambda_{bR}=\lambda_{bA}.=1_{7}\lambda_{aA}=-1$ とおく. さらに, 縦

ロールが超臨界分岐であること [14, 15, 16] から $a^{3},$ $b^{3}$ の係数は正でなければなら
ない. そこで, $\mu_{1}=\mu_{4}=1$ とおく.
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以上のように係数を昏夢におくと, 次式が得られる.

$\frac{da}{dt}=(dR-dA)a+\lambda b-a^{3}-\mu_{2}b^{2}a$ , (15a)

$\frac{db}{dt}=(dR+dA)b+\lambda a-\mu_{3}a^{2}b-b^{3}$ . (15b)

非線形項 $b^{2}a$ と $a^{2}b$ の係数の符号は, 既存の研究結果からは決めることができな
い. ここでは 2 種のロールが同時に安定になれるように, $\mu_{2},$ $\mu_{3}$ がともに正で,

$D\equiv 1-\mu_{2}\mu_{3}<0$ を満たすようにとることにする.
ここで, (15) と関連する研究で扱われた方程式との関係について触れておく.

(15) において, $da/dt=db/dt=0$ として $\mu_{2}b^{2}a$ と $\mu_{3}a^{2}b$ を無視すると, Cliffe and
Winters [4] が中立曲線の擬交差を示した式と同じものが得られる. さらに, $a^{3}$ と

$b^{3}$ を落とすと Mizushima and Nakamura [5] の導いた線形問題と本質的に同じもの
が得られる. また, (15) と似た形の $n$ ロールと $n+2$ ロールについての振幅方程式
系は, 有限長さの 2 円筒問のテイラークエット流について導かれている [17]. 円筒
の長さが有限の場合, 円筒の長さ方向に一様な円筒クエット流は実現されず, 円

筒の回転によって誘起される流速は円筒の終端に近づくほど遅くなる. この速度

差に起因する不完全性のために, 定常ロールの分岐は不完全になり, 円筒の (有限
の) 長さが与えられたときの臨界レイノルズ数は 0 になる. このことを反映して,

テイラークエット流における振幅方程式系は, (15) の中の $\lambda$ を含む項を取り去り
$a,b$ を含まない定数項を付け加えた式になっている.

4.2 振幅方程式系の平衡解

以下では式 (15) の平衡解について説明する. まず $\lambda=0$ の解を考えよう. $\lambda=0$

は (10) において $\delta=0$ のときに実現する. つまり中立曲線が交差するときに相当
する. このとき, 平衡解として次の 4 種類がある:

(i) 自明解 (熱伝導状態) $a=b=0$ ,

(ii) 純粋な $a$ モード ( $n$ ロー) $\mathrm{s})$ $a=\pm\sqrt{dR-dA},$ $b=0$ ,

(iii) 純粋な $b$ モード ($n+2$ ロー) $\mathrm{s})$ $a=0,$ $b=\pm\sqrt{dR+dA}\}$

(iv) 混合モード $a=\pm\sqrt{D_{a}}/D,$ $b=\pm\sqrt{D_{b}}/D,$ $D_{a}=(dR-dA)-\mu_{2}(dR+$

dA), $D_{b}=(dR+dA)-\mu_{3}(dR-dA)$ . ここで, 複合は同順でない.

図 $8(\mathrm{a})$ にこれら 4 種の解の安定性相図を示す. 混合モード解は, $D_{a}<0$ かつ

$D_{b}<0$ を満たす灰色の下形の領域だけに存在する. この領域では, $a$ モードと $b$

モードが共に安定で, 混合モードは不安定である. 襖型領域を横切るような $dR$ の

値において, dA を分岐パラメタとして描いた分岐図の典型例を図 $9(\mathrm{a})$ に示す.



63

(a) $\lambda=0$ (b) $\lambda=0.1$

$\mathrm{d}\mathrm{R}$

図 8: 平衡解の存在領域. 点線は中立曲線を表す. $\mathrm{O},\mathrm{a},\mathrm{b},\mathrm{m}$ はそれぞれ自明解, $a$

モード, $b$ モード, 混合モードを表す. かっこのないものは安定な解, かっこ内の

ものは不安定な解である. $\mu_{2}=2,$ $\mu_{3}=3$ .

(a) $\lambda=0$ (b) $\lambda=0.1$

a $\mathrm{b}$ a $\mathrm{b}$

$.\sim....(.\mathrm{m}-$

$.\cdot’.\cdot.\cdot.\cdot.\ldots..\{.\mathrm{m}..$
)

$...\sim\cdots\cdot....$

:
$|.\prime\prime.\cdot.\cdot.-\wedge\cdot-\cdot.(.\mathrm{m}).\cdot.\cdot\sim-.\cdot.\cdot.\cdot\backslash \cdot......|$

0 0
dA dA

図 9: dA を分岐パラメタとした分岐図. 実線は安定な解, 点線は不安定な解であ

る. $\mu_{2}=4,$ $\mu_{3}=10,$ $dR=0.1$ .

純粋な $a$ モード解は $a>0$ と $a<0$ の 2 つが存在するが, これらは同じ $n$ ロール

パターンで回転の向きが逆のものに相当する. 純粋な $b$ モード解も同様である.

混合モード解は, 2 つの純粋な解からの 2 次分岐によって生じる. この 2 次分岐

はピッチフォーク分岐である. 図 10(a) に, $b$ モード解の上のピッチフォーク分岐
点から混合モードが分岐する様子を示した. この図は図 9 の左半分 $(dA<0)$ を拡

大したスケッチで, 見やすくするため自明解と $a$ モードは描かれていない. 4つの

混合モード解は, ノル $\Lambda\sqrt{\mathrm{a}^{2}+b^{2}}$ で見ると重なって 1 つに見えるが, これらのう

ち変換 $aarrow$ -a&b\rightarrow 掲で入れ替わる 2 つの解の組が同じ対流パターンを与える.
さて, 次に $\lambda\neq 0$ , つまり中立曲線が擬交差のときの解を考えよう. この場合,

純粋なモードは存在できず, 自明解を除く全ての平衡解は零でない $a,b$ の成分を持

つ. 以下では, $\lambda=0$ のとき $a$ モードであった解を $\lambda\neq 0$ のときも $a$ モードと呼ぶ

ことにする. $b$ モード, 混合モードという言葉も同じ意味で使う.
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(a) $\lambda=0$ (Crossing) (b) $\lambda\neq 0$ (Avoided crossing)

dA 比

dA

$\nearrow$

己

$\backslash$

dA

dA dA

図 10: $\mu_{2}=4,$ $\mu_{3}=10,$ $dR=0.1$ のときの $b$ モードと混合モードの分岐の概略図.
実線は安定, 点線は不安定な解. Pb は自明解から $b$モードが分岐する分岐点, Pm
は $b$ モードから混合モードが分岐する分岐点を示す. 摂動 $\lambda\neq 0$ によって, Pb の
分岐構造は保たれるが Pm は壊れる.
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図 $8(\mathrm{b}),$ $9(\mathrm{b})$ に $\lambda\neq 0$の解の存在領域と分岐図を示す. また, 図 10(b) に $b$モード

と混合モードの枝のスケッチを示す. このスケッチは, $\mu_{2}=4,$ $\mu_{3}=10,$ $dR=0.1$ ,
$\lambda=0.1$ のときの解に基づいてかきおこしたものである.
図 10(b) から, 混合モード解のピッチフォーク分岐が構造不安定であり, 摂動

$\lambda\neq 0$ によって壊れることがわかる. $a$ モード, $b$ モードの分岐もピッチフォーク

分岐だが, これらは摂動 $\lambda\neq 0$ によっては壊れない. 2 つの分岐点 Pmが壊れた結
果, 4つの混合モード解はノルムの値が異なる 2つの組に分裂する. そのうち 1 組

は安定な $a$ モードと $b$モードにつながり, 残りの 1 組が不安定な $a$ モードと $b$ モー

ドにつながる. その結果, 図 $9(\mathrm{b})$ のように解の枝には輪ができる.
図 $9(\mathrm{b})$ の輪を含む上の枝は, 図 2 の 1 番目の枝と定性的に一致している. また,

図 $8(\mathrm{b})$ において $a,b$両モードがともに安定になる領域は, 中立曲線から離れた点に
カスプをもつ襖形になっていて, これは数値的に得られた多重解の存在領域 (図 7)

と定性的に一致している. これらのことから, 数値的に得られた輪をなす枝は, 中

立曲線の擬交差のために現れたと結論できる.
数値解では 2番目 3番目の枝にも輪がある (図 2) が, 振幅方程式の解では下の枝
には輪がない (図 $9(\mathrm{b})$ ). 数値解の 2 番目 3 番目の枝の輪は, より高次の固有値の

与える中立曲線同士の擬交差を考慮することによって説明できると考えられる.

4.3 おまけ

最後に, おまけとして, 振幅方程式の解を数値解と定量的に比べた結果を図 11
に示す. 振幅方程式 (14) の係数を, 数値的に得られた線形中立曲線の傾き等と矛
盾しないように適当に決めたうえで, 2 ロールと 4 ロールの共存領域を比較した.
振幅方程式から得られる安定な解の存在領域は数値解から得られるものと定量的
にも一致した.
振幅方程式は中立曲線の交差点 $(\delta, A, Ra)=(0, A^{*}, Ra^{*})$ の $O(\epsilon^{2})$ 近傍で得られ

たものであるから, その解は本来数値解 (これは $\delta=1$ に対して得られた解) と定

量的に一致する必要はない. 図 11 は, 振幅方程式の解がその適用範囲外でも数値
解とたまたまうまいこと一致することがあるということを示しているにすぎない.
あまりにもきれいに一致したものだから, おまけとして提示してみた次第である.

図 11: 2 ロールと 4 ロールが安定に共存する領域. 破線
は数値的に得られた ( $\delta=1$ に対する) 中立曲線, 点線は式

(14) から得られる中立曲線 実線は数値解における共存領
域の縁, 灰色の領域は式 (14) から得られる共存領域. 式

(14) に含まれる係数の値は次のようにとった: $A^{*}=3.1$ ,

$Ra^{*}=2220,$ $\lambda_{aR}=0.0042$ , $\lambda_{aA}=-1.9,$ $\lambda_{bR}=0.0045$ ,

$\lambda_{bA}=3.3,$ $\mu_{1}=.25,$ $\mu_{2}=38,$ $\mu_{3}=38,$ $\mu_{4}=29$ ,

$\lambda_{1}=\lambda_{4}=0,$ $\lambda_{2}=\lambda_{3}=0.8$ .
A
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研究集会の際に, 図 $9(\mathrm{b})$ に示したような混合モード解の分裂は, ピッチフォ–

ク分岐の構造不安定性によって説明できることを指摘してくださった大阪大の小
川知之博士に感謝致します.
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