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補間定理と重み関数

東京理科大学ポストドクトラル研究員 丹羽 美由紀 (Miyuki Niwa)
Faculty of Science and Technology,
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1 はじめに

1926年, M. Riesz [7] は $L_{p}$空間での補間定理を示した. そして後の]938年 G. 0. Thorin[9]
がこの定理を拡張したため, Riesz-Thorin の補間定理としてよく知られている. Riesz の
証明は後の実補間法に, Thorin の証明は後の複素補間法の基となる. 定義域は次節を参照.

定理 1(Riesz-Thorin の補間定理). $1\leq p_{0},p_{1}$ , $q_{0)}q_{1}\leq\infty,$ $0<\theta<1,$ $T$ は線型作用

素とする. $T$ が Lp。空間から $L_{q0}$ 空間へ作用素ノルム $M_{0}$ で有界かつ, $T$ が $L_{p1}$ 空間か

ら $L_{q_{1}}$ 空病へ作用素ノルム $M_{1}$ で有界ならば, $T$ はし
$p$
空間から $L_{q}$ 空間へ作用素ノルム

$M\leq l\mathrm{t}/I_{0}^{1-\theta}M_{1}^{\theta}$ で有界となる. ここで, $1/p=(1-\theta)/p_{0}+\theta/p_{1_{\grave{\prime}}}1/q=(1-\theta)/q_{0}+\theta/q_{1}$ .

この定理に対して, 様々な拡張がなされたのであるが, その中の重要な結果として 1958年
の Stein-Weiss[8] による (‘重みつき L。空間での補間定理’ と 1966 年の Calder\’on[2]-Hunt[5]
による “Lorentz 空間での補間定理” があげられる.

定理 2(Stein-Weiss の補間定理). 1 $\leq p_{0)}p_{1}<\infty,$ $0<\theta<1,$ $T$ は準線型作用素,
$v_{0},$ $v_{1},$ $w_{0},$ $w_{1}$ は非負可測関数とする. $T$がし p。,v。空間から Lq。,w。空間へ有界かつ, $T$がし p”vl
空間から $L_{q_{1\backslash }w_{1}}$ 空間へ有界ならば, $T$ は $L_{p,v}$ 空間から $L_{q_{\gamma}w}$ 空聞へ有界となる. ここで,

$1/p=(1-\theta)/p_{0}+\theta/p_{1},1/q=(1-\theta)/q_{0}+\theta/q_{1},$ $v^{1/p}=v_{0}^{(1-\theta)/p0}v_{1)}^{\theta/\mathrm{P}1}w^{1/q}=w_{0}^{(1-\theta)/q0}w_{1}^{\mathit{0}/q1}$ .

定理 3(Caldero’$\mathrm{n}$-Hunt の補間定理). $1\leq p_{0},p_{1}<\infty_{7}1\leq q_{0}\neq q_{1}\leq\infty,$ $0<\theta<1_{J}$

$T$ は擬線型作用素とする. $T$ がし poqo 空間から $L_{r\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{o}}$ 空間へ有界かつ, $T$ が $L_{pq1}$, 空問から
$L_{r_{1}s_{1}}$ 空間へ有界ならば, $q\leq s$ fこ対して, $L_{pq}$ 空間から $L_{rs}$ 空間へ有界となる. ここで,

$1/p=(1-\theta)/p_{0}+\theta/p_{1},1/r=(1-\theta)/r_{0}-\tau\theta|/\tau_{1}.$ .

そこで, Stein-Weiss(定理 2) と Calder\’on-Hunt(定理 3) を統合させた, 重みつき Lorentz
空間上での補問定理の成立が予想される.

予想. $1\leq p_{0)}p_{1}<\infty,$ $1\leq q_{0}\neq q_{1}\leq\infty,$ $0<\theta<1,$ $T$ は準線型作用素, $v_{0)}v_{1)}w_{0},$ $w_{1}$ は非
負可測関数とする. $T$ が $L_{p\mathit{0}q\mathit{0},v\mathit{0}}$ 空間から Lr。8o,w。空間へ有界かつ, $T$ が $L_{p_{1}q_{1},\text{ゎ}}$, 空間から
$L_{r_{1}s_{1},w_{1}}$ 空間へ有界ならば, q\leq dこ対して, Lpq,ゎ空間から $L_{rs,w}$ 空間へ有界となる. ここで,

$1/p=(1-\theta)/p_{0}+\theta/p_{1},1/r=(1-\theta)/r_{0}+\theta/r_{1},$ $v^{1/p}=v_{0}^{(1-\theta)/p0}v_{1}^{\theta/p_{1}},$ $w^{1/r}=w_{0}^{(\mathrm{J}-\theta)/r_{0}}w_{1}^{\theta/r_{1}}$ .
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しかしながら, 1997 年に Ferreyra[3] によって反例が与えられた. 反例はべき型関数で

重み関数 $v$ を構成することによって与えられている.
そこで何らかの条件を加えることや, 結果を弱めることによって肯定的な結果を得るこ
とを目標としてきた. 得られた結果 [6, Theorem 3.1] は次である.

定理 4. $1\leq p_{0)}<p_{1}<\infty,$ $1\leq r_{0}\neq r_{1}\leq\infty,$ $0<q_{0},$ $q_{1},$ $s_{0},$ $s_{1}\leq\infty,$ $0<\theta<1,$ $T$ は非負,

準線型作用素, $v,$ $w_{0},$ $w_{1}$ は非負可測関数とする. $T$ が $L_{p_{0}q_{0_{1}}v}$ 空間から $L_{r\mathrm{o}}$ ,07w。空間へ有界,
かつ, $T$ が $L_{p_{1}q_{1},v}$ 空間から $L_{r_{1}s_{1},w_{1}}$ 空間へ有界ならば, $T$ は $L_{p1,v}$ 空間から $L_{r\infty,w}$ 空間へ有

界となる. ここで $1/p=(1-\theta)/p_{0}+\theta/p_{1},1/r=(1-\theta)/r_{0}+\theta/r_{1},$ $w^{1/q}=w_{0}^{(1-\theta)’q\sigma)}’ w_{1}^{\theta/q_{1}}$ .

定理 4 は, 次の点で予想よりも弱い結果になっている.

1. 予想における $q,$ $s(q\leq s)$ が $q=1,$ $s=\infty$ となっている.

2. 定義域側の重み関数 $v$ が固定されている $(v_{0}=v_{1}=v)$ .

そこでまず 2. について考えてみることにした. 次節の証明の概略にあるように, 値域側の

重み関数は H\"older の不等式を用いることによって評価することができた. そこで定義域
側では “

$\mathrm{H}\dot{\mathrm{o}}$ lder の不等式の逆に相当する $\underline{\mathrm{Y}}\cdot \mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{H}\dot{\mathrm{o}}$lder の不等式をうまく用いることが
できないか’) と考えた. 今回はそのように考えたいきさつや, これから考えるべきことを

記したいと思う.

2 準備
$(M, \mu),$ $(N, \nu)$ は \sigma \sigma 有限な測度空間とし, $f_{7}.g,$

$\ldots$ は実数値 (または複素数値) 可測関数と

する. $T$ は $M$上の可測関数のクラスから $N$上の可測関数への作用素とする. $v,$ $w,$ $v_{0},$ $w_{0},$ $\ldots$

は非負可測関数とし, “重み関数 7} とも言う,

定義 5(作用素). 作用素 $T$ が準線型とは次を満たすことである:

$|T(f+g)|\leq|Tf.|[perp]_{1}|Tg|$ ,

$|T(af)|=|a||Tf|$ , $a\in \mathbb{C}$ .

作用素 $T$ が擬線型とは次を満たすことである:

$|T(f+g)|\leq K(|Tf|+|Tg|)$ , ( $K$ は $f$ に無関係な定数),

$|T$ (a $f$ ) $|=|a||Tf|$ , $a\in \mathbb{C}$ .

定義 6(重みつき $L_{p}$ 空間 $L_{p,v}$ ).

$L_{p,v}=\{f : ||f||_{p,v}<\infty\})$

ここで

$||f||_{p,v}=( \oint_{\Lambda/I}|f(x)|^{p}v(x)d\mu(x))^{1/p}$ .
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定義 7(分布関数 $\lambda_{f_{?}v}$ , 再配列関数 $f_{v}^{*}$ , 平均関数 $f_{v}^{*\mathrm{A}}.$ ).

$\lambda_{f,v}(s)=v\{x : |f(x)|>s\}$ , $s>0$ ,

$f_{v}^{*}(t)= \inf\{s : \lambda_{f,v}(s)\leq t\}$ , $t>0$ ,

$f;*(t)= \frac{1}{t}\int_{0}^{\infty}.f_{v}^{**}.(y)dy$ , $t>0$ .

ここで任意の集合 $A$ に対して $v(A)= \int_{A}vd\mu$ とする.

定義 8(重みつき Lorentz 空間 $L_{p,q,v’(p,q),v}L$).

$I_{pq,v}\lrcorner=\{f : ||f||_{pq,v}<\infty\}$ ,

ここで,

$||f||_{pq,v}=\{$

$( \frac{q}{p}\int_{0}^{\infty}.(t^{1/p}f_{v}^{*}(t))^{q}\frac{dt}{t})^{1/q}\}$ $1<p,$ $q<\infty$ ,

$\sup_{t>0}t^{3/p}f_{v}^{*}(t)$ , $1<p<\infty,$ $q=\infty$ .

しかしながら, 一般的に $||$ . ||p9,ゎは Minkowski の不等式が成り立たないのでノルムでは
ない. しかし定義の中の $f_{v}^{*}$ を $f_{v}^{**}$

. に代えることによってノルム $||\cdot||_{(pq),v}$ を得る. 任意の
$q\geq 1$ に対して

$||f||_{(pq),v}=\{$

$( \frac{q}{p}\int_{0}^{\infty}.(t^{1/p}f_{v}^{**}(t))^{q}\frac{dt}{t})^{1/q})$ $1<p,$ $q<\infty$ ,

$\mathrm{b}^{\urcorner}\mathrm{u}\mathrm{p}t^{1/p}f_{v}^{**}(t)t>0$ ’ $1<p<\infty,$ $q=\infty$ .

この空間を $L(pq),v$ と記す.

さらに $||\cdot||_{pq,v}$ と $||\cdot 11$ (pq),ゎは同値である. 即ち,

補題 9. $1<p\leq\infty,$ $1\leq q\leq\infty$ ならば

$||f||_{pq,\mathrm{t})} \leq||f||_{(pq),v}\leq\frac{p}{p-1}||f||_{pq,v}$ .

定義 10 (非負作用素). 任意の $f$ に対して次を満たすことである:

$Tf\geq 0$ , u-a. c-.

次に Bennerr-Sharpley[l, p.231] にある結果を挙げておく.

補題 11 . $X,$ $Y$ は resonant 測度空間 $(M, \mu),$ $(N, l/)$ 上の $rearrangerr\iota ent-$ invariant funcu-
tion 空問とする. $T$ は非負, 準線形作用素で, $X$ の dense linear subspace $D$ 上で定義さ
れ, $Y$ で値ととる. このとき, すべての $f\in D$ に対して

$(\star)$ $||Tf||_{Y}\leq C||f.||_{X}$ ,

が成り立つならば, すべての $f\in X$ に対して $(\star)$ が成り立つ.
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$L_{p1,v}$ 空間のノル $\text{ム}$について次の結果 [6, Lemma 27] を与えておく.

補題 12. 定数 $C_{17}C_{2}$ が存在して次をみたす.
$\infty$

$C_{1}$ $\sum$ 2 $f_{w}^{*}(2^{k})\leq||f||_{p1,?\mathit{1}J}.\leq C_{2}$ $\sum$ $2^{k^{\mathrm{Q}}/p}f_{?v}^{*}$ (2ん).
$k=-\infty$ $k=-\infty$

3 定理 4の証明の概略
まず集合 $E_{n}$ を次のように定義し, $f_{n}$ を構成する:

$E_{n}=\{x\in M : f_{v}^{*}(2^{n+1})<|f.(x)|\leq f_{v}^{*}(2^{n})\}$,

$f_{n}(x)=\{$
$f.(x)$ , $x\in E_{n}$ ,

0, お。他.

すると

(1) $f(x)= \sum_{n=-\infty}^{\infty}f_{n}.(x)$ , $\mu- \mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x\in M$ .

(1), $T$ の準線型性 (定義 5), 補題 9,11 により,

(2) $||Tf||_{(r\infty),w} \leq\sum_{n=-- \mathrm{m}}^{\infty}||Tf_{n}||_{(r\infty),w}\leq r/(r-1)\sum_{n=-\infty}^{\infty}||Tf_{n}||_{r\infty,w}$.

まず $||Tf_{n}||_{r\infty,w}$ を評価していく. 仮定より $T$ は $L_{p_{i}q_{\mathrm{z}},v}$から $L_{r_{i}s_{i},w_{i}}$. への有界な作用素なので

t17物 $(Tf_{n}.)_{w_{i}}^{*}(t)\leq C||f_{n}||_{p_{?}.q_{\dot{2})}v}$ , $i=0,1$ .

変数変換 t=\lambda T6,ヮバ s) によって

(3) $s($ \lambda 丁 f.n’ui(s) $)^{1/r_{i}}\leq C||f_{n}.||_{\mathrm{P}iq_{i},v}$ , $i=0,1$ .

H\"older の不等式と $1/r=(1-\theta)/\gamma_{0}+\theta/r_{1},$ $w^{1/7}$
. =w0(1-\mbox{\boldmath $\theta$})/T0w\mbox{\boldmath $\theta$}1/rL’こより,

$s(\lambda_{Tf_{n},w}(s))^{1/r}$

$=s( \int_{\{c;|Tf_{n}(x)|>s\}}w(x)d\mu(x))^{1/r}\acute{\backslash }$

.

(4)
$\leq s(\int_{\{x;|Tf_{n}(x)|>s\}}w_{0}(x)d_{l}\iota(x))^{(1-\theta)/ro}(\int_{\{|Tf_{n}(x)|>\mathrm{s}\}}x_{j}w_{1}(x)d\mu(x))^{\theta/r3}$

$=[s(\lambda_{Tf_{7l\prime}w_{0}}(.\mathrm{s}))^{1/r_{0}}]^{1-\theta}[s(\lambda_{Tf_{n},w_{1}}(s))^{1/r_{1}}]^{\theta}$ .

(3) と (4) から,

$s(\lambda_{\mathit{1}f_{n},w},\urcorner(s))^{1/\tau}$ $\leq C||f_{n}||_{p_{0}q\mathit{0},v}^{1-\theta}||f_{n}||_{p_{1}q_{1},v}^{\theta}$
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となるので次を得る:

(5) $||Tf_{n}||_{r\infty,w}\leq C||f_{n}||_{p_{0}q_{0},v}^{1-\theta}||f_{n}.||_{p_{1}q_{1},v}^{\theta}$ .

また $||f_{n}||_{p_{0}q0,v}$ に対して次のような評価を得る :

$||f_{n}||_{p_{\text{。}}q_{0},v}=( \frac{q_{0}}{p_{0}}\oint_{0}^{\alpha)}[t^{1/p\mathit{0}}(f_{n})_{v}^{*}(t)]^{q0}\frac{dt}{t})^{1/q0}$

$(*)$
$\leq(\frac{q_{0}}{p_{0}}l^{v(E_{n})}[t^{1/p\mathit{0}}f_{v}^{*}(2^{n})]^{q0}\frac{dt}{t})1/q0$

$=f_{v}^{*}(2^{n})(v(E_{n}))^{1/p0}$ .

$||f_{n}||_{p_{1}q_{1},v}$ に対しても同様に

$(**)$ $||f_{n}||_{p_{1}q_{1},v}\leq f_{v}^{*}(2^{n})(v(E_{n}))^{1/p_{1}}$ .

$1/p=(1-\theta)/p_{0}+\theta/p_{1}$ と (5) から

(6) , $||Tf_{n}.||_{r\infty,w}\leq Cf_{v}^{*}(2^{7b})(v(E_{n}))^{1/p}\leq Cf_{v}^{*}(2^{n})\cdot(2\cdot 2^{n})^{1/p}$ .

したがって, (2), (6), 補題 12 から

$||Tf||_{r\infty,w} \leq C\sum_{n=-\infty}^{\infty}f_{v}^{*}(2^{n})\cdot 2^{n/p}\leq C||f||_{p1,v}$ .

4 reverse H\"older と展望
目標は $v$ を動かす, 即ち, $T$ は $L_{p_{i}q_{i},v_{i}}$ から $L_{r_{i}s_{i},w_{i}}$ への有界な作用素 $(i=0,1)$ と仮定し

$L_{p1,v}$ から $L_{r\infty,w}$ への有界性を得ることである. ここで $v^{1/p}=v_{0}^{(1-\theta)/\mathrm{P}\text{。}}v_{[perp]}^{\theta/p_{1}}\urcorner$ . その場合前節
での評価 $(*),(**)$ はそれぞれ

$||f_{n}||_{p_{0}q_{0},v_{0}}\leq f_{v}^{*}(2^{n})(v_{0}(E_{n}))^{1/p0})$

$||f_{n}|_{1p_{1}q_{1},v_{1}}^{1}\leq f_{v}^{*}(2^{n})(v_{1}(E_{n}))^{1/p_{1}}$

となる. したがって

$||Tf_{n}||_{r\infty,w}\leq Cf_{v}^{*}(2^{n})v_{0}(E_{n})^{(1-\theta)/p\mathit{0}}v_{1}(E_{n})^{\theta/p1}$

となるので, もし, ある定数 $C$ が存在して

$v_{0}(E_{n})^{(1-\theta)/p0}v_{1}(E_{n})^{\theta/p_{1}}\leq Cv(E_{n})^{1/p}$

という評価を得ることができれば, 望む結果が得られる. しかしながら前節の (4) は $A=$

$\{x;|Tf_{n}.(x)|>s\}$ として $w(A)^{1/r}\leq w_{0}(A)^{(1-\theta)/r_{0}}w_{1}(A)^{\theta/r_{1}}$ ということを示している. こ
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のため “この不等式の逆” を要求することになる. そこで “reverse H\"older の不等式を使え
ないだろうか ?” と考えた次第である.

ここで Muckenhoupt の $A_{p}$ 条件について復習する (例えば [10] 参照).

$\mu$ は非負 Borel測度で有界集合上では有限とする. 非負可測関数 $w$ が $A_{p}(\mathbb{R}^{n})=A_{p}$ 条件

を満たす (このとき $w\in A_{p}$ と記す) とは, $y\in \mathbb{R}^{n}$ に対して

$\{$

$( \frac{1}{|I|}\oint_{I}w(y)dy)(\frac{1}{|I|}\oint_{I}w(y)^{-1/(p-1)}dy)^{p-1}\leq c$ , $1<p<\infty$ ,

$\frac{1}{|I|}\int_{f}w(y)dy\leq c\mathrm{e}ss\inf_{I}w$ , $p=1$ .

$I$ は $x$ を含む open cube を表し, $|I|$ は $I$ の)レベーグ測度を表す.

$w\in A_{1}$ の特徴づけとして次の定理が挙げられる.

定理 13(reverse H\"older). $w\in A_{1}$ とする. このとき $r>1$ が存在して, 任意の cube $I$

に対して

$( \frac{1}{|I|}\int_{I}w(y)^{r}dy)^{1/r}$ イ $\frac{c}{|I|}\oint_{I}w(y)dy$ .

$c$. $=c$, は $I$ に無関係.

ここで注意すべきことは $(\mathbb{R}^{n}, dx)$ での理論であることである. しかし定理 4 の設定にお

いても成立すると仮定して議論を進めていく.

$\tilde{v}\in A_{1}$ とする. Vg $=\overline{v}^{a_{0}},$ $v_{1}=\overline{v}^{a_{1}}$ , $a_{0},$ $a_{1}>1$ とおくと, $v^{1/p}=v_{0}^{(1-\theta)/p0}v_{1}^{\theta/p_{1}}$ より,

$v=$
\sim a$\oint$g珂+ $a-p[perp] 1p\underline{\theta}$

.

$v_{0}(E_{n}),$ $v_{1}(E_{n}),$ $v(E_{n})$ を計算し, reverse H\"older を $r=a_{0},$ $a_{1}$ , 定数を $c_{0},$ $c_{1}$
. で適用すると,

$v_{0}(E_{n})= \int_{E_{n}}\overline{v}^{a_{0}}d\mu\leq c_{0}(1/\mu(E_{n}))^{a_{0}-1(}\int_{\lrcorner}F_{n}\tilde{?J}d\mu)^{a_{\text{。}}}$ ,

$v_{1}(E_{n})= \int_{E_{\eta}}\overline{v}^{a_{1}}d\mu\leq c_{1}(1/\mu(E_{n}))^{a_{1}-1}(\int_{E_{n}}\overline{v}d\mu)^{a_{1}}$ ,

$v(E_{n})= \int_{E_{n}}\tilde{v}^{p(\frac{a_{0}(1-\theta)}{p_{0}}+_{\overline{\mathrm{p}}1}^{a}}d-\simeq^{\theta})\mu$ .

したがって

(7) $v_{0}(E_{n}^{\cdot})^{\frac{1-\theta}{p_{0}}}v_{1}(E_{n})^{\frac{\theta}{p_{1}}} \leq cc.\mu(E_{n})^{p}\frac{1-\theta}{0^{p_{0}}}\frac{\theta}{1p_{1}}(1-\alpha\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0})(1-\theta)+\frac{(1-a_{1})\theta}{p_{1}}(\int_{E_{n}}\overline{v}d\mu)^{\frac{a_{0}(1}{p}}$

二旦 $+$ $\frac{a_{1}\theta}{p_{1}}$
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となる.
ここで, $p( \frac{a\mathrm{o}(1-\theta)}{p0}+\frac{a_{1}\theta}{p_{1}})=:a$ とおくと $a>1$ となり, $a$ と共役 $\mathrm{P}_{\mathrm{B}}\backslash ’\ovalbox{\tt\small REJECT}\star$ $a’$ に対して Holder

の不等式を用いると

(8) $\int_{E_{n}}.\overline{v}d\mu\leq(\oint_{E_{n}}\overline{v}^{a}d_{l^{\chi}})^{1/a}(\int_{E_{n}}1^{a’}.d\mu)^{1/a’}=(J_{E_{n}}^{\cdot}\overline{v}^{a}d\mu)^{1/a}\mu(E_{n})^{1/a’}$ .

(7), (8) より

$v_{0}(E_{n})^{\frac{1-\theta}{\nu 0}}v_{1}(E_{n})^{\frac{\mathit{0}}{p1}}\leq c^{\frac{1-\theta}{0^{p_{0}}}}c^{\frac{\theta}{1P1}}\mu(E_{n})^{\frac{(1-a_{0})\{1-\theta)}{p0}+\frac{(1-a_{1})\theta}{?\}1}}($ Eユ $\tau-_{J}ad\mu)^{\frac{1}{a}\frac{a}{p}1}\mu(E_{n})^{\neg}a\frac{a}{\mathrm{p}}$ .

ここで $/x(E_{n})$ の指数を $\mathfrak{a}\equiv-+\ovalbox{\tt\small REJECT}$する. $(1-\theta)/p_{0}+\theta/p_{1}=1/p,$ $1/a+1/a’=1,$ $p( \frac{ao(1-\theta)}{p0}+\frac{a_{1}\theta}{p_{1}})=a$

より

$\frac{(1-a_{0})(1-\theta)}{p_{0}}+\frac{(1-a_{1})\theta}{p_{1}}+\frac{1}{a},\frac{a}{p}=\frac{1-\theta}{p_{0}}+\frac{\theta}{p_{1}}+\frac{-a_{0}(1-\theta)}{p_{0}}+\frac{-a_{1}\theta}{p_{1}}+\frac{a}{a},\frac{1}{p}$

$= \frac{1}{p}-\frac{a}{p}+\frac{a}{a},\frac{1}{p}$

$=0$ .

このことより

$v_{0}(E_{n})^{\frac{1-\theta}{p0}}v_{1}(E_{n})^{\frac{\theta}{p_{1}}} \leq \mathrm{r}_{0}^{\frac{1-\theta}{\mathcal{P}0}}\lrcorner.c^{\frac{\theta}{1p_{1}}}(.\oint_{E_{\mathrm{n}}}.\overline{v}^{a}d\mu)^{\frac{1}{p}}=c^{\frac{1-\theta}{0^{p_{0}}}}c^{\frac{\theta}{1\mathrm{P}1}}v(E_{n})^{\frac{1}{p}}$.

このように reverse H\"older が適用できると仮定するならば, 求めている評価を得る
ことができることがわかった,

そこで今後必要なことは, $\mathbb{R}^{n}$ を一般化すること, ルベーグ測度 $dx$ を $d\mu$ にするにはど

のような測度 $l^{l}$ ならばよいか, さらに cube $I$ を, 我々が構成した $E_{n}$ のような集合に対

しても理論が成り立つかなどが挙げられる.
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