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(同次) 多項式イデアルのグレブナ扇は Mora, Robbiano [MR88] により導入され, また Sturmfels [St95]

により別の手法で研究された. イデアルおよび変数に関する重みベクトルが与えられたとしよう. 重みでき
まる頭イデアル $\langle$ initial ideal) による, 重みベクトルの同値関係に我々は興味がある. (同次) 多項式イデア

ルの場合, 重みベクトルの同値類 (グレブナ錐) の閉包達は多面体的扇であることが知られている. 微分作用

素環の場合 Assi, Castro, Granger [ACGOO] はグレブナ錐の集合が有限であることを証明した, その後それ

は多面体烏扇であることが斎藤, Sturmfels および高山により証明された [SSTOO].
グレブナ扇の理論を霧級数環や幕級数環を係数とする同次微分作用素環 $h(\mathrm{O},1)(D0)$ にたいして一般化す

ることは可能であろうか? Assi, Castro-Jim6nez, Granger [ACGOI] は罧級数環を係数とする同次微分作用

素環において, 解析的な標準錐 (グレブナ錐) が開集合, 多面体的, 凸であり, かつ標準錐の集合は有限である

ことを証明した. 霧級数環は $h_{(\mathrm{O},1)}(D_{0})$ の部分環であるので, 彼らの定理の系として, 罧級数環のイデアル

の標準扇の有限性が証明されたこととなる. 幕級数環におけるこのような事実はよく知られていたようで,
たとえば Assi によるノート等がある [As93]. ,かしながら, この扇が多面体的であるかどうかはいままで
調べられていない. 我々はこの標準扇が多野体的であることを証明し, さらに入力が多項式的であるときの

計算アルゴリズムおよびその実装を与えた. 詳細は [BT] を参照されたい.

われわれの定理への導入として, 罧級数環での主イデアルの場合に我々の定理を解説しよう.
$f$ を $n$ 変数の形式寒級数とする $\sum_{\alpha\in E}c_{\alpha}x^{\alpha}$ . ここで集合 $E$ は罧の集合の台である. 凸の多面体

$\iota^{\backslash }l\mathrm{e}\mathrm{w}(f)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}$ { $\alpha$ 十 $\mathrm{N}^{n}|\alpha\in E$ }

を $f$ のニュートン多面体と呼ぶ. 我々はこの多面体の構造に興味がある,
$u$ を Rn\leq 。のベクトルとする. 我々はこれを重みベクトルとよぶ. 与えられた重みベクトル $u$ に対して,

ニュートン多面体の点の $u$ 方向の高さを考える. ニュートン多面体 New(f) の $u$ 方向で最も高い点の集合

$\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}_{u}(\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}(f))=$ { $\alpha\in \mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}(f)\subset \mathbb{R}^{n}|u\cdot\alpha\geq u\cdot\alpha’$ for all $\alpha’\in \mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}(f)$ }

を $u$ できまる New(f) の face (面) とよぶ. face は有限個しかないことが知られている. 与えられた face
$F=\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}_{u}$ (New(f)) にたいして, $F$ の正規錐 (normal cone) を

$\mathrm{N}(F)=$ { $u’\in \mathbb{R}_{\leq 0}^{n}|\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}_{u’}$ (New $(f))=\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}_{u}$ (New(f))}.
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図 1: Normal fan and Newton polyhedron for $x^{3}-y^{2}$

で定義する. ここで計算代数の立場から注目すべきは, この正規錐は次のように頭イデアルを駕し $\backslash$ても定義

できる ということである.

$\mathrm{N}(F)=\{u’\in \mathbb{R}_{\leq 0}^{n}|\mathrm{i}\mathrm{n}_{u’}(f)=\mathrm{i}\mathrm{n}_{u}(f), \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(u’)=\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(u)\}$ , (1)

ここで $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(u)=\{\mathrm{i}|u_{i}\neq 0\}$ . 正規錐 $\mathrm{N}(F)$ は開集合であり多面体的な錐であり, 頂点は有理数である. 正

規錐の閉包の集合
$\overline{\mathcal{E}}(f)=$ { $\overline{\mathrm{Y}\downarrow(F)}|F$ runs over the faces of New(f)}

をニュートン多面体の正規扇 (normal fan) と呼ぶ. 図 1 は $f(x, y)=x^{3}-y^{2}$ に対するニュートン多面体と

正規扇の図である, 正規扇は多面体的な扇である, という事実は基本的である. ここで多面体的な扇の定義

を復習しておこう.

定義 1 扇が多面体的であるとは扇を構成する閉錐が有限個であり次の二つの条件を満たすことである.

1. 各閉錐の面 (face) はまた扇の要素である.

2. 二つの閉錐の交わりはまた扇の要素である.

我々は幕級数環および解折的同次微分作用素環のグレブナ扇 (標準扇) が $\iota_{d}\backslash$ ま見た例と同様多面体的であ

ることを証明した [BT]. さらに計算アルゴリズムおよび実装も与えた. $\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{n}/\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{l}$ のファイル gfan. $\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{l}$ 力

その実装である.

gfan.sml の cone.sample2 を実行した結果とその解説を記す.
$\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}-2,05\mathrm{b}:\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{l}$

$\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{l}>(\mathrm{g}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{n}.\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{l})$ run ;
Polymake is not installed in this system.
Usi ng doPolymake. OoHG
$\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{l}>\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}$ . sample2 ;
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$\mathrm{B}\mathrm{S}$ $\mathrm{f}$ or $\mathrm{y}$ and $\mathrm{y}-(\mathrm{x}-1\rangle^{\wedge}2,$ $\mathrm{t}1,$ $\mathrm{t}2$ space, in doubly homogenized Weyl algebra.
The Grobner cones are dehomogenized to get local Grobner fan.
cone. input $=$

$[ -\mathrm{y}+\mathrm{t}\mathrm{l} , \mathrm{x}^{\wedge}2-2*\mathrm{x}*\mathrm{H}-\mathrm{y}*\mathrm{H}+\mathrm{H}^{\wedge}2+\mathrm{t}2*\mathrm{H}, -2*\mathrm{x}*\mathrm{D}\mathrm{t}2+2*\mathrm{H}*\mathrm{D}\mathrm{t}2+\mathrm{H}*\mathrm{D}\mathrm{x}, \mathrm{D}\mathrm{t}\mathrm{l}+\mathrm{D}\mathrm{t}2+\mathrm{D}\mathrm{y} ]$

入力した微分作用素の生成元. $\mathrm{H}$ が同次化微分作用素環の同次化パラメータ.
Trying $\mathrm{a}$ starting weight vector : $[\mathrm{t}1 -29 \mathrm{t}2 \sim 38 \mathrm{D}\mathrm{t}1,29 , \mathrm{D}\mathrm{t}2 , 38]$

これを出発点の重みベクトルとしてまずワイル代数でグレブナ扇を計算する.
Trying new $\tau t\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}[\mathrm{w},\mathrm{w}\mathrm{v}]$ is $[\mathrm{t}1, -11, \mathrm{t}2 -9 \mathrm{D}\mathrm{t}1 11 , \mathrm{D}\mathrm{t}2 , 9]$

グレブナ錐の壁に関する flip 操作で見つけた次の .’みベ $\text{ク}$’トルを’$\equiv-\{^{\backslash }\mathrm{f}\beta$す.
Flip succeeded.
二つのグレブナ錐が壁を共有するので flip 成功.
以上でワイル代数での構成は終了,
重みの同値類 (最大次元のもの) は 2 次元の錐と線型空間の和.
$\mathrm{c}\mathrm{o}_{[}\mathrm{n}\mathrm{e}.1\prime I=$

$[-1, ’ 0,0,’ 0 ,, 1 ,’ 0 ,’ 0 ’ 0 ’ 0,0]$0 ’-1 0 0 0 1 0 , 0 , 0,0]

$0]$
: begin cone —————————————

$\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{s}=[[[-1,11,0]]$ 一番目の最大次元錐の facet の法線ベクトル達

$]$

$——-.——————————-\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}$ cone
1 : $\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}$ cone —————————————

$\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{s}=[$

$[[ 01^{\cdot}’-1]1]$ 一番目の最大次元錐の facet の法線ベクトル達

$—————————————]\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}$ cone
次に幕級数で見た場合に同値な重みベク $\vdash J\mathrm{s}\epsilon:\text{与^{}[searrow]}\mathrm{x}\text{る}\backslash \not\in l\not\in^{r}\epsilon$ :
マージしていく.
Step 1. Adding $1$ -th COne.
Steo 2. $\mathrm{J}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\not\subset***\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{w}***$

—————————————-end cone
$\prime \mathrm{x}\backslash \iota_{-\ovalbox{\tt\small REJECT}’i\mathrm{k}\text{数}T^{\backslash \backslash }\mathrm{E}arrow\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{B}\bigwedge_{\overline{\square }}}\iota_{\vee}^{}\Pi\overline{\circ}\{\xi f;\text{重}*\wedge^{\backslash }\text{ク}^{}}\mathrm{f}^{\iota}$

.
$\vee,\llcorner‘\backslash$ トルを与える錐を

$\mathrm{v}-\grave{{}^{\backslash }\grave{\grave{\sqrt}}}\text{し^{}\sim}T^{\tau}$ $\langle$ .
Step 1. Adding l-th cone.
Step 2. Joining $***\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{w}***$

Checking facets.
$\#\mathrm{d}\mathrm{h}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}$ .fan $=1$
結局一つになった.
The number of cones $=1$
以下得られたグレブナ錐の情報を表示.
0 : begin dhcone ——————————-

$\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{s}=[$

[ 1 1
0]

[ 0 , 1 1
$]$

$\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{d}=[-2, -2]$

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s}=[0,1\mathit{1}$

$—————————————\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}$ icone
0 : begin gbas $\mathrm{i}\mathrm{s}---------------------------------------$
initial$=$

[ $-1+2*\mathrm{x}-\mathrm{x}^{\wedge}2$ , $-\mathrm{y}$ , Dt2 , $-2*\mathrm{D}\mathrm{t}\mathrm{l}+2*\mathrm{x}*\mathrm{D}\mathrm{t}\mathrm{l}$

$-2*\mathrm{t}1*\mathrm{x}*\mathrm{D}\mathrm{t}1+\mathrm{x}*\mathrm{D}\mathrm{x}-\mathrm{x}^{\wedge}2*\mathrm{D}\mathrm{x}-2*\mathrm{x}*\mathrm{h},$

$-4*\mathrm{t}\mathrm{l}*\mathrm{x}*’ \mathrm{D}\mathrm{t}1^{\wedge}2-6*\mathrm{x}^{\wedge}2*\mathrm{D}\mathrm{t}1*\mathrm{h}$
$]$

[ $\mathrm{t}1,\mathrm{t}2,\mathrm{x},\mathrm{y}$ , [ tl t2 1[]]

$\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}=]$

[ $\mathrm{t}\mathrm{l}$ -29 $\mathrm{t}2$ -38 $\mathrm{D}\mathrm{t}1$ , 29 , Dt2 , 38 ]$———–,$$——,$$—-,——-,$$—–,—–^{\mathrm{J}}-$ end gbasis

なお “多面体的である” という定理があるので, 最大次元の錐のみを数えあげれば十分であることを注意
しておく,
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