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四次元代数的局所コホモロジーの計算法と
スタンダード基底計算について

田島慎一 (S. Tajima)
新潟大学工学部情報誌学科

DEPARTMENT OF INFORMATION ENGINEERING, NIIGATA UNIV $\cdot$

1 序

孤立特異点を持つような超曲面を扱う際, Jacobi イデアル等の標準基底の計算や, メン
バーシップ問題を解くことで具体的な解析を展開していくことが多い. 定義方程式がパラ
メータを含まない多項式である場合, Mora, Lazard, $\mathrm{G}\mathrm{r}\dot{\mathrm{a}}$be らの標準基底アルゴリズムを
用いて種々の計算を行うことができる. それに比べ, 定義多項式がパラメータを含むよう
な場合にこれらの計算を実際に行おうとすると, 様々な困難に直面する.
本稿では, Grothendieck 双対性に注目し, 従来とは異なる観点から零次元イデアルに対
するこれらの問題を扱うことを提案する. 代数的局所コホモロジーを利用するこの計算手
法は, パラメータを含むような問題に対しても有効である. この研究のそもそもの動機は,
孤立特異点に付随して定義される $D$ 加減の具体的な構成やその解析を行うことにあった
ので, ここでは対象とする零次元イデアルは Jacobi イデアルであるとして話を進めてい
く. 実際には, socle がたくさんあるような一般の零次元イデアルにたいしても議論が同様
に農開できることを注意しておく.

2 Grothendieck local duality
$\mathbb{C}^{n}$ の原点 $O$ の近傍 $X$ で定義された正則関数 $f(x)$ であり, 原点を孤立特異点として

持つものが与えられたとする. $X$ 上の正則関数のなす層を $\mathcal{O}_{X}$ で表し, その原点における
茎を OX,。で表す. 正則関数 $f(x)$ の偏微分 $\frac{\partial}{\partial x}L\mathit{1}$ (x) , $\frac{\partial f}{\partial x_{2}}(x),$

$\ldots,$

$\frac{\partial f}{\partial x_{n}}(x)$ が $\mathcal{O}_{X,O}$ 上生成する
イデアルを $\mathrm{I}o$ とおく. 原点 $O$ に台を持つ代数的局所コホモロジー冗 $n[O]$ $(\mathcal{O}_{X})$ の要素であ
り, イデアル $\mathrm{I}_{O}$ により annihilate されるもの全体を考え, それを冗$f$ とおく.

$\prime \mathcal{H}_{f}=\{\eta\in \mathcal{H}_{[O]}^{n}(\mathcal{O}_{X})|\frac{\partial f}{\partial x_{1}}(x)\eta=\frac{\partial f}{\partial x_{2}}(x)\eta=\cdots=\frac{\partial f}{\partial x_{n}}(x)\eta=0\}$

$X$ 上の正則 $n$ 形式全体のなす層を $\Omega_{X}^{n}$ で表し, その原点での茎を $\Omega_{XO}^{n}$, とおぐ このとき,

$\mathcal{H}_{f}\otimes\Omega_{XO}^{n},\cong \mathcal{E}xt_{\mathcal{O}x,\mathit{0}}^{n}(\mathcal{O}_{X,O}/\mathrm{I}_{O}, \Omega_{X,O}^{n})$
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となることから, $\mathcal{O}_{X,O}/\mathrm{I}o$ と冗
$f$ の問の非退化な pairing, 即ち, Grothendieck residue

pairing
${\rm Res}_{O}(, )$ : $\mathcal{O}_{X,O}/\mathrm{I}_{O}\mathrm{x}H_{f}’arrow \mathbb{C}$

が存在することが従う. 但し, ここで, 微分形式 $dx=dx_{1}\Lambda dx_{2}\Lambda\cdots$ \wedge dx。を固定するこ

とで, $\uparrow\{f$ と $\mathcal{H}_{f}\otimes\Omega_{X,O}^{n}$ を同一視している.
さてここで, ベクトル空戦 $\mathcal{H}_{f}$ が具体的に与えられていると仮定し, Residue pairing の

非退化性を次の様に言いかえる.

命題 21 $p(x)\in \mathcal{O}_{X,O}$ とする. このとき,

${\rm Res}_{O}(p(x), \eta)=0,$ $\forall\eta\in 7\{_{f}$

は, $p(x)\in \mathrm{I}_{O}$ となる必要十分条件である.

ベクトル空間 $\mathcal{H}_{f}$ により, イデアル $\mathrm{I}_{O}$ が特徴付けられることになる.

補足 位相ベクトル空三論の観点から述べると, 代数的局所コホモロジ一群 $\mathcal{H}_{[O]}^{n}(\mathcal{O}_{X})$ は,

関数空間として, 形式幕級数のなす空間 $\hat{\mathcal{O}}x,\mathit{0}$ の双対ベクトル空間であり, $\mathcal{O}x,\mathit{0}$ の双対ベ

クトル空間は局所コホモロジー群 $\mathcal{H}_{O}^{n}(\mathcal{O}_{X})$ である. 従って, 上記の命題で $p(x)$ は正則関

数としてあるが, 形式幕級数に置き換えても同様の結果が成り立つ.

特に, $\prime H_{f}$ の基底 $\eta_{1},$ $\eta_{2},$
$\ldots,$

$\eta_{\mu}$ が与えられているとすれば, $p(x)\in \mathrm{I}_{O}$ となる必要十分条

件は, 連立一次方程式
${\rm Res}_{O}(p(x), \eta_{i})=0,$ $i=1,2,$ $\ldots,$

$\mu$

の形に書き下せる. 一般に, Grothendieck loca residue

${\rm Res}_{O}(p(x), \eta)={\rm Res}_{O}(p(x)\eta dx)$

は, $p(x)$ に微分作用素として作用する. 従って, 命題 2.1 を用いると, イデアルメンバ一

シップ問題の答えは, $p(x)$ の原点における高階の偏微分係数に関する $\mu$ 個の線形の関係

式として与えられることになる.

3 Algebraic local cohomology

一般に, 原点に台を持つ局所コホモロジーは, $U_{i}=\{x\in X|x_{\mathrm{i}}\neq 0\},$ $\mathrm{i}=\hat{[perp]},$ $2,$
$\ldots,$

$n$ と

$X$ から成る標準的被覆 $\{U_{1}, U_{2}, \ldots, U_{n}, X\}1$ に関する relative $\check{\mathrm{C}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}$ cohomology を用いて

表現することが出来る. 特に, g\neq E関数
$\overline{x^{\lambda}}$

力泊然に定める relative $\check{\mathrm{C}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}$ cohomology 類

を $H_{[O]}^{n}(\mathcal{O}_{X})$ に属する代数的局所コホモロジ $-\backslash \star \mathrm{H}’$ と同 $-:\dagger \mathrm{F}$ して, $[ \frac{1}{x^{\lambda}}]\in H_{[O]}^{n}(\mathcal{O}_{X})$ で表す

(ここで, $\lambda\in \mathbb{N}^{n}$). この記号を用いると, 原点に台を持つような代数的局所コホモロジー
類 $\eta\in H_{[O]}^{n}(\mathcal{O}_{X})$ はすべて, $\sum_{\lambda}c_{\lambda}[\frac{1}{x^{\lambda}}]$ なる形の有限和で表すこと $i\partial^{\grave{\grave{\mathrm{Y}}}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$来る.
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さて, 代数的局所コホモロジー群 $H_{[O]}^{n}(\mathcal{O}_{X})$ は, $\mathcal{O}x$ 加群の構造

$\mathcal{O}_{X}\mathrm{x}H_{[O]}^{n}(\mathcal{O}_{X})arrow H_{\mathrm{f}^{O}\mathrm{J}}^{n}(\mathcal{O}_{X})$

をもっことに $\backslash \grave{l}\grave{f}\vec{\prime\underline{E_{\backslash }?}\backslash }$する. 例 $\grave{\mathrm{x}}_{-}l\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }$ , 代数的局所コホモロジ– $[ \frac{1}{x^{\lambda}}]$ に $x^{\kappa}$ を掛けると, 相対コ

ホモロジー群の定義より

$x^{\kappa}[ \frac{1}{x^{\lambda}}]=\{$

$[ \frac{1}{x^{\lambda-l\mathrm{t}}}]$ $\lambda>\kappa$ ,

0 otherwise.

を得る. 但し, ここで $\lambda>\kappa$ は $\lambda=(l_{1}, l_{2}, \ldots, l_{n}),$ $\kappa=(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ とすると, $\mathrm{i}=1,2,$ $\ldots n$
)

に対し $l_{i}>k_{i}$ が成り立つこととする.
以下, 代数的局所コホモロジー類の表現として, この標準的被覆による relative $\check{\mathrm{C}}$ech

cohomology を用いる.

例 1 E7 特 $\neq^{\mathrm{B}\exists}d\backslash \backslash \mathrm{r}.\Xi.$ $\hat{j\mathrm{E}}\#^{\backslash }\Rightarrow$多項式は $f(x, y)=x^{3}+xy^{3}$ である. $\frac{\partial f}{\partial x}=3x^{2}+y^{3},$ $\frac{\partial f}{\partial y}=3xy^{2}$

より,
$[ \frac{1}{xy}],$ $[ \frac{1}{xy^{2}}],$ $[ \frac{1}{x^{2}y}],$ $[ \frac{1}{xy^{3}}],$ $[ \frac{1}{x^{2}y^{2}}]\in \mathcal{H}_{f}$

を直ちに得る. 但し, $[$ $]$ +よ relative $\check{C}ech$ cohomology 類を表す, 更に

$[ \frac{1}{xy^{4}}]-\frac{1}{3}\mathrm{L}\lceil_{\frac{1}{x^{3}y}],[\frac{1}{xy^{5}}]-\frac{1}{3}[\frac{1}{x^{3}y^{2}}]}.\in \mathcal{H}_{f}$

も容易に確かめられる. これら 7 つのコホモロジー類は $\mathcal{H}_{f}$ の基底をなす.
いま, $p$ ( $x$ , y)=\Sigma pi,jxiyj\in Ox,。とする. 条件

${\rm Res}_{O}(p(x), \eta)=0,$ $\forall\eta\in \mathcal{H}_{f}$

を書き下すことで, $p(x, y)\in \mathrm{I}_{O}$ となる必要十分条件

$P\mathrm{o},0=p_{0,1}=p_{1,0}=p_{0,2}=p_{1,1}=0$ ,

$p_{0,3}- \frac{1}{3}p_{2,0}=0,p_{0,4}-\frac{1}{3}p_{2,1}=0$ ,

を得る. これらを用いれば, 標準基底あるいは Gr\"obner基底の計算も容易である.

4 計算法

原点 $O$ を孤立特異点として持つ有理数係数多項式 $f$ が与えられたとする. Jacobi イデ
アルに対応する代数的局所コホモロジーの計算, メンバーシップ問題と標準基底の計算へ
の応用に関しその概略を与える.
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有理数係数の多項式環を $K[x]$ で表す.

$H_{[O]}^{n}(K[x])=$無 $Ext_{\mathrm{A}^{\nearrow}[x]}^{n}(K[x]/(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})^{k}, K[x])$

に対し, ベクトル空間

$H_{f}= \{\eta\in H_{[O]}^{n}(K[x])|\frac{\partial f}{\partial x_{1}}(x)\eta=\frac{\partial f}{\partial x_{2}}(x)\eta=\cdots=\frac{\partial f}{\partial x_{n}}(x)\eta=0\}$

の基底を求める方法を考える.
ま $\text{す^{}\backslash }\backslash =\Phi$初に, $\sigma=[\frac{1}{x^{\lambda}}\urcorner$」 $\in H_{[O]}^{n}(K[x])$ であり, $Hf\iota_{arrow}^{\mathrm{R}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$するものを全て求め,

$\Lambda_{M}=\{\lambda\in \mathbb{N}^{n}|[\frac{1}{x^{\lambda}}]\in H_{f}\}$

とおく. ここで, $\sigma\in H_{f}$ なる条件

$\frac{\partial f}{\partial x_{i}}\sigma=0$ , $i=1,2,$ $\ldots,$
$n$

は, $\frac{\partial f}{\partial x_{l}}$ , $\ldots,$

$\frac{\partial f}{\partial x_{n}}$ の展開に現れるような単項式 $x^{\kappa}$ すべてに対し, $x^{\kappa}\sigma=0$ が成り立つ事と

同値であるので, $\Lambda_{M}$ が F単に求まることを注意しておぐ
次に, 2 つ以上の項の線形結合からなるような代数的局所コホモロジーで, $H_{f}$ に属す

るものを求めていく. アルゴリズミックに求める為に, $H_{[O]}^{n}(K[x])$ に項順序を定めておく.
$H_{f}$ に属する代数的局所コホモロジーであり, この項順序に関しその主項が小さいような
ものから順に, 逐次求めていくことで基底を構成していくことを考える. 主項の係数は 1

としてよい.

いま, $H_{f}$ の基底をあたえるような代数的局所コホモロジーの組のうち, その主項のち $1_{\sqrt}\backslash$

さい方から $k$ 個分, 既に求めてあるとする. それらを $\sigma_{1},$ $\sigma_{2)}\ldots,$ $\sigma_{s},$ $\eta_{s+1},$ $..,$
$\eta_{k}$ とおく. 但

し, $s=\#\Lambda_{M}$ である. 主項はそれぞれ $[ \frac{1}{x^{\lambda_{1}}}],$ $[ \frac{1}{x^{\lambda_{2}}}],$

$\ldots,$

$[ \frac{1}{x^{\lambda_{k}}}]$ であるとし,

$E_{k}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{K}(\sigma_{1}, \sigma_{2}, ..\sigma_{s}, \eta_{s+1}, \ldots, \eta_{k})$

とおく.
$H_{f}$ の基底の $k+1$ 番目の構成要素となるような, モニックな代数的局所コホモロジー

$\eta=[\frac{1}{x^{\lambda}}]+\sum_{\nu\in N}c_{\nu}[\frac{1}{x^{\iota}}/]$

を考える. ここで, $N\cap\{\lambda_{1}, \lambda_{2}, \ldots, \lambda_{k}\}=\phi$ としてよい.

次の補題に注目する.

補題 4.1 $\eta\in H_{f}$ とする. このとき, $x_{1}\eta,$ $x_{2}\eta_{r}\ldots,$ $x_{n}\eta\in H_{f}$ が成り立つ.
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この補題を用いると, いま求めている $k+1$ 番目の代数的局所コホモロジー $\eta$ は

$x_{1}\eta,$ $x_{2}\eta,$
$\ldots,$

$x_{n}\eta\in E_{k}$ を満たすことが分かる. このことに注目すれば, $\eta$ の主項および

その低血煙が満たさなければならない条件を得る. これらの事を利用することで, $\eta\in\ovalbox{\tt\small REJECT}$

の条件として
$\frac{\partial f}{\partial x_{i}}\eta=0,$ $\mathrm{i}=1,2,$

$\ldots,$
$n$

のみを用いるより, 計算効率のよいアルゴリズムを導くことが出来る.

さて, イデアル $I_{O}$ は Gorenstein-Artin であるので, 条件 $\det(\frac{\partial^{2}f}{\partial x_{\dot{\mathrm{t}}}\partial x_{j}})\eta\neq 0$ を満たす

$\eta\in H_{f}$ を求めた時点で, 基底の構或が完了する.

注意対象とする零次元イデアルが Gorenstein-Artin でないような, 一般の零次元イデア
ルである場合, 補題 4.1 に着目することで, 計算の終了判定条件を導ける.

注意この構成法では, $\frac{\partial}{\partial}x_{1}L(x),$ $\frac{\partial f}{\partial x_{2}}(x),$

$\ldots,$

$\frac{\partial f}{\partial x_{n}}(x)$ から直接 $H$; を構成しており, イデアル
$I=( \frac{\partial f}{\partial x_{1}}(x), \frac{\partial f}{\partial x_{2}}(x),$ $\ldots,\partial x_{n}\angle\partial(x))\subset K[x]$ の準素イデアル分解等を求める必要が無い点に注
意されたい.

注意既に構成してある $\eta_{1},$ $\eta_{2},$
$\ldots,$

$\eta_{k}$ のみの情報から $k+1$ 番目の代数的局所コホモロジー
$\eta$ が低階項も込めてすべて求まってしまうような場合もある. このような $\eta$ 達は, ある意

味, イデアル論的には新たな関係を含んでいないことになり, イデアル 10 の標準基底を
計算する際は考慮しなくてよい代数的局所コホモロジーということになる. この点に注目
すると標準基底計算の効率化が図れる.

さて, ベクトル空間 $H_{f}$ の基底 $\{\sigma_{1}, \ldots, \sigma_{s}, \eta_{s+1}, .., \eta_{\mu}\}$ は構成済みであるとする. この基

底の $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\pi \mathrm{e}$式に現れるような代数的局所コホモロン– $[ \frac{1}{x^{\lambda}}]$ の指数となる $\lambda\in \mathbb{N}^{n}$ すべてが

作る集合を考え, それを $\Lambda_{f}$ とおく. また,

$K_{f}=\{\kappa\in \mathrm{N}^{n}|\kappa+(1,1, \ldots, 1)\in\Lambda_{f}\}$

と定める.

補題 42 $\kappa\in \mathbb{N}^{n}$ は, $\kappa\not\in K_{f}$ を満たすとする. この時, $x^{\kappa}\in I_{O}$ が成り立つ.

従って, p(x)\in Ox,。が与えられたとき, $p(x)\in I_{O}$ となる条件は, $p(x)$ を

$p(x)= \sum_{\alpha\in K_{f}}p_{\alpha}x^{\alpha}+\sum_{\beta\not\in K_{f}}p_{\beta}x^{\beta}$

とおくとき, $\sum_{\alpha\in K_{f}}p_{\alpha}x^{\alpha}$ のみで決まることになる. ここで, $\alpha\in\Lambda_{\mathit{1}VI}$ であり, $p_{\alpha}\neq 0$ な

るものが存在すれば, $p(x)\not\in Io$ となる事等も明らかである. すべての $\alpha\in\Lambda_{M}$ に関し
$p_{\alpha}=0$ が満たされる場合は, $p(x)\in I_{O}$ なる条件は

${\rm Res}_{O}( \sum p_{\alpha}x^{\alpha}, \eta_{i})=0,$ $\mathrm{i}=s+1,$
$\ldots,$

$\mu$

$\alpha\in K_{f}-\Lambda_{l\vee I}$
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で与えられることになる. この様に, $H_{f}$ の基底を利用すれば, Grothendieck 双対定理に
より membership 問題を解くことができ, 更に標準基底を求めることもできる.

5 あとがき

イデアルの問題を扱う際に双対性に注目するという考え方自体は, 既に, Macaulay の

Inverse system の理論に見ることができる. 最近, 計算機代数の分野では, Gr\"obner duality
の名のもとで, 双対性に基づいた研究やアルゴリズムの導出への応用が行われている, 本
稿でも述べたように, これらの双対性は, 多変数面心と深く係わっている. 従って, 無次元

イデアルの場合は特に, Grothendieck local residues の概念を用いることで, 双対性に係

わる問題の定式化や解析, アルゴリズムの導出等を行うことが自然であると思われる. 実
際代数的局所コホモロジーの概念を用いると, イデアルがパラメータを含むような場合
であってもメンバーシップ問題や標準基底の計算を扱うことが可能となる. 更に, $D$ 加群

の理論も自然な形で適用することが出来るようになる.
本稿は, 基本的事項の説明に終始しており, 計算アルゴリズムに関して十分な説明を与
えることができなかった. アルゴリズムの導出, 計算例等に関しては, 稿をあらためて説

明することとしたい.
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