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1 はじめに

Choquet [3] は、ポテンシャル論の枠組みの中で、非加法的集合関数である
容量を研究し、その定義域を連続関数にまで拡張した汎関数を考察した。こ

れを一般的な非加法的集合関数に関する積分と捉えたのは、Schmeidler[16]
や室伏ら [7] である。 以来、 意思決定の分野で非加法的集合関数に関する
Choquet 積分は、非線形効用理論 [6, 14, 17] において中心的な役割を果
たしている。

本論文では、 Choquet 積分を拡張した Choquet Stieltjes 積分を新たに
定義し、 その基本的性質を述べる。また、 Choquet Stieltjes 積分によって

Torra [19] による Twofold 積分が一般的に定義されることをみる。

2 準備

2.1 非加法的測度と Choquet 積分

ここでは, 非加法的測度と Choquet積分に関する基本的定義と性質を紹
介する。 ここで $S$ は全体集合とし, $S$ は $S$ の \sigma \sigma 代数とする。すなわち,

$(S, S)$ は可測空間である。

非加法的集合関数はその研究分野により様々な名前で呼ばれてきた。 た

とえば, ファジィ測度 [18], 協カゲーム, 容量, 非加法的主観確率 [16] など

である。 ここでは, DeIlneberg [4] のモノグラフに従い,非加法的測度と呼
ぶことにする。

定義 2.1. $(S, S)$ を可測空間とする。 非加法的測度 $\mu$ とは実数値集合関
数 $\mu$ : $Sarrow R_{+}$ で以下の条件を満たすものである。

$\mu(\emptyset)=0,$ $A\subseteq B,$ $A,$ $B\in S$ であるとき $\mu(A)\leq\mu(B)$ .
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$\mathcal{F}(S)$ を非負値可測関数の集合とする。すなわち,

$\mathcal{F}(S)=$ {$f|f$ : $Sarrow R_{+},$ $f$ : 可測}

である。 以下に $\mathcal{F}(S)$ 上の汎関数である Choquet積分を定義しよう。

定義 2.2. $[3, 7]$ $\mu$ を $(S, S)$ 上の非理法的測度とする。 $f\in \mathcal{F}(S)$ の $\mu$ に

関する Choquet 積分は以下の式で定義される。

$C_{\mu}(f):= \int_{0}^{\infty}\mu_{f}(r)dr$,

ここで, $\mu_{f}(r)$ は分布関数 $\mu f(r)=\mu(\{x|f(x)>r\})$ である。

$S$ が有限の時
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

すなわち $S=\{1,2, \ldots, n\}$ と仮定できるとき $\mathrm{i}$ 番目の順

序統計量 $x^{(i)}[20]$ とは $R^{n}$ 上の汎関数で要素 $x=(x_{17}\cdots 7x_{n})\in R^{n}$ を小

さいものから順に並べたものとして定義される。 すなわち,

$x^{(1)}\leq\cdots\leq x^{(i)}\leq\cdots\leq x^{(n)}$

である。 これを使うと, Choquet積分は $x^{(0)}:=0$ として

$C_{\mu}(x)= \sum_{i=1}^{7b}(x^{(i)}-x^{(i-1)})\mu(\{(\mathrm{i}), \ldots, (n)\})$

と書ける。

2.2 不確実脚下およびリスク下における意思決定

意思決定問題は以下のように定式化していくことができる。全体集合 3
は状態の集合, すなわち, 起こりうる可能性全体の集合とする。 また, 集合
$X$ は結果の集合とし, たとえば, これは金銭で計るとして, これは実数の部
分集合であるとする。 $S$ から $X$ への関数 $f$

. の集合を $\mathcal{F}$ とおき, これを行
為の集合という。 $S$ から $X$ への関数 $f$ の集合を $\mathcal{F}$ とおき, これを行為の
集合という。 また, この行為の集合上に弱順序である選好関係 $\prec$ が入って

いるものとする。 不確実性下における意思決定問題とは, $S$ 上に客観的な
確率が与えられていないような決定問題をいい, 4 項組 $(S, X, \mathcal{F}_{?}\prec)$ を不

確実性下における意思決定問題の枠という。一方ラスク下における意思決

定問題とは, $S$ 上に客観的な確率 $P$ が与えられてる決定問題をいい行為の
集合 $\mathcal{F}$ は確率変数であり, 5 項組 $(S, X, P, \mathcal{F}, \prec)$ をリスク下における意思

決定問題の枠という。

D.Bernoulli は期待値は金額そのものについて求めるられるべきではな
く,金銭のもつ主観的な価値について期待値が求められるべきであると主張
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した。 これが期待効用理論である。すなわち, 結果の集合 $X$ から実数の集

合 $R$ への関数 $u$ を考え, 確率変数 $u(f(x))$ の期待値を考えるのである。 こ

の関数を $X$ 上の効用関数といい, 期待値 $E_{l^{J}}(^{J}u(f))$ を期待効用 (Expected

utility) という。
リスク下における意思決定の選好が期待効用で表現されるための公理系

は von Neumann-Morgenstern [12] によって作り上げられた。
その後、期待効用では説明のつかない反例が、 リスク下については Allais

[1] に、 不確実下においては、 Eilsberg[5] により示され、 これらのパラドッ

クスを解決するために Choquet 積分を用いたモデルが提唱されてきた。

定義 23. [17] 不確実性下における枠を考える。 Choquet 期待効用モデル

(CEU) とは行為を変換する連続で単調増加な効用関数 $u$ ; $Rarrow R$ と非加

法的測度 $\mu$ があって, 行為 $f$ の選好が以下で定義される $C_{u,\mu}$ で表される

ものをいう。
$\mathrm{C}_{u}\acute,,(\ell^{A}f):=C_{\mu}$ (8乃 (f)),

すなわち
$f\prec g\Leftrightarrow C_{u,\mu}(f)<C_{v1/4},(_{\backslash }g)$

である。

つぎに, リスク下における Quiggin[14] によるランク依存型期待効用を

以下に定義しよう。

定義 24 リスク下における意思決定問題の枠を考える。 意思決定者がラ

ンク依存型期待効用モデル (RDEU) に従うとは意思決定者の選好 $\prec$ に対

して連続で単調な効用関数 $u$ と確率歪化関数 $w$ : $[0, \tilde{\downarrow}]arrow[0,1]$ が存在し

$J(h):.–C_{w\text{。}P}^{\gamma}(u(f\iota))$ とおくと

$f\succ g\Leftrightarrow J(f)>J(g)$

とできることをいう。 ここで, 確率歪化関数とは, 連続かつ狭義単調増加関

数で $w(0)=0,$ $w(1)=1$ を満たすものをいう。

3 Choquet Stieltjes 積分

この章では Choqueも-Stieltjes積分を定義し,Choquet-Stieltjes 積分があ

る条件の下で通常の Choquet 積分で表現が可能であることを示す. この

定理の応用として CEU と RDEU が Chateauneuf [2] によるそれらの単純

化と同じであるための必要十分条件を示す。
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定義 3.1. [8] $(S, S)$ を可測空間とし, $\mu$ をその上の非加法的測度, $\varphi$ : $R_{+}arrow$

$R_{+}$ は非減少関数とする。 このとき, 以下の式で Lebesgue-Stieltjes 測度
$t/_{\varphi}[15]$ を定義することができる。

$\nu_{\varphi}((a, b]):=\varphi(b+0)-\varphi(a+0)$

このとき $\mu$ に関する Choquet-Stieltles 積分 $CS_{\mu,\varphi}(f)$ を

$CS_{\mu,\varphi}(f):= \int_{0}^{\infty}\mu_{f}(r)d_{l/_{\varphi}}(r)$ ,

で定義する。 ここで $\mu f(r)=\mu(\{x|f\langle x)>r\})$ . とする。

もしも, 全空間が $S=\{1,2, \ldots, n\}$ であるとき, $\mathrm{i}$ 番目の順序統計量を

使って Choquet-Stieltjes 積分は以下の形にかける。

$CS_{\mu,\varphi}(f)= \sum_{i=1}^{n}(\varphi(x^{(i)})-\varphi(x^{(i-1)})\mu(\{(i), \ldots, (n)\})$

$= \sum_{-,i--1}^{n-1}\varphi(x^{(i\}})(\mu(\{(\mathrm{i}), \ldots, (n)\})-\mu(\{(i+1), \ldots, (n)\})+\varphi(x^{(n)})\mu(\{(n)\})$ .

ここで, $\varphi$ が単調増加であるとすると,

$\{x|f(x)>\varphi^{-1}(\alpha)\}=\{x|\varphi(f(x))>\alpha.\}$

であるから, 以下の命題が成り立つ。

命題 3.2. $\mu$ は可測空間 $(S, S)$ 上の非加法的測度とし, $\varphi$ : $R_{+}arrow R_{+}$

は狭義単調増加であるとする。 $\varphi(f)$ の Choquet積分は, $f$ の $\mu$ に関する

Choquet-Stjielties 積分で表される。 すなわち 2

$C_{\mu}(\varphi(f))=CS_{\mu,\varphi}(f)$

が成り立つ。

命題 3.3. $\mu$ は可測空方 $(S, S)$ 上の非加法的測度とし, $\varphi$ : $R_{+}arrow R_{+}$ は

$\varphi(x+y)\leq\varphi(x)+\varphi(y)$ を満たすとする。 このとき、 共単調な $f,$ $g\in \mathcal{F}$

に対して、
$CS_{\mu,\varphi}(f+g)\leq CS_{\mu,\varphi}(f)+C.S_{\mu,\varphi}(g)$

が成り立つ。

定理 3.4. $(S, S)$ を可測空間として $\mu$ を令息法的測度とする。
このとき、 非加法的測度 $L_{\mu,\varphi}’$ が存在し

$CS_{\mu,\varphi}(f)=C_{\nu_{\mu,\varphi}}(f)$ ,

が成り立つ、すなわち, Choquet-Stieltjes 積分が Choquet 積分で表され
るための必要十分条件は関数 $\varphi$ : $R_{+}arrow R_{+}$ が線形であることである。
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CEU(または RDEU) において効用関数 $u:Rarrow R$が恒等写像すなわち

$u(x)=x$ であるとき, CEU(または RDEU) の単純化という。 CEU(また
は RDEU) がその単純化と本質的に等しい $\varphi$ が線形であるときで、 また

そのときに限ることを示している。

4 Generalized Twofold 積分

ここでは、前章の Choquet Stieltjes積分で、関数 $\varphi$ が被積分関数 $f$ に依

存して変わるような汎関数 $GT:\mathcal{F}arrow R$ を考える. すなわち、 $\varphi:---\varphi f$ と

して、 $GT(f)=CS_{\mu_{7}\varphi_{f}}(f)$ である。 このタイプの汎関数として、Twofold
積分 [9, 10, 19] がある。

$(S, S)$ を可測空間として $\mu c,$ $\mu s$ を $(S, S)$ 上の非加法的測度とする。 ま

ず、 非減少関数 $\phi f$ : $[0, 1]arrow[0,1]$ を

$\phi_{f}(x):=\vee(r\Lambda\mu_{S}(\{f>r\}))0\leq r\leq x$
.

で定義する。特に、 $\phi_{f}(1)$ は菅野積分と呼ばれ以下これを $S_{\mu s}(f)$ とかく。

ここで、 実軸上の Lebesgue-Stje tjes 測度 $l\nearrow\emptyset$; を

$\nu_{\phi_{f}}((a, b)):=\phi_{f}(b-0)-\phi_{f}(a+0)$ .

で定義する。

定義 4.1. $\mu c$ と, $s$ を $(S, S)$ 上の面面法的測度とする。可測関数 $f$ : $Sarrow$

$[0,1]$ の非加法的測度 $\mu sf\mu c$ に関する Twofold積分 $TI_{\mu_{S},\mu C}(f)$ は

$TI_{\mu s,\mu c}^{\cdot}(f)= \oint_{0}^{1}\mu c(f>a)d_{L’}\phi_{f}(a)$ ,

で定義される。

Twofold 積分は以下のように Choquet 積分や菅野積分を特別な例とし
て含む。

命題 4.2. $\nu$ は $(S, S)$ 上の非加法的測度で $f’(A)=1$ if $A\neq\emptyset$ . を満たす

ものとする。 このとき、

1. $TI_{\mu_{S},\nu}(f)=S_{\mu s}(f)$

$\mathrm{a}$ . $TI_{l/,\mu c}(f)=C_{\mu C}(f)$

Choquet integral の単調収束定理 [4] や菅野積分の単調収束定理 [13] (rこ

より、 以下の単調収束定理が成り立つ。
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定理 43. $\mu s$ と $\mu c$ は下から連続な ( $S,$ $S,7$ 上の非加法的測度とする

と、 可測関数 $f_{n},$ $f$
. : $Xarrow[0,1]$ に対して $f_{n}\uparrow f$ ならば $TI_{\mu_{S},\mu c}(f_{n}.)\uparrow$

$TI_{\mu_{S},\mu c}(f)$ が成り立つ。

$\prime \mathrm{I}^{1}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{o}1\mathrm{d}$ 積分は以下のように図示される。

$\fbox_{\mathrm{i}^{\backslash }\angle}1$ : Graphical representation of the Contiriuous twofold integral

さて、 この Twofold積分と同じようにして Choquet 積分を 2 度使うこ

とで、 Twofold Choquet 積分 (TC) を定義することができる。

$\mu_{1},$ $\mu_{2}$ を 可測空間 $(S, S)$ 上の非加法的測度とする。 まず、 非減少関

数 $\varphi_{f}$ : $R_{+}arrow R_{+}$ を

$\varphi_{f}(x):=\int_{0}^{x}\mu_{1}(\{f>r\}))dr$.

で定義する。 ここで、 実軸 \vdash .-の Lebesgue-Stjeltjes 測度 $\nu_{\varphi_{f}}$
を

$u_{\varphi_{f}}((a, b)):=\varphi_{f}(b-0)-\varphi_{f}(a+0)$ .

で定義する。

定義 4.4. $\mu_{1}$ と $\mu_{2}$ を $(\mathrm{b}^{\gamma}, S)$ 上の非加法的測度とする。可測関数 $f$ : $Sarrow$

$R_{+}$ の非加法的測度 $\mu_{1},$ $\mu_{2}$ に関する $\prime I’wofold$ Choquet積分 $TC_{/1,\mu_{2}}$」
$(f)$

は

$TC_{\mu_{1},\mu_{2}}(f)- \cdot--\int_{0}^{\langle \mathrm{X}\mathrm{J}}\mu_{2}(f>a)d\nu_{\varphi_{f}}(\zeta l_{J})$ .

で定義される。

もしも, 全空間が $S=\{1,2, \ldots n\}7$ であるとき, $\mathrm{i}$ 番目の順序統計量を

使って $TC_{\mu_{1},\mu 2}(f)= \sum_{i=1}^{n}(\varphi f(x^{(i)})-\varphi f(x^{(i-1)})\mu_{2}(\{(\mathrm{i}), \ldots, (n)\})$ となり

$\varphi f(x^{(i)})-\varphi[(x^{(i-1)})=(x_{i}-x_{i-1})\mu_{1}(\{(\mathrm{i}), \ldots, (n)\})$ より、 $TC_{\mu_{1},\mu_{2}}’(f)=$

$\sum_{i=1}^{n}(x_{i}-x_{i}\sim 1)\mu 1(\{(\mathrm{i}), \ldots)(n)\})\mu_{2}(\{(\mathrm{i}), \ldots, (n)\})$ となり、 $TC_{\mu_{1_{7}}\mu_{2}}(f)=$

$c_{\mu}^{\tau_{1}}\mu_{2}(f)$ となる。 このことから、 以下の定理が得られる。



121

定理 45. $\mu$ を $(S, S)$ 上の非加法的測度 とする。 $\mu$ が 2 つの非加法的測
度 $\mu_{1}$ と $\mu_{2}$ の積であるとき、 可測関数 $J^{\cdot}$ : $Sarrow[0,1]$ の非加法的測度

$\mu$ に関する Choque $t$積分 $C_{\mu}(f)$ は $\mu_{1},$ $\mu_{2}$ に関する Twofold Choquet積分
$TC_{\mu_{1},\mu_{2}}(f)$ に等しい。 すなわち、

$C_{\mu}(f)=TC_{l^{t_{1},\ell L_{2}}}(f)$ .

$\mu:=\mu_{1}\mu_{2}$ と新たな非加法的測度 $\mu_{3}$ によって Twofold Choquet 積分
$TC_{\mu,\mu_{3}}$ を定義できる。 これを繰り返すことによって $n$ 個の非加法的測度
に関する $n- \mathrm{f}\dot{\mathrm{o}}1\mathrm{d}$ Choquet 積分が定義できこれは $n$ 個の非加法的測度の積

に関する Choquet 積分に等しい。
$S$ を有限集合とすると、 $(S, S)$ 上の有限値を取る非加法的測度 $\mu$ に対し

て、 確率 $P$ と多項式 $f$
. が存在して $\int x=f\circ P$ とかける $[11]_{\mathrm{c}}$ このことよ

り任意の非加法的測度 $\mu$ に関する Choquet 積分は確率 $P$ に関する n-fold
積分の一次結合で表せることになる。
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