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EXTENSIONS OF PUTNAM’S INEQUALITY

M. CHO, S.M. PATEL, K. TANAHASHI1 , A. UCHIYAMA

ABSTRACT. Putnam 不等式をクラス $A$ , クラス $A(s, t)$ 作用素 $(0<$

$s,$ $t\leq 1)$ に拡張する。

1- 歴史

$T$ がヒルベルト空間冗上の hyponormal 作用素

$0\leq T^{*}T-TT^{*}$

のとき

$||T^{*}T-TT^{*}|| \leq\frac{1}{\pi}$ meas $(\sigma(T))$

$= \frac{1}{\pi}\int f_{\sigma(T)}rdrd\theta$

が成立するというのが Putnam 不等式 ([12]) である。この不等式は強
力で、例えばスペクトラ\Delta が実数であれば $T$ は自己共役で、単位円内
にあればユニタリであることがわかる。
この不等式をもっと広い作用素に拡張しようという試みは多くの数

学者が行っている。例えば、 semi-hyponormal 作用素

$0\leq(T^{*}T)^{1/2}-(TT^{*})^{1/2}$

については、Xia ([17]) の結果が、 また、 $p$-hyponormal 作用素

$0\leq(T^{*}T)^{p}-(TT^{*})^{p}$

については、長、伊$\text{藤}$ $([3])$ の結果が知られている。

[命題 1(Xia, 長、伊藤)]
$T$ が $p$-hyponormal 作用素 $(0<p\leq 1)$ ならば

$||(T^{*}T)^{p}-(TT^{*})^{p}|| \leq\frac{p}{\pi}\int\int_{\sigma\zeta T\}}r^{2p-1}drd\theta$

が成り立つ。

1 This research was supported by Grant-in-Aid Research No, 15540180
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[略証] $T=U|T|$ と極分解する。 ここで $S=U|T|^{p}$ とおくと $S$ は

hyponormal 作用素なので

$||S^{*}S-SS^{*}|| \leq\frac{1}{\pi}\int\int_{\sigma(S)}rdrd\theta$

となる。 また

$\sigma(S)=\sigma(U|T|^{p})=\{\rho^{p}e^{i\theta} : \rho e^{i\theta}\in\sigma(T)\}$

であるから
$\rho^{p}e^{i\theta}=re^{i\theta}\in\sigma(S)$

とおけば

$||(T^{*}T)^{p}.-(TT^{*}.)^{p}|| \leq\frac{1}{\pi}\int\int_{\sigma\langle T)}\rho^{p}\cdot p\rho^{p-1}d\rho d\theta$

$= \frac{p}{\pi}\int\int_{\sigma(T)}\rho^{2p-1}d\rho d\theta$

が得られる。 [証明終]

さて、上の不等式で $p=1$ の場合が hyponormml 作用素の Putnam
不等式であるが、ここで $parrow+\mathrm{O}$ にしたらどうなるかを考えてみよ
う。 $T$ が $p$-hyponormal 作用素のとき $\mathrm{L}\tilde{\mathrm{o}}\mathrm{w}’ \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}$-Heinz 不等式から $T$ は

$q$-hyponormal $(0<q<p)$ である。 よって

$|| \frac{(T^{*}T)^{\mathrm{p}}-I}{p}-\frac{(TT^{*})^{p}-I}{p}||\leq\frac{1}{\pi}[\mathrm{t}\int_{\sigma(T)}r^{2p-1}drd\theta$

の式で $parrow+\mathrm{O}$ としてよい。 すると

$|| \log(T^{*}T)-\log(TT^{*})||\leq\frac{1}{\pi}If_{\sigma(T)}r^{-1}drd\theta$

が得られる。棚橋 ([13]) はこの変形に気がついて $\log- \mathrm{h}\mathrm{y}^{-}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}1$ 作用
素の Putnam 不等式を得た。

[命題 2(棚橋)]
$T$ が $\log$-hyponormal 作用素、つまり、可逆で

$0\leq\log(T^{*}T)-\log(TT^{*})$

ならば

$|| \log(T^{*}T)-\log(TT^{*})||\leq\frac{1}{\pi}\int\int_{\sigma(T)}r^{-1}drd\theta$

が成り立つ。

次の簡単な証明は藤井による。

[略証 (藤井)] $T=U|T|$ と極分解して Aluthge 変換
$T(s)=|T|^{s}U|T|^{1-\mathrm{s}}$ for $0<s<1/2$

を考える。 このとき
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(1) $T(s)$ は $s$-hyponormal 作用素である。

(2) $\sigma(T(s))=\sigma(|T|^{s}U|T|^{1-s})=\sigma(U|T|^{1-s}|T|^{s})=\sigma(T)$

(3) $T(s)arrow U|T|=T$ as $s\mathrm{J}0$ .

(4) $T(s)^{*}arrow|T|U^{*}=.T^{*}$ as $s\downarrow 0$ .

なので

$|| \frac{(T(s)^{*}T(s))^{s}-I}{s}-\frac{(T(s)T(s)^{*})^{s}-I}{s}||$

$\leq\int\int_{\sigma(T(\mathrm{s})\}}.r^{2s-1}drd\theta$

が成り立つ。 ここで $s\downarrow \mathrm{O}$ とすると

$|| \log(T^{*}T)-\log(TT^{*})||\leq\frac{1}{\pi}\int\int_{\sigma(2^{\tau})}r^{-1}drd\theta$

である。 [証明終]

$\mathrm{L}\mathrm{o}_{\mathrm{b}}^{\sigma}$-hyponormal 作用素のアイデアは安藤 ([2]) が最初のようで、安
藤 ([2]) は $\log$-hyponorm $\mathrm{a}1$ 作用素が paranormal であることを示して
いる。ただ、 $\log$-hyponormal 作用素という言葉は使っていない。この
言葉を最初に使ったのは、藤井、姫路、松本 $\underline{([}5$]) が最初であろう。彼
らはもっと一 $\ _{\mathrm{r}^{f}}\iota$\iota に $f$-hyponormal 作用素にも言及している。 $T$ が可逆

な $p$-hyponormal 作用素ならば

$0 \leq\frac{(T^{*}T)^{p}-I}{p}-\frac{(TT^{*})^{p}-I}{p}$

で $parrow+0$ として

$0\leq\log(T^{*}T)-\log(TT^{*})$

となる。 この意味で $\log$-hyponormal 作用素は 0-hyponormal 作用素
ということができ、他にも 0-hyponormal 作用素と考えてよい性質を
もつことがわかっている。ただ、 $p$-hyponormal 作用素にならない log-
hyponrmat 作用素があるので $p$-hypoIlormal 作用素の集合を考えると
き、すべての $0<p$ に関する共通部分が $\log$-hyponormai 作用素の集
合となるわけではない。

2. クラス $A$ , クラス $A(s, t)$ 作用素の PUTNAM 不等式

$T$ がクラス $A$ 作用素であるとは
$|T|^{2}\leq|T^{2}|$

が成り立つときをいう。 この定義は古田、伊藤、山崎 ([7]) による。彼
らはクラス $A$ 作用素が paranormal

$||Tx||^{2}\leq||T^{2}x||||x||$
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であることを示した。 $p- \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}_{\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}1}?\log$-hyponormal 作用素はクラス
$A$ 作用素であることが知られている $([7, 8, 9])_{\text{。}}$ これらの関係を明らか
にするために次のような例を考える。

$0<A_{2}B$ として

$T=(...$

$\cdot B^{\cdot}$

.
$B0$

$[0]A$

$.0..$

$\cdot.$ .

$)$

とおく。 このとき

(1) $T$ が $p- \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}1\Leftrightarrow A^{2p}\geq B^{2p}$

(2) $T$ が log-hyponormal $\infty\log A\geq\log B$

(3) $T$ がクラス $A$ 作用素 $\Leftrightarrow(BA^{2}B)^{1/2}\geq B^{2}$

となっている。 この $T$ を用いて次の例を作る。

[例 1. $P$-hyponormal, not $(p+\epsilon)$-hyponormal 作用素]

$A=3^{1/2\mathrm{p}}(\begin{array}{ll}1./2 1/21/2 1/2\end{array})+7^{1/2p}(\begin{array}{ll}\mathrm{l}/2 -1/2-1/2 1/2\end{array}))$

$B=\{$
$2^{1/p}$

0$\mathrm{t}0$ $1j$

とおく。 このとき $T$ は $p$-hyponormal 作用素であるが、任意の $\epsilon>0$

に対して $(p+\epsilon)$-hyponormaI 作用素とはならない。

[例 2. $\log$-hyponormal, not $p$-hyponormal 作用素]

$\log A=$ $(_{\mathrm{f}\frac{3}{2}}^{1} \sqrt{\frac{3}{2}}\frac{1}{2})$ , $\log B=(\begin{array}{l}000-1\end{array})$

とおく。 このとき $T$ は $\log- \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}_{\mathrm{o}\mathrm{I}1}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}1$ 作用素であるが、任意の $p>0$
に対して $p$-hyponormal 作用素にはならない。

[例 3. class $A,$ not $\log$-hyponormal 作用素]

$A=a(\begin{array}{ll}1/2 1/21/2 1/2\end{array})+2(\begin{array}{ll}1/2 -1/2-1/2 1/2\end{array})$ , $B=(\begin{array}{ll}3 00 1\end{array})$

とおく。 このとき $A\not\geq B$ なので $T$ は hyponormal 作用素でない。 こ
こで $a$ の値によって $T$ がどのクラスにはいるか調べてみる。 (以下の
計算は Mathematica を用いた。)
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(Case 1.) $a=14.3,$ $p=0.05$ とおくと

$A^{2p}=a^{2\mathrm{p}}(\begin{array}{ll}1/2 1/21/2 1/2\end{array})+2^{2p}(\begin{array}{ll}1/2 -1/2-1/2 1/2\end{array})$

$\geq(\begin{array}{ll}3^{2p} 00 1\end{array})=B^{2\mathrm{p}}$

となる。 よって $T$ は $p$-hyponormal 作用素 $(p=0.05)$ である。

(Case 2.) $a=14.2,$ $p=0.05\text{と}\mathrm{k}$
’

$\langle \text{と}$

$A^{2p}=a^{2p}(\begin{array}{ll}1/2 1/2\mathrm{l}/2 1/2\end{array})+2^{2p}(\begin{array}{ll}1/\underline{‘)} -1/2-1/2 1/2\end{array})$

$\not\geq(\begin{array}{ll}3^{2\mathrm{p}} 00 1\end{array})=B^{2p}$

なので $T$ は鋒 hyponormaI 作用素 $(p=0.05)$ でない。

(Case 3) $T$ が $\log$-hyponormal 作用素 $\infty a\geq 14.1119\ldots$ .

(Case 4) $a=6$ とおくと $T$ はクラス $A$ 作用素であるが、 Jog-
hyponormal 作用素でない。

(Case 5) $a=5$ なら $T$ はクラス $A$ 作用素でない。

次はクラス $A$ 作用素の Putnam 不等式である。

[定理 1] クラス $A$ 作用素 $T$ の極分解を $T=U|T^{1}|$ として

$T(1,1)=|T|U|T|$

とおく。 このとき

$|||T^{2}|-|T|^{2}|_{1}^{1}\leq|||T(1,1)|-|T(1,1)^{*}|||$

$\leq\frac{1}{\pi}$ meas $( \sigma(T))=\frac{1}{\pi}f\oint_{\sigma(T)}drd\theta$

が成り立つ。さらに、 もし meas $(\sigma(T))=0$ ならば $T$ は normal 作用
素である。

この証明のために伊藤、山崎 ([10]) の結果を準備する。

[補題 1(伊藤、山崎)]
正作用素 $0\leq A,$ $B$ と正数 $0<p$ ) Hこ対して、 もし

$B^{T}\leq(B^{\frac{r}{2}}A^{p}B^{\frac{r}{2}})^{\frac{r}{\mathrm{p}+r}}$

が成り立てば
$A^{p}\geq(A^{\frac{p}{2}}B^{r}A^{\frac{p}{2}})^{\overline{p}+\overline{r}}\Delta$

が成り立つ。
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つまり $A$ と $B$ が交換し、 $p$ と $r$ が交換すると、不等号 $”\leq j$’が
$”\geq’)$ になる。 この逆は、無条件では成り立たないが、 $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A\subseteq \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}B$

なら成立することが示されている。

[定理 1 の証明]
$T$ はクラス $A$ 作用素なので

$|T|^{2}\leq|T^{2}|=(T^{*}T^{*}TT)^{1/2}$

$=(|T|U^{*}|T|^{2}U|T|)^{1/2}=|T(1,1)|$

である。 よって

$U|T|^{2}U^{*}\leq U(|T|U^{*}|T|^{2}U|T|)^{1/2}U^{*}$

から
$|T^{*}|^{2}\leq(|T^{*}||T|^{2}|T^{*}|)^{1/2}$

が得られる。 ここで補題 1 から $(|T^{*}|arrow|T|)p=1arrow r=1)$

$|T|^{2}\geq(|T||T^{*}|^{2}|T|)^{1/2}$

$=(|T|U|T|^{2}U^{*}|T|)^{1/2}=|T(1,1)^{*}|$

なので
$|T(1,1)^{*}|\leq|T|^{2}\leq|T^{2}|=|T(1,1)|$

となる。 よって $T(11)\}$ は 1/2-hyponormal 作用素であるから
$|||T^{2}|-|T|^{2}||\leq|||T(1,1)|-|T(1_{\dot{J}}1)^{*}|||$

$\leq\frac{1}{2\pi}l_{(T(1,1))}drd\theta$

となる。 ここで長、 山崎 ([4]) の結果から

$\sigma(T(1,1))=\sigma(|T|U|T|)$

$=\sigma(U|T|^{2})=\{\rho^{2}e^{i\theta}|\rho e^{i\theta}\in\sigma(T)\}$

なので $\rho^{2}e^{i\theta}=re^{i\theta}\in\sigma(T(1,1))$ とおけば

$\frac{1}{2\pi}f_{\sigma(T(1,1))}drd\theta=\frac{1}{2\pi}I_{\sigma(T)}2\rho d\rho d\theta=\frac{1}{\pi}$ meas $(\sigma(T))$

である。
さらに. もし meas $(\sigma(T))=0$ ならば $|T(1,1)|=|T(1,1)^{*}|$ なので

$T(1,1)$ は normal 作用素である。よって後述の補題 2 から $T$ は normal
作用素である。 [証明終]

次に、 クラス $A(s_{/}.t)$ 作用素について考えよう。 $T=U|T|$ と極分解
して

$T(s, t)=|T|^{s}U|T|^{t}$

とおく。 $T$ がクラス $A(s$ ,の作用素であるとは
$|T|^{2t}\leq|T(s, t)|^{\frac{2t}{s+t}}$
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が成り立つときをいう。この定義は藤井、中本ら ([6]) による最初の定
義とは異なるが同値である。 また、

(1) クラス $A$ 作用素とクラス $A(1,1)$ 作用素は一致する。

(2) クラス $A(s, t)$ 作用素全体の集合は $s,$ $t$ が増加すると大きくなる。

(3) $p- \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}1_{7}\log$-hyponormal 作用素は任意の正数 $0<s,$ $t$ に対
してクラス $A(s, t)$ 作用素である。

(4) 逆に $T$ が可逆で、任意の正数 $0<s,$ $t$ に対してクラス $A(s, t)$ 作
用素ならば $T$ は $\log$-hyponormal 作用素である。

等の結果が示されている ([4, 6, 7, 89}’ 10, 14, 15])。従って、 この意味
でクラス $A(s, t)$ 作用素は $\log$-hyponormal 作用素の「連続な拡張」で
あると考えてよかろう。次はクラス $A(s, t)$ 作用素の Putnam 不等式
である。

[定理 2]
$T$ はクラス $A(s, t)$ 作用素で $0<t\leq s$ とする。 ここで $T(s, t)=$

|T|8 $U|T|^{t}.$ ’とおくと

$|||T(s, t)|^{\frac{\sim\circ t}{s+t}}-|T|^{2t}||\leq|||T(s, t)|^{\frac{2\}{s+t}}-|T(s, t)^{*}|^{\frac{2t}{s+t}}||$

$\leq\frac{t}{\pi}\oint\oint_{\sigma(T)}r^{2t-1}drd\theta$

が成り立つ。さらに、 もし、 meas $(\sigma(T))=0$ ならば $T$ は normal 作
用素である。

証明のために次を準備する。

[補題 2([11) $]$ $T=U|T|$ がクラス $A(s, t)$ 作用素で $T(\Delta^{\mathrm{a}}, t)=|T|^{s}U|T|^{t}$

が norm $\mathrm{a}1$ 作用素ならば $T$ は normal 作用素である。

[定理 2 の証明]
$T$ はクラス $A(s, t)$ 作用素なので

$|T|^{2t}\leq|T(s_{7}t)|^{\frac{2t}{s+t}}=(|T|^{t}U^{*}|T|^{2s}U|T|^{t})^{\frac{t}{s+t}}$

となる。 よって

$U|T|^{2t}U^{*}\leq U$ (|TI’U*IT|2sU|T|り –s+t${}^{t}U^{*}$
となり、従って

$|T^{*}|^{2t}\leq(U|T|^{t}U^{*}|T|^{2s}U|T|^{t}U^{*})^{\frac{t}{s+f}}$

$=(|T^{*}|^{t}|T|^{2s}|T^{*}|^{t})^{\frac{\neq}{s+l}}$

が得られる。 ここで補題 1 から $(|T^{*}|arrow|T|, sarrow t)$

$|T|^{2s}\geq(|T|^{s}|T^{*}|^{2t}|T|^{s})^{\frac{s}{\mathrm{s}+t}}=|T(s, t)^{*}|^{\frac{2_{\grave{3}}}{s+\mathrm{t}}}$



7\S

CHO, PATEL, TANAHASHI, UCHIYAMA

である $\text{。}$ 従って L\"owner-Heinz 不等式から
$|T(s, t)^{*}|^{\frac{\mathit{2}t}{s+1}}\leq|T|^{2t}\leq|T(s, t)|^{\frac{2\#}{s+t}}$

となるので $T(s, t)$ は $\frac{t}{s+t}$-hyponormal 作用素である。従って

$|||T(s, t)|^{\frac{2t}{s+l}}-|T|^{2L}||=|||T(s, t)|^{\frac{2t}{s_{\mathrm{T}^{1}}l}}-|T(s, t)^{*}|^{\frac{2t}{s+l}}||$

$\frac{t}{\pi(s+t)}\oint\oint_{\sigma lT(s.t11}r^{\frac{2\mathrm{f}}{\theta\vdash \mathrm{z}}1}drd\theta$

$/\iota\backslash \cdot\supset-\mathrm{T}^{-b})JJ\sigma(T(s,t))$

となるが、 ここで [16] より
$\sigma(T(s, t))=\{\rho^{s+t}e^{i\theta}|\rho e^{i\theta}\in\sigma(T)\}$

なので $\rho^{s+t}e^{i\theta}=re^{i\theta}.\in\sigma(T(s, t))$ とおけば

$\frac{t}{\pi(s+t)}\int\oint_{\sigma(T(s,f))}r^{\frac{2\mathrm{f}}{s+t}-1}drd\theta=\frac{t}{\pi}\int\oint_{\sigma(T)}\rho^{2t-1}d\rho d\theta$

である。
さらに、 もし meas $(\sigma(T))=0$ ならば $|T(s, t)|=|T(S_{l}t)^{*}|$ なので

$T(s, t)$ は normal 作用素である。よって補題 2 から $T$ は normal 作用
素である, [証明終]

[注意] 定理 2 で $t=s=1$ の場合が定理 1 である。また、$t=s=1/2$
の場合 $T$ は $w$-hyponormal 作用素と呼ばれる。 ここでは $0<t\leq s$ と
したが $0<s\leq t$ の場合は

$|||T(s, t)|^{\frac{2\mathrm{s}}{s+t}}-|T|^{2s}||\leq|||T(s, t)|^{\frac{2s}{s+t}}-|T(S_{)}t)^{*}|^{\frac{2s}{s+t}}||$

$\leq\frac{s}{\pi}\int\oint_{\sigma(T)}r^{2s-1}drd\theta$

となる。
また. ここでは $0<s,$ $t\leq 1$ としたが $1<s$ または $1<t$ の場合に

この結果が成立するかどうかは未解決である。この証明で問題となる
部分はスペクトラムの計算である。もし

$(T-z)x_{n}arrow 0$ $(z\neq 0)$

から
$(T-z)^{*}x_{n}arrow 0$

が成立するなら定理 2 の結果が成立する (参照 [14, 15, 16])。従って上
の条件を確かめることが解決の鍵となるがこれは難しいようで今後の
課題である。
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