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概要

普遍指標とは分割 (ヤング図形) の組に対応するシューア多項式の一般化である. 本
稿では, 普遍指標を解に持つような 2次元格子上の可積分な $q$-差分方程式系 (格子 q-UC
階層) を導入する. その相似簡 $\kappa_{1}\backslash$] $\text{と}$ して, $A_{2g+1}^{(1)}$ $(g\geq 1),$ $D_{5}^{\langle 1)},$ $E_{6}^{(1\rangle}$ 型の q-パンルヴェ方程
式が得られることを示す. その帰結として, q-パンルヴェ方程式の普遍指標による代数
的な解が直ちに従う. ここでは特に $E_{6}^{\langle 1)}$ の場合の具体的な相似簡約の過程を, 有理曲面
の代数幾何に基づいたタウ函数の枠組みを経由しながら, 説明する.

1 はじめに

普遍指標 (universal character) とは小池和彦によるシューア多項式の一般化である. シュ–

ア多項式 $S_{\lambda}$ が一般線形群の分割 $\lambda$ に対応した既約多項式表現の指標であるのに対して, 普
遍指標 $S_{f\lambda,\mu\rfloor}$ は, その分割の組 $\lambda,\mu$ に対応した既約有理表現の指標を与える ([10] 参照).
無限可積分系の理論と一回線二二の表現論は密接に関係している. 事実, 佐藤幹夫らが示

したように (ソリトン型の非線形偏微分方程式の最も重要な系列である) $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 階層はシューア
多項式が特徴付ける無限可積分系と看徹される ([12, 16] 等参照). 一方, 筆者は論文 $\lfloor 18,25\rfloor$

において, 普遍指標に付随する $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 階層の一つの拡張を提案した. これを universal character
の頭文字をとって $\mathrm{U}\mathrm{C}$ 階層と呼ぶ. $\mathrm{U}\mathrm{C}$ 階層の解空間は,佐藤グラスマン多様体 ( $\simeq\{\mathrm{K}\mathrm{P}$ 階層

の解}) の直積を成しており, 特に同次多項式解は普遍指標全体の集合に一致する,

指標多項式 無限可積分系
シューア多項式 $S_{\lambda}$ $arrow$ $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 階層

寡 寡

普遍指標 $S_{[\lambda,\mu]}$ $arrow$ $\mathrm{U}\mathrm{C}$ 階層

本稿では, 始めに普遍指標が満たす 2次元格子上の $q$-差分方程式系 (格子 q-UC 階層) を導

入する. これは q-KP, q-UC 階層 ( $\mathrm{K}\mathrm{P},$ $\mathrm{U}\mathrm{C}$ 階層の $q$-類似 [9, 20] 各々参照) の両方を特別な場
合として含んだ新しい可積分系である. 次に格子 q-UC 階層に, 適当な周期条件と相似条件
を課した簡約化 (similarity reduction) を考えて, それが q-パンルヴェ方程式に等しいことを
示す 以下, 各々の q\tilde パンルヴェ方程式を蹴応するアフィン・ルート系のディンキン図形で
表すことにする. 例えば, 神保-坂井 [5] の $q- P_{\mathrm{V}1}$ は $D_{5}^{(1)}$ 型である.
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定理 Ll. $A_{2g+1}^{(1\}}(g\geq 1),$ $D_{5}^{\{1)},$ $E_{6}^{(1)}$ 型の $q$-パンルヴェ方程式はそれぞれ $(g+1,g+1)-,$ $(2,2)-$ ,
$(3, 3)$-周期的な格子 q-UC 階層の相似簡約である.

格子 q-UC 階層の同次多項式解である普遍指標は, 相似簡約で生き残り, 従って q\tilde パンル
ヴェ方程式の解を与える.

系 L2. $A_{2g+1}^{(1)}(g\geq 1),$ $D_{5}^{(1)},$ $E_{6}^{(1)}$ 型の $q$-パンルヴェ方程式はそれぞれ $(g+1)-,$ $2-$ , 3-コアの分割
の組に付随する普遍指標による代数関数解を許す.

さて, $A_{N-1}^{(1\rangle}$ 型 (高階) $q$ -パンルヴェ方程式 ($N=3,4$ の場合が各々 $q- P_{\mathrm{I}\mathrm{V}}$ と q-Pv)が元来, N-
周期的な q-KP 階層の相似簡約に由来することを思い出そう (梶原-野海-山田 [9] 参照. この

論文ではシューア多項式による解が構成されている). また $q- P_{\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}}$ もやはり 2\Psi 周期的な q-KP
階層の相似簡約として得られる ([221 参照). 以上を踏まえて $q$-パンルヴェ方程式と q-差分可
積分階層の相似簡約との対応を, 課すべき周期条件に注目して表にまとめる.

注 1.3, $A_{2g+1}^{(1)},$ $D_{5}^{(1)}$ 型の $q$-パンルヴェ方程式は既に俳 UC 階層の相似簡約としても得られてい
る ([20, $27^{\cdot}|$ 各々参照). しかし $E_{6}^{(1)}$ の場合には, 可積分階層の相似簡約として捉える為には,
後で見るように格子 q-UC 階層まで対象を拡げることが必要不可欠である. また $E_{7}^{(1)},$ $E_{8}^{(1\}}$ 型
の $q$-パンルヴェ方程式を何らかの可積分階層 ( $\mathrm{K}\mathrm{P},$ $\mathrm{U}\mathrm{C}$, 或はそれらを超える対象 ?.).の簡約化
として理解することは, 尚興味ある未解決問題である.

次節では普遍指標の定義の復習から始めて, それを解に持つ新しい可積分系である格子
q-UC 階層を導入する. 本稿の主題は格子 q-UC 階層の相似簡約と q-パンルヴェ方程式の対
応にあるが, そのときに威力を発揮するのが所謂タウ函数の満たす双線形方程式である. そ

の準備として第 3 節では ( $q$-パンルヴェ方程式からやや話を広げて), ワイル群のトロピカル
表現に対する, 平面上の特別な点配置を用いた代数幾何的アプローチを紹介する ([23] 参照).
タウ函数の概念はその中に自然と現れる. 第 4節では $E_{6}^{(1)}$ 型 $q$ -パンルヴェ方程式 $(q- P(E_{6}))$

をアフィン. ワイル群の平行移動部分を用いて定義する. 第 5節ではタウ函数の双線形方程
式を経由することで, 格子 q-UC 階層の相似簡約と $q- P(E_{6})$ の等価性を示す 特に q\tilde パンル
ヴェ方程式の普遍指標による代数関数解は直ちに従う. 第 6節では $D_{5}^{\langle 1\}}$ の場合の結果につい
て簡単にまとめておく.

記号 $q$-階乗関数 ($q$-shifted factorial) を

$(a;q)_{\infty}= \prod_{\mathrm{i}=0}^{\infty}(1-aq^{i})$, $(a;p,q)_{\infty}= \prod_{i.j=0}^{\infty}(1-ap^{i}q^{j})$

等と表す. また $(a_{1}, \ldots,a_{r};q)_{\infty}=(a_{1} ; q)_{u}\cdots(a_{r};q)_{\infty}$ のような略記を用いる.
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2 普遍指標と格子 q-UC 階層
普遍指標は次のような捻れたヤコビートゥルーディ型の行列式で定義される.
定義 2.1 (小池 [10]). 分割の組 $\lambda,\mu$ に対して, 以下の多項式 $S_{[\lambda,\mu]}(x,y)$ を普遍指標と呼ぶ.

$S_{[\lambda,\mu]}(x,y)= \det(\frac{p_{\mu l’-i+1^{+i-j(J),1\leq i\leq l’}}}{p_{\lambda_{\dot{f}- l’}-i+j}(x),l’+1\leq i\leq l+l’})_{1\leq i,j\leq l+l’}$ .

ここで $\sum_{n\in \mathrm{Z}}p_{n}(x)k^{n}=e^{\xi(x,k)}.,$ $\xi(x, k)=\sum_{n=1}^{\infty}$ xn炉とおいた.

$\mu=\emptyset$ の場合は $S\iota\lambda.\Phi \mathrm{J}(x,y)=\det(p_{\lambda_{i}-i+j}(x))=S_{\lambda}(x)$ となり, これはシューア多項式に等し
い. また変数の重みを

$\deg x_{n}=n$, $\deg y_{n}=-n$ $(n=1,2, \ldots)$

と数えると $S\sigma\lambda\mu$] は次数 [ $\lambda|-\ltimes|$ の重み付き同次多項式になる. 例えば $\lambda=(2,1),$ $\mu=(1)$ の

場合は,

$S_{[(2,1),(1)]}(x,y)= |\begin{array}{lll}p_{1}(y) p_{0}(y) p_{-\mathrm{l}}(y)p_{1}(x) p_{2}(x) p_{3}(x)p_{-1}(x) p\mathrm{o}(x) p_{1}(x)\end{array}|=(\frac{x_{1^{3}}}{3}-x_{3})y_{1}-x_{1^{2}}$

であり, 確かに重み $|\lambda|-|\mu|=(2+1)-1=2$ の同次多項式を与える.
有限部分集合 $I\subset \mathbb{Z}_{>0},$ $J\subset \mathbb{Z}_{<0}$ とする. 独立変数 $t_{i}(\mathrm{i}\in I\cup J)$ についての q-差分作用素

$T_{i_{j}q}(t_{i})=\{$ $q^{-1}t_{i}qt_{i}$ $(i\in J)(i\in I)$

$T_{i.q}.(t_{j})=t_{j}$ $(\mathrm{i}\neq i)$

を考える. 簡単のため $T_{i_{1}i_{\underline{2}}\ldots i_{h},q}.=T_{i_{1}q}T_{i_{2},q}.\cdots T_{i_{n}jq}$ と表記する.

定義 2.2. 未知関数 $\sigma_{m,n}(t)(m, n\in \mathbb{Z})$ に対する以下の q\tilde 差分方程式系

(1) $t_{i}\tau_{i(\mathit{0}_{m,n+1}^{-)T_{j}(\sigma_{n+1.n})-t_{j}T_{j}(\sigma_{m.n+1})T_{i}(\sigma_{m+1,t\mathrm{t}})=(t_{\dot{f}}-t_{j})T_{ij}(\sigma_{m,n})\sigma_{m+1,n+1}}}$,

を格子 $q\cdot \mathrm{U}\mathrm{C}$ 階層と呼ぶ. 但し $i,$ $j\in I\cup J$ .

さて, 変数変換

$x_{n}= \frac{\sum_{i\in J}t_{i}^{n}-q^{n}\sum_{j\in J}t_{j}^{n}}{n(1-q^{n})}$, $y_{n}= \frac{\sum_{i\epsilon l}t_{i}^{-n}-q^{-n}\sum_{j\in J}t_{j}^{-n}}{n(1-q^{-n})}$
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注 2.4. (i) 格子 q-DC 階層 (1) から直ちに双線形方程式

$(t_{i}-t_{j})T_{ij}(\sigma_{rn.n})T_{k}(\sigma_{m+1,n}\rangle+(t_{j}-t_{\mathrm{A}’})T_{j\mathrm{A}^{r}}(\sigma_{m,n})T_{i}(\sigma_{m+1,n})$

$+(t_{k’}-t_{i})T_{ik^{r}}(\sigma_{n,n},)T_{j}(\sigma_{m+1,n})=0$

が導かれる. これは q-UC 階層 ([20] 参照) に他ならない.

(ii) 関数 $\sigma_{m,n}(t)$ が $n$ に依らない場合, (1) は q-KP 階層 ([91 参照) :

$t_{i}T_{i}(\rho_{m})Tj(\rho_{m+1})-tjTj(\rho_{n},)T_{i}(\rho_{m+1})=$ ($t_{i}-$ tj)Tij(フ$m$ )$pm+1$

に退化する. 但し \rho 架 $=\sigma_{n,n}$, とした.

3 点配置、 ワイル群のトロピカル表現, タウ函数

点集合とワイル群の関係は古典的に良く知られている. 射影空間 $\mathrm{P}^{m-1}$ の一般の位置にある
$n$ 点の配置空間 $X_{n,n}$, には, ディンキン図形 $T_{2,n.n-m}$,(図 1 参照) に付随するワイル群 $W(T_{2,m,n-,n})$

が双有理的に作用する. 実際, それらは $n$ 点の置換と各 $m$ 点についての標準クレモナ変換
で生成される ([1, 2]参照). $(m, n)=(3,9)$ の場合には, アフィン・ワイル群 $W(E_{8}^{(1\rangle})$ が現れる

が, その平行移動部分が坂井秀隆による楕円差分パンルヴェ方程式に他ならない. 他の全て
の離散パンルヴェ方程式は 9点配置の退化に従って順々に得られる ([15] 参照). 今, 我々の

注田\sim 差分の場合にあるが, 興味深いことに, 全ての 9qパンルヴェ方程式はトロピカルな
( $=$四丁値双有理写像による)表示を持つことが指摘されている (山田泰彦 [29], cf. [4]).

この節では, ワイル群のトロピカル表現に対する平面上の特別な点配置を用いた代数幾何
的アプローチを紹介する ([23] 参照). 考えるのは以下のような開集合である.

(i) $\mathrm{P}^{2}$ の 3 本の直線上の $p+q+r$ 点
(ii) $\mathrm{P}^{1}\mathrm{x}\mathrm{P}^{1}\ni(x,y)$ の座標軸 $\{x=0\},$ $\{x=\infty\},$ $\{y=0\},$ $\{y=\infty\}$ 上の $p+q+r+s$ 点

結果として, それぞれの場合からディンキン図形 $T_{p,q,r}$ と $H_{p,q,r,s}$ に付随するワイル群のトロ
ピカルな実現が得られる. この構成はアフィンの場合として, $E_{8}^{(1\rangle}=T_{6,3,2}=H_{6,3,1.1},$ $E_{7}^{\{1)}=$

$T_{4.4,2}=H_{4,4.1.1},$ $E_{6}^{\langle 1)}=T_{3,3.3}=H_{3,3,2,1},$ $D_{5}^{(1)}=H_{2,2,2,2}$ を含んでおり, これらは塗パンルヴェ方程
式に丁度対応している.

$p$ $q$ $p$ $r$

図 1: ディンキン図形 $T_{p,q,r}$ と $H_{p,q,r,s}$

ここでは (i) の場合について詳しく説明する.



5

有理曲面とルート系 射影平面 $\mathrm{P}^{2}$ の斉次座標を $[x:y:z]$ と表す. 3本の直線上に制限され
た $l_{1}+l_{2}+l_{3}$ 点 $(l_{1}\geq l_{2}\geq l_{3}\geq 1)$ は一般性を失わずに次のようにパラメータ付けられる :

$P_{i}^{1}=[0:-1 : b_{i}^{1}]$ $(1\leq i\leq l_{1})$

$P_{i}^{2}=[b_{i}^{2}$ : 0:-1 $]$ $(1 \leq \mathrm{i}\leq l_{2})$

$P_{i}^{3}=[-1 : b_{i}^{3} : 0]$ $(1 \leq i\leq l_{3})$ .
但し $c_{m}= \prod_{i=1}^{l_{Jl}-1}’(a_{i}^{ln})^{1-\frac{t}{l_{m}}}$ , および $b_{1}^{\prime n}=c_{1}c_{2}c_{3}a_{0}/c_{n^{3}},,$ $b_{i}^{m}=b_{1}^{m} \prod_{j=1}^{i-1}(a_{j}^{m})^{3}(2\leq \mathrm{i}\leq l_{m})$ とおいた.
さて $l_{1}+l_{2}+l_{3}$ 個の点 $P_{i}^{m}$ を中心としたブローアップにより得られる有理曲面を $X$ とする.
そのピカール群は

Pic(X) $=\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{v}(X)/\sim$ ( $\sim$ は線形同値)

$=\mathbb{Z}h\oplus\oplus \mathbb{Z}e_{i}^{m}m=\mathrm{i},\dot{\acute{2}},3i=1,.l_{m}$

;

なる自由アーベル群で, その交叉形式は

$(h|h)=1$ , $(e_{i}^{m}|e_{j}^{n})=-\delta_{i,j}\delta_{m,n}$ , $(h|e_{i}^{m})=0$

で定まる. ここで $\mathrm{P}^{2}$ の超平面の因子類を $h$ , ブローアップによる例外曲線の類を $e_{i}^{\prime n}$ と表し
た. 今, 3 直線の狭義引き戻し $D_{n},=h- \sum_{i1}^{l_{l\prod_{=}}}e_{i}^{m}(m=1,2,3)$ と直交するような Pic(X) の部分
格子 $Q$ を考える. ($X$ の反標準類 $-KX=D_{1}+D_{2}+D_{3}$ に注意)

補題 3.1. $Q$ は (-2)Qベクトル $\alpha_{ij}^{\prime\prime \mathrm{t}}=e_{i}^{m}-e_{j}^{m},$ $\alpha_{ij\mathrm{A}’}=h-e_{i}^{1}-e_{j}^{2}-e_{k}^{3}$, で生成されるルート格子を
成す. 基底として $B=\{\alpha_{0}=\alpha_{111}, \alpha_{i}^{m}=\alpha_{i,i+1}^{m} (1\leq \mathrm{i}\leq l_{n},- 1,m=1,2,3)\}$ を選ぶことができ
て, 対応するディンキン図形は $T_{l_{1},l_{\underline{7}},l_{3}}$ になる.

$\alpha_{l_{1}-1}^{1}\circ-\cdots$

ルート $\alpha\in Q$ に付随する鏡映の $v\in \mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(X)$ への作用を $R_{\alpha}(v)=v+(v|\alpha)\alpha$ とおく. また簡単
のため, 記号 $s_{0}=R_{\alpha 0},$ $s_{i}^{\prime n}=R_{a_{i}^{n}}$‘を用意する., 実際に, $W=W(Q)=\langle s0, s_{i}^{m}\rangle$ がワイル群の基

本関係式を満たすことは容易であろう. $W$ は (定義から) Pic(X) の等長変換として作用する
ことに注意しておく. 平行して, 乗法的ルート変数 $a0,$ $a_{i}^{m}(1\leq i\leq l_{m}-1, m=1,2,3)$ に対す

る鏡映の作用を
$s_{0}(a_{0})=1/a_{0}$ , $s_{0}(a_{1}^{m})=a_{0}a_{1}^{m}$

$s_{i}^{m}(a_{i}^{m})=1/a_{i}^{m}$, $s_{i}^{m}(a_{i\pm 1}^{m})=a_{i}^{m}a_{i\pm 1}^{\prime n}$

と定義する. 但し $a_{0}^{rn}=a_{0}$ と略記した.

注 3.2. $C= \frac{1}{l_{1}}+\frac{1}{l_{-}},$ $+ \frac{1}{l_{3}}$ とおく. 良く知られているように, ディンキン図形 $T_{l_{1},l_{-},l_{3}}$, はそれぞ

れ, $C>1$ の場合は有限型, $C=1$ はアフィン型, $C<1$ は不定形型となる ([6] 参照). 例え
ば $(l_{1}, l_{2}, l_{3})=(3,3,3.1,$ $(4,4,2),$ $(6,3,2)$ の時は, それぞれアフィン型の $E_{6}^{(1)},$ $E_{7}^{(1\rangle},$ $E_{8}^{\langle 1)}$ である.
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タウ函数とワイル群の双有理作用 上で見たワイル群 $W=W(Q)$ の線形作用を双有理変換
のレベルに持ち上げたい. 始めに Pic(X) の部分格子

$M= \bigcup_{i=1,2,3}M_{i}$

$M_{i}=\{v\in \mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(X)|(v|\mathrm{v})=-(v|D_{i})=-1,$ $(v|Dj)=0(j\neq \mathrm{i})\}$

を考える. $M$ の各元には, それを代表する $X$ 上の第 1 種例外曲線 $(\sim \mathrm{P}^{1})$ が丁度 1 本ずつ対
応する. 実は, ワイル群 $W$ はこれら第 1 種例外曲線が互いに移り合う様子を記述している
が, このような描像は, 古典的な話題「3 次曲面上の 27本の直線と $E_{6}$ 型 (有限) ワイル群」

以来お馴染みのものである.
今から導入するタウ函数とは本質的に, $X$ 上の第 1 種例外曲線の定義多項式に他ならない.
このようなタウ函数の幾何的解釈は, 梶原-画田-野海-太田-山田 [7] による楕円差分パンル
ヴェ方程式の研究において既に見られる ([81 に詳しい日本語の解説もある). さて $l_{1}+l_{2}+l_{3}$

個の不定元 $\tau_{i}^{m}(1\leq \mathrm{i}\leq l_{n},,m=1,2,3)$ の有理関数体 L=K(で) を用意しよう. 但し, 係数体
は $K=\mathbb{C}(a0^{1/N}, (a_{i}^{m})^{1/N})$ とする. また $N$ は $(l_{1},\mathit{1}_{2}, l_{3})$ による自然数である.

定義 33(cf. [7]). 次の条件を満たす関数 $\tau:Marrow L$ をタウ函数と呼ぶ.
(i) $\forall v\in M,$ $\forall w\in W$ に対して, $\tau(w.v)=w.\tau(v)$ ;
(ii) $\tau(e_{i}^{m})=\acute{i}n$ .
タウ函数 (とそれへのワイル副作用) を具体的に構成する. 各元 $\Lambda=dh-\sum m_{i}^{j}e_{i}^{j}\in M$ には,

点 $P_{i}^{j}$ で重複度 $m_{i}^{j}$ を持つ $d$ 次曲線が対応する ($X$ の第 1 種例外曲線). この曲線の規格化され
た定義多項式 $F_{\Lambda}(x,y,z)= \sum A_{ij/_{\vee}}\prime x^{i}y^{i}z^{k’}\in K[x,y,z]$ を点配置に付随する条件

$\prod A_{ij\mathrm{A}}^{(1/l_{1})^{i}(1/l)^{j}(1/l_{3})^{k}}.\underline’=1$

$i,j,k’$

を満たすように選ぶ. 例えば $\Lambda=h-e_{1}^{2}-e_{1}^{3}$ は 2 点 $P_{1}^{2},$ $P_{1}^{3}$ を通る直線に対応し, その規格化
された定義多項式は

$F_{h-e_{\vec{1}}^{9}-e_{1}^{3}}(x,y,z)=(b\})^{b\frac{1}{c\iota_{3}}}(bl)^{\frac{1}{C\mathit{1}}}\underline’(x+(b_{1}^{3})^{-1}y+b_{1}^{2}z)$

である. 各 $\Lambda=dh-\sum m_{i}^{j}e_{i}^{j}\in M$ に対して, 次の式を要請する.

(2)
$F_{\Lambda}(x,y,z)= \tau(\Lambda)\prod_{i,j}\tau(e_{i}^{j})^{m_{i}^{j}}$

(3) $(x,y,z)=( \prod_{i=1}^{l_{1}}\tau_{i}^{1},$ $\prod_{i=1}^{l\underline{\mathrm{o}}}\tau_{i}^{2},$ $\prod_{i=1}^{l_{3}}\tau_{i}^{3)}$ .

この要請からワイル群の $L$ への双有理作用は得られて, 実際にそれがタウ函数の性質 (i) と
整合的であることが分かる. 例えば, 鏡映 $R_{a_{ijk}}$ の $\tau_{i}^{1}=\tau(e_{i}^{1})$ へ作用は $R_{\alpha_{i_{J}\lambda}}(e_{i}^{1})=h-e_{j}^{2}-e_{k}^{3}$

に注意すれば (2), (3) から求まる. また R哨の作用は単にでとでの互換である.
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定理 3.4. 以下の双有理変換 $s_{0},$ $s_{i}^{\prime n}(1\leq i\leq l_{m}-1, m=1,2,3)$ はワイル群 $W$( $T_{l_{1}}$みち) の有理関
数体 $L=K(\tau_{i}^{m})$ 上の実現を与える.

$s_{i}^{m}(\tau_{\{i,i+1\}}^{t\hslash})=\tau_{\{i+1,i\}}^{m}$

$s_{0}( \tau_{1}^{1})=(b_{1}^{2})^{-_{\overline{c}7_{3}^{-}}^{1}}(b_{1}^{3})^{\frac{1}{Clarrow}}’(\prod_{i=1}^{l_{1}}\tau_{i}^{1}+(b_{1}^{3})^{-1}\prod_{i=1}^{l_{2}}\tau_{i}^{2}+b_{1}^{2}\prod_{i=1}^{l_{3}}\tau_{i}^{3})/(\tau_{1}^{2}\tau_{1}^{3})$

$s_{0}( \tau_{1}^{2})=(b_{1}^{3})^{-\frac{1}{c\iota_{1}}}(b_{1}^{1})^{\frac{1}{\mathrm{C}l_{3}}}(b_{1}^{3}\prod_{i=1}^{l_{1}}\tau_{i}^{1}+\prod_{i=1}^{l_{2}}\tau_{i}^{2}+(b_{1}^{1})^{-1}\prod_{i=1}^{l_{3}}\tau_{i}^{3})/(\tau_{1}^{3}\tau_{1}^{1})$

$s_{0}( \tau_{1}^{3})=(b_{1}^{1})^{-\frac{1}{Cl_{\underline{7}}}}(b_{1}^{2})^{\sigma_{l_{1}^{-}}^{1}}((b_{1}^{2})^{-1}\prod_{i=1}^{l_{1}}\tau_{i}^{1}+b_{1}^{1}\prod_{i=1}^{l\tau}.\tau_{i}^{2}+\prod_{i=1}^{l_{3}}\tau_{i}^{3})/(\tau_{1}^{1}\tau_{1}^{2})$.

但し $C= \frac{1}{l_{1}}+\frac{1}{l_{\underline{7}}}+\frac{1}{l_{3}}$ とした.

上のワイル群の表現は明らかにトロピカルである. 故に超離散極限 ([17] 参照) :

a $\mathrm{x}barrow a+b$ , $a/b-,$ $a-b$, $a+b arrow\max(a, b)$

を経由して, 区分線形写像による組み合わせ論的な対応物をも許す. また非斉次座標

$[f : g : 1]=[x:y:z]= \ovalbox{\tt\small REJECT}\prod_{i=1}^{l_{1}}\tau_{i}^{1}$ : $\prod_{i=1}^{l_{2}}\tau_{i}^{2}$ : $\prod_{i=1}^{l_{3}}\tau_{i}^{3}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

を取れば, 定理 34 から $W(T_{l_{1},l_{7\sim},l_{3}})$ の $\mathrm{P}^{2}$ のクレモナ変換による実現は直ちに得られる.

注 35. 要請 (3) の解釈. タウ函数の定義域を因子類 $D_{m}=h- \sum_{i=1}^{l,\hslash}e_{i}^{m}(m=1,2,3)$ にも拡げて

考えよう. すると $D_{n}$, に対応するのは点配置を制限した 3 直線なので,

$\tau(D_{1})\prod_{i=1}^{l_{1}}\tau(e_{i}^{1})=x$, $\tau(D_{2})\prod_{i=1}^{l}.’\tau(e_{i}^{2})=y$, $\tau(D_{3})\prod_{i=1}^{l_{3}}\tau(e_{i}^{3})=z$ .

ワイル群 $W(Q)$ は, 元々のルート系の構成を思い出せば, $D_{m}$ を動かさない. そこで $\tau(D_{n},)\equiv 1$

とおけば (3)式が従う.

4 $E_{6}^{(1)}$ 型 q.パンルヴエ方程式
さて, パンルヴェ方程式に話を戻そう. ルート系が $E_{6}^{\{1)}=T_{3,3,3}$ の場合を考える. 乗法的

ルート変数 $a=(a_{0}, \ldots, a_{6})$ への拡大アフィン・ワイル群 $\overline{W}(E^{(1)})=\langle s_{0}, \ldots , S6, L1 , \iota_{2}\rangle$ の作用を
$s_{i}(a_{j})=a_{j}a_{i}^{-C_{ii}},$ $\iota_{1}(a_{\{0,1,2,3,4,5,6\}})=a_{\{5,1,2,3,6,0,4\}}^{-1},$ $\iota_{2}(a_{\{0,1,2,3,4,5,6\}})=a_{\{1,0,6\beta,4,5,2\}}^{-1}$ とおく ( $C_{ii}$ [よカル
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図 2: ディンキン図形 $E_{6}^{(1)}$

タン行列). 定理 34から次のような $\mathcal{L}=\mathbb{C}(a^{1/3})(\tau_{1}, \ldots,\tau_{9})$ 上の双有理変換を得る.

$s_{1}(\tau_{\{5,6\}})=\tau_{\{6,5\}}$ , $s_{2}(\tau_{\{4,5\}})=\tau_{\{5,4\}}$ , $s_{4}(\tau_{\{7,8\}})=\tau_{\{8,7\}}$ , $s_{5}(\tau_{\{8,9\}})=\tau_{\{9.8\}}$

$s_{6}(\tau_{\{1,2\}})=\tau_{\{2,1\}}$ , $s_{0}(\tau_{\{2,3\}})=\tau_{\{3.2\}}$ , $\iota_{1}(\tau_{\{1,2.3\}})=\tau_{\{7,8,9\}}$ , $\iota_{2}(\tau_{\{1,2,3\}})=\tau_{\{4,5.6\}}$

(4)
$S_{3(\tau_{7})=}S_{3(\tau_{4})=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{a_{3}^{-1}c_{X}\tau_{1}\tau_{2}\tau_{3}+a_{3}c_{y}\tau_{4}\tau_{5}\tau_{6}+c_{\mathrm{z}}\tau_{7}\tau_{8}\tau_{9}}^{c_{X}\tau_{1}\tau_{2}\tau_{3}+a_{3}^{-1}c_{y}\tau_{4}\tau_{5}\tau_{6}+a_{3}c_{\mathrm{z}}\tau_{7}\tau_{8}\tau_{9}}\exists_{/(\tau_{1}\tau_{4})}^{/(\tau_{4}\tau_{7})}}S_{3(\tau_{1})=}a_{3}c_{x}\tau_{1}\tau_{2}\tau_{3}+c_{y}\tau_{4}\tau_{5}\tau_{6}+a_{3}^{-1}c_{\mathrm{z}}\tau_{7}\tau_{8}\tau_{9}/(\tau_{1}\tau_{7})$

.

但し $c_{X}=a_{1}^{\frac{1}{3}}a_{2^{\frac{}{3}}}\underline’ a_{4}^{-\frac{\mathrm{A}}{3}}’ a_{5^{\frac{1}{3}}},$ $c_{y}=a_{5} \frac{1}{3}a_{4}\frac{}{3}\underline’ a_{6}-\frac{\sim}{3}" a_{0}-\frac{1}{3},$ $c_{\zeta}=a_{0^{\tilde{3}}}a_{6^{\frac{2}{3}}}a_{2}^{-\frac{2}{3}}a_{1}^{-\frac{1}{3}}1$ と $\llcorner.-$ . 非斉次座標を
$[f : g:1]=[\tau_{1}\tau_{2}\tau_{3} : \tau_{4}\tau_{5}\tau_{6} : \tau_{7}\tau_{8}\tau_{9}]$

とおくと, $\overline{W}(E_{6}^{(1\rangle})$ の $(f,g)$ への作用が直ちに得られる (これは坂井 [15] とも一致する) :

$s_{3}(f)=f \frac{c_{x}f+a_{3}^{-1}c_{\mathrm{v}}g+a_{3_{\sim}^{C\neg}}}{a_{3^{-1}}c_{x}f+a_{3}c_{y}g+c_{7\mathrm{c}}’}$
.

$s_{3}(g)=g \frac{a_{3}c_{X}f+c_{y}g+a_{3}^{-1}c_{\mathrm{z}}}{a_{3^{-1}}c_{X}f+a_{3}c_{y}g+c_{\mathrm{z}}}$

$\iota_{1}(f)=\frac{1}{f}$ , $\iota_{1}(g)=\frac{g}{f}$ , $\iota_{2}(f)=g$ , $\iota_{2}(g)=f$.

平行移動と $=(s_{2}s_{4}s_{6}s_{0}s_{1}s_{5}s_{3}s_{2}s_{4}s_{6}s_{3})^{2}\in W(E_{6}^{(1\rangle})$ の双晶理作用が離散パンルヴェ方程式の時間
発展に他ならない. パラメータへの作用は $-a=\ell(a)=(a_{0},a_{1},q^{-1}a_{2}, q^{2}a_{3}, q^{-1}a_{4},a_{5},q^{-1}a_{6})$ であ
る. 但し $a_{0}a_{1}a_{2^{2}}a_{3^{3}}a_{4^{2}}a_{5}a_{6^{2}}=q$ とおいた. 今, 有理関数 $\ell(f)=F(a;f,g),$ $\ell(g)=G(a;f,g)\in$

$\mathbb{C}(a^{1/3}; f,g)$ を考える.

定義 4.1. 未知関数 $f=f(a),$ $g=g(a)$ に対する以下の関数方程式系

(5) $f(2\text{り}=F(a;f(a),g(a))$ , $g(a\text{り}=G(a;f(a),g(a))$

を $E_{6}^{\langle 1\mathrm{I}}$ 型 q.差分パンルヴェ方程式 $q- P(E_{6})$ と呼ぶ.

5 格子 q-UC 階層から $q- P(E_{6})$ への相似簡約
この節では $q$-パンルヴェ方程式 $q- P(E_{6})$ が格子 q-UC 階層の相似簡約に等しいことを示す.

その際に有効なのが, 第 3 節で論じたタウ函数の枠組みである. 我々は始めに $qarrow P(E_{6})$ を等
価な (タウ函数の満たす) 双線形方程式系に書き直した後, それを格子 q-UC 階層の相似簡約
と同定する.



$\mathrm{g}$

$q\sim P(E_{6})$ の双線形形式 平行移動 $\ell_{1}=\ell=r_{258}r_{369}r_{258}r_{147}$ と合わせて, $\ell_{2}=r_{369}r_{147}r_{369}r_{258}$,
$\ell_{3}=r_{147}r_{258^{\gamma}147^{\Gamma}369}$ を導入する. これらの乗法的ルート変数への作用は以下の通りである.

$\ell_{1}(a)=(a_{0},a_{1},q^{-1}a_{2}, q^{2}a3, q^{-1}a_{4}, a_{5},q^{-1}a_{6})$

$\ell_{2}(a)=(q^{-1}a_{0}, q^{-1}a_{\mathrm{I}}, qa_{2},q^{-1}a_{3}, qa_{4},q^{-1}as,qa_{6})$

$\ell_{3}(a)=$ ($qa_{0},$ $qa\mathrm{l}$ , a2, $q^{-1}a_{3},$ $a_{4},qa_{5},a_{6}$).

ま f\breve * 助変数 $(a, b)=((a_{0}a_{1}a_{5})^{1/3}$ , (a2a4ら q)1/3) への $\mathrm{f}*\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$ 1ま

$\ell_{1}(a, b)=(a,q^{-1}b)$ , $\ell_{2}(a,b)=(q^{-1}a,qb)$ , $\ell_{3}(a, b)=(qa, b)$

となる. 変数 $(a, b)$ は $q- P(E_{6})$ の戯画変数の役割を果たすことに注意する.
アフィン. ワイル群のタウ函数への双有理作用 (4) を用いて $q- P(E_{6})$ の双線形形式は得ら

れる. 詳細は論文 [24] に譲ることにして, ここでは結果のみを与えよう. タウ函数を次のよ
うに規格化する.

$U_{\{1,2,3\}}= \frac{\tau_{\{1.4,7\}}}{N(a,b)}$ , $V_{\{1,2,3\}}= \frac{\tau_{\{2,5,8\}}}{N(q^{1/3}a,q^{-2/3}b)}$ , $W_{\{1,2,3\}}= \frac{\tau_{\{3,6,9\}}}{N(q^{-1/3}a,q^{-1/3}b)}$ .

但し規格化因子を

$N(a, b)= \frac{(-\frac{aq}{b},-ab^{2}q,-\frac{q}{a^{2}b},q,q)_{\infty}(\frac{b^{3}q^{3}}{a^{3}},.\frac{q^{3}}{a^{3}b^{6}},a^{6}b^{3}q^{3},q^{3},q^{3})_{\infty}}{(\frac{b^{2}q^{2}}{a^{2}},\frac{q^{2}}{a^{2}b^{4}},a^{4}b^{2}q^{2},q^{2},q^{2})_{\infty}}.$

.

とした.

命題 5.1. 9つの関数 $U_{i},$ $V_{i},$ $W_{i}(i\in \mathbb{Z}/3\mathbb{Z})$ は以下の双線形方程式系

(6a) $abU_{i}f_{1}(U_{i+1})- \frac{q}{b}\ell_{1}(U_{i})U_{i+1}=\gamma_{i}(ab-\frac{q}{b})V_{i+2}W_{i+2}\sim$

$(6\mathrm{b})$ $\frac{1}{b}V_{i}\ell_{2}(V_{i+1})-\frac{1}{a}\ell_{2}(V_{i})V_{i+1}=\delta_{i}(\frac{1}{b}-\frac{1}{a})W_{i+2}U_{i+2}$

$(6\mathrm{c})$ $\frac{1}{a}W_{i}\ell_{3}(W_{i+1})-ab\ell_{3}(W_{i})W_{i+1}=\epsilon_{i}(\frac{1}{a}-ab)U_{i+2}V_{i+2}$

を満たす. 但しパラメータの対応は

$\gamma_{1}=(\delta_{1}=(\epsilon_{1}=($

$\frac{a_{0}a_{6^{2}}}{\frac)a_{0}a_{2}a_{1}a_{2^{2}}a_{1}a_{6}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{/3}^{1/3},$

’

$\gamma_{2}=(\partial_{2}=($

$\frac{a_{1^{2}}a_{2}}{a_{0^{\mathit{2}}}a_{6}})^{1/3}$ , $\epsilon_{2}=($

$\frac{\frac{a_{1}a_{2^{2}}}{a_{1}a_{4)}a_{4^{2}}a_{5}}}{a_{2}a_{5}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{/3}^{1/3},$

’

$\gamma_{3}=(\delta_{3}=($

$\frac{a_{4}a_{5^{2}}}{a_{1^{2}}a_{2}})^{1/3}$ , 匂 $=($

$\frac{\frac{a_{4^{2}}a_{5}}{a_{5}a_{6)}a_{0}a_{6^{2}}}}{a_{0}a_{4}}\mathrm{j}_{/3}^{1/3}$

$\frac{a_{0^{2}}a_{6}}{a_{4}a_{5^{2}}})^{1/3}$ .

逆に, 関数の組 $f= \frac{U_{1}V}{U_{3}V}\frac{1W}{3W_{3}},$ $g=’ \frac{U_{\wedge}V_{\underline{?}}1V_{2}}{U_{3}V_{3}W_{3}}$ は $E_{6}^{(1)}$ 型 $q$-パンルヴェ方程式 (5) の解である.
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格子 $q\cdot \mathrm{U}\mathrm{C}$ 階層の相似簡約 $I=\{1,2,3\},$ $J=\emptyset$ とおく. 格子 q-UC 階層 :
(7) $t_{i}T_{i}(\sigma_{m,n+1})T_{j}(\sigma_{m+1,n})-t_{j}T_{j}(\sigma_{n,n+1},)T_{i}(\sigma_{m+1,n})=(t_{i}-t_{j})T_{ij}(\sigma_{m,n})\sigma_{m+1.n+1}$

に対して, $(3, 3)$凋期条件 :
(8) $\sigma_{m,n}=\sigma_{m+3.n}=\sigma_{n,n+3}$,

および自己相似条件 :

(9) $\sigma_{m,fl}(ct\mathrm{I}, ct2,ct3)=c^{d_{m.\prime\iota}}\sigma_{m.n}(t1, t2, t3)$ , $\forall c\in \mathbb{C}^{\mathrm{x}}$

を課す. 但し重み $d_{m.n}$ は平衡条件 $d_{m,n}+$ $d_{m+1.n+1}=d_{m+1,n}+d_{m,n+1}$ を満たすものとする.
変数の代入 $(t_{1}, t_{2}, t_{3})=$ ( $a^{-1},$ $b^{-1}$ , ab) の下, 関数 $\overline{\sigma}_{m,n}(a, b)=\sigma_{m,n}(t_{1}, t2,t3)\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ を考える.

補題 5.2. 関数

$U_{i}(a, b)=\overline{\sigma}_{i,-i}(a, b)$

$V_{i}(a, b)=\overline{\sigma}_{i+1,-i+1(q^{1/3}a,q^{-2/3}b)}$

$W_{i}(a, b)=\overline{\sigma}_{i+2,-i+2}(q^{-1/3}a,q^{-1/3}b)$

$(i\in \mathbb{Z}/3\mathbb{Z})$ は $q- P(E_{6})$ の双線形形式 (6) を満たす. 但しパラメータの対亦は

$\gamma_{i}=q^{(d_{i,-i+2}-d_{i+1,-i})/3}$ , $\delta_{i}=q^{(d_{i+1,-i}-d_{i+2,-i+1})/3}$ , $\mathfrak{q}=q^{(d_{i\cdot 2.-i\cdot 1}-d_{i.-i+2})/3}$

とした.

(証明) 簡約化の条件 (8), (9) の下で, $q- P(E_{6})$ の双線形形式 (6) が格子 q-UC 階層 (7) から自然
に導かれることを示す. 例えば $(m, n)=(r+1, -r),$ $(\mathrm{i}, j)=(1,2)$ の場合 :

$t\iota\sigma\Gamma+1,-r+1(qt_{1}, t_{2}, t_{3})\sigma_{r+2,-r}(t_{1}, qt_{2}, t_{3})-t2\sigma r+1,-r+1(t_{1}, qt_{2}, t_{3})\sigma_{\gamma+2,-r}(qt_{1}, t_{2}, t_{3})$

$=(t_{1}-t_{2})\sigma_{r+1,-r}(qt_{1},qt_{2}, t_{3})\sigma_{r+2.-r+1}(t_{1},t_{2}, t_{3})$

から始めよう. 同次性 (9) を用いると,

$q^{\{d_{+\iota.+1}+d_{r+2,-\prime}\rangle/3}’-\prime t_{1}\sigma_{r+1,-r+1(q^{2/3}t_{1},q^{-1/3}t_{2},q^{-1/3}t_{3})\sigma_{r+2,-r}(q^{-1/3}t_{1},q^{2/3}t_{2},q^{-1/3}t_{3})}$

$-q^{1d_{r+1.-r+\iota+d_{+2,-\prime}\}/3_{f_{2^{T}\gamma+1,-r+1(q^{-1/3}t_{1},q^{2/3}t_{2},q^{-1/3}t_{3})\sigma_{r+2,-r}(q^{2/3}t_{1},q^{-1/3}t_{2},q^{-1/3}t_{3})}}}}$’

$=q^{2d_{+}\iota,-,/3}’(t_{1}-t_{2})\sigma_{r+1,-r}(q^{1/3}t_{1}, q^{1/3}t_{2}, q^{-2/3}t_{3})\sigma_{r+2.-r+1}(t_{1}, t_{2}, t_{3})$

を得る. ここで代入 $(t_{1}, t_{2}, t_{3})=$ ($a^{-1},$ $b^{-1}$ ,ab) を行うと,

$\frac{1}{a}\overline{\sigma}_{r+\mathrm{I},-r+1}(q^{-2/3}a, q^{1/3}b)\overline{\sigma}_{r+2,-r}(q^{1/3}a,q^{-2/3}b)$

$- \frac{1}{b}\overline{\sigma}_{r+1,-r+1}(q^{1/3}a,q^{-2/3}b)\overline{\sigma}_{r+2,-r}(q^{-2/3}a, q^{1/3}b)$

$=q^{(d}’+1$ ,-f-dr.2.2r+1珂 3
$( \frac{1}{a}-\frac{1}{b})\overline{\sigma}_{r+1,-r}(q^{-1/3}a,q^{-1/3}b)\overline{\sigma}_{r+2.-r+1}(a, b)$

が従うが, これは (6b)式に他ならない ($\ell_{2}$ の作用に注意). 同様に残りの (6a), (6c).式も (7) 式
から得られる

$\blacksquare$
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$q- P(E_{6})$ の代数関数解 先程示したように, $E_{6}^{(1)}$ 型 gqパンルヴェ方程式は $(3, 3)$周期的な格
子 q-UC 階層の相似簡約に等価である. 一方, 普遍指標が格子 q-UC 階層の同次多項式解で
あることを我々は既に知っている (命題 23). その帰結として q-パンルヴェ方程式の普遍指
標による代数関数解が直ちに得られる.
結果を正確に述べるために用語の準備をしよう ([12, 13]等参照). 部分集合 $M\subset \mathbb{Z}$が $m\in M$

$(m<<0)$ かつ $m\not\in M(m>>0)$ を満たすときマヤ図形と呼ぶ. 各マヤ図形 $M=\{\ldots, m_{3},m_{2},m_{1}\}$

には, $m_{i}-m_{i+1}=\lambda_{i}-\lambda_{i+1}+1$ によって, 分割 $\lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \ldots)$ が一意に対亦する. さて整数
列 $n=(n_{1}, n_{2}, \ldots,n_{N})\in \mathbb{Z}^{N}$ に対して, マヤ図形 $M(n)= \bigcup_{i=1}^{N}(N\mathbb{Z}_{<n_{\mathrm{i}}}+i)$ を考え, その対応す
る分割を $\lambda(n)$ とおく. この形の分割を N.コアであると云う. 良く知られるように, N-コァ

の分割はフックの長さに $N$ の倍数が現れないものとして特徴付けられる.
$N$-コアの分割に付随する普遍指標には周期的な鎖が存在する ([19] 参照):

補題 5.3. 任意の整数列 $n=(n_{1},n_{2}, \ldots, n_{N})\in \mathbb{Z}^{N}$ と分割 $\mu$ について

$S[(k_{i},\lambda\langle n\langle i-1)))_{\mu}.]=\pm S$ [\lambda (戻 i}).\mu ] $\circ$

$\mathrm{r}^{iN}\mathrm{r}^{i}$

但し, 記号 $n(\mathrm{i})=n+(1, \ldots, 1, 0, \ldots,0),$ $k_{i}=Nn_{i}-|n|$ 忌よび $|n|=n_{1}+n_{2}+\cdots+n_{N}$ を用いた,

変数の代入
$x_{n}= \frac{a^{-n}+b^{-n}+(ab)^{n}}{n(1-q^{n})}$ , $y_{n}= \frac{a^{n}+b^{n}+(ab)^{-n}}{n(1-q^{-n})}$

或は $(t_{1},t_{2}, t_{3})=$ ($a^{-1},$ $b^{-1}$ , ab) の下で, 有理関数 $R\iota\lambda,\mu 3(a, b)=S[\lambda,\mu](x,y)=s[\lambda,\mu](t)$ を導入する.
命題 23, 5.1 と補題 52, 53 を合わせれば, 次の定理が得られる.

定理 5.4. 任意の $m=(m_{1}, m_{2},m_{3}),$ $n=(n_{1}, n_{2},n_{3})\in \mathbb{Z}^{3}$ について, 関数

$U_{i}(a, b)=R[\lambda(m(i)),\lambda(n(-i\rangle\rangle](a, b)$

$V_{i}(a,b)=R[\lambda(m(i+1)),\lambda(n(-i+1))](q^{1/3}a, q^{-2/3}b)$

$W_{i}(a, b)=R_{[\lambda\langle m(i+2\}),\lambda(n(-i+2)\rangle]}(q^{-1/3}a,q^{-1/3}b)$

$(.i=1,2,3)$ はパラメータ $\gamma_{i}=q^{n}$-i’mi+l+寧, \mbox{\boldmath $\delta$}i=qnni\div l-mi+2+準, $\epsilon_{i}=q^{n}-i+2^{-m_{i}+}3\mapsto Jn\mathrm{I}-|\mathrm{J}1|$ に於ける

$q- P(E_{6})$ の双線形形式 (6) を満たす. 従って $f= \frac{U_{1}V_{1}W_{1}}{U_{3}l_{3}W_{3}},,$ $g= \frac{U_{2}V_{2}W_{-}}{U_{3}V_{3}W_{3}}$

, はパラメータ

$a_{1}=aq^{\mathrm{I}\mathrm{g}\mathrm{i}\underline{1’t}_{-m_{1}-n_{3}}}3$ , a5=aqnl拉 3已厘 $-\prime n\underline{\circ}-n_{2}$ , $a0^{=a}q^{\mathrm{L}_{\overline{3}}^{\mathcal{M}+\lrcorner 4-m_{3}-n_{1}}}$

a2=bqr止 3�沖�-m3-n2, $a_{4}=bq^{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{3}^{+\{\mathrm{g}\underline{- 1}}}-m_{1}-n_{1},$ $a6=bq^{\underline{\phi+}\mathrm{E}^{\underline{-1}}-m-n_{3}}3\underline’$

に於ける $q- P(E_{6})(5)$ の代数関数解を与える.

例 5.5. 上の定理の代数関数解に現れる特殊多項式

$P_{[\lambda,\mu]}(a, b;q)=(ab)^{|\lambda|+\# l|}q^{-|v|}, \prod_{(i_{j})\in\lambda}(1-q^{h(i,J)})\prod_{(k,l)\in\mu}(q^{h(k,I)}-1)R_{[\lambda\mu]}(a,b)$
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を考える. 但し $h(i, J)=\lambda_{i}+\lambda_{j}’-\mathrm{i}-j+1$ は分割 (ヤング図形) $\lambda$ のフックの長さである. ま

た整数列 $v=(v_{1}, v_{2}, \ldots)$ を $v_{i}= \max\{0,\mu_{i}’-\lambda_{i}\}$ によって定めた. 多項式 $P_{\mathrm{I}\lambda,\mu 1}(a, b;q)$ の全ての
係数が正整数であることは興味深い. 例をいくつか挙げておこう.

$\lambda$

$\mu$ $P_{[\lambda,\mu]}(a, b; q)$

$\emptyset$ $\emptyset$ 1
(1) $\emptyset$ $a+b+a^{2}b^{2}$

(2) $\Phi$ $a^{2}+b^{2}+a^{4}b^{4}+(1+q)ab(1+a^{2}b+ab^{2})$

$(1, 1)$ $\emptyset$ $q(a^{2}+b^{2}+a^{4}b^{4})+(1+q)ab(1+a^{2}b+ab^{2})$

$\emptyset$ (1) $1+a^{2}b+ab^{2}$

$\emptyset$ (2) $q(1+a^{4}b^{2}+a^{2}b^{4})+(1+q)ab(a+b+a^{2}b^{2})$

(1) (1) $(1+q+q^{2})a^{2}b^{2}+qab(a^{2}+b^{2})+q(a+b)(1+a^{3}b^{3})$

(1) (2) $(1+q+2q^{2}+q^{3})a^{2}b^{2}(1+a^{2}b+ab^{2})+q(1+q)ab(a^{2}+b^{2}+a^{4}b^{4})$

$+q^{2}(a+b+a^{2}b^{2}(a^{3}+b^{3})+a^{4}b^{4}(a^{2}+b^{2}))$

これらは (古典的な) パンルヴェ微分方程式の代数関数解から生じる, 所謂, 梅村多項式 ([11,
14, 28] 等参照) の q-類似拡張と看倣せる.

6 $q\cdot P_{\mathrm{V}\mathrm{I}}$ への相似簡約
この節では, 格子 q-UC 階層から $q- P_{\mathrm{V}\mathrm{I}}$ ( $D_{5}^{(\mathrm{I}\rangle}$ 型) への相似簡約について簡単にまとめる. 尚

q-UC 階層からの簡約化については, 津田-増田 [27] を参照されたい.
$I=\{1,2\},$ $J=\{-1, -2\}$ とする. 格子 q-UC 階層 (1) の解 $\sigma_{m.n}=\sigma_{n,n},(t)$ に対して, $(2, 2)$t周

期条件 $\sigma_{m,n}=\sigma_{m+2,n}$ $=\sigma_{n,n+2}$, と自己相似条件 $\sigma_{m,n}(ct)=c^{d_{m.n}}\sigma_{m,n}(t)$ を課す. 但し変数の重み
には平衡条件 $d_{n.n},+d_{n+1,n+1},=d_{m+1,n}+d_{m.n+1}$ をお $\langle$ . この簡約条件の下で, 関数

$\rho_{n,n},(\alpha,\beta;x)=\sigma_{n,n},(t)\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ , $t=(t_{1}, t_{2}, t_{-1}, t_{-2})=(\alpha, \alpha^{-1}, -q^{-1}\beta x, -q^{-1}\beta^{-1}x)$

を考える. $E_{6}^{(1)}$ の場合と同様に, 格子 q-UC 階層 (1) から以下の双線形方程式系が得られる.

$\alpha^{\pm 1}q^{(d_{i,i}-d_{iJ+}\downarrow)/2}\Phi_{i}^{(\pm\rangle}(x)\Phi_{i+1}^{(\mp)}(x)+\beta^{\mathrm{f}1}xq^{(d_{i\star 1,i}-d_{i\mathrm{i}}\}/2}|\Phi_{i}^{(\mp)}(x)\Phi_{i+1}^{(\pm)}(x)$

$=(\alpha^{\pm 1}+\beta^{\pm 1}x)\Psi_{i}^{(\pm)}(q^{-1}x)\Psi_{i+1}^{(\tau)}(x)$

(10)
$\alpha^{\pm 1}q^{\langle d_{ji+1}-d_{i\prime})/2}.\Psi_{i}^{(\pm)}(x)\Psi_{i+1}^{(\mp)}(x)+(q^{1/2}\beta)^{\mp 1}(q^{1/2}x)q^{\{d_{i+1.i}-d_{i.i})/2}\Psi_{i}^{(\mp\rangle}(x)\Psi_{i+1}^{(d;)}(x)$

$=(\alpha^{\pm 1}+(q^{1/2}\beta)^{*1}q^{\mathrm{J}/2}x)\Phi_{i}^{(\pm)}(x)\Phi_{i+1}^{(\neq\rangle}(qx)$

(添字 $\mathrm{i}\in \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}$ ). 但し,

$\Phi_{i}^{(-)}(x)=\rho_{i,i}(\alpha,\beta;x)$, $\Phi_{i}^{(+\}}(x)=\rho_{i.i}(q^{1/2}\alpha,q^{1/2}\beta;x)$

$\Psi_{i}^{\langle-)}(x)=\rho_{\dot{f}},i+1(\alpha,q^{1/2}\beta;q^{1/2}x)$ , $\Psi_{i}^{(+\rangle}(x)=\rho_{i,i+1}(q^{1/2}\alpha,\beta;q^{1/2}x)$

とした. パラメータを $\gamma=q^{\langle d_{1,1}-d_{1},\underline{\circ})/2},$ $\delta=q^{(d_{2.1}-d_{1.1})/2}$ とおく. 従属変数を

$f(x)= \frac{\Phi_{1}^{(+)}(x)\Phi_{2}^{(-\rangle}(x)}{\Phi_{1}^{(-)}(x)\Phi_{2}^{(+\}}(x)}$ , $g(x)= \frac{\Psi_{1}^{(+)}(x)\Psi_{2}^{(-)}(x)}{\Psi_{1}^{(-)}(x)\Psi_{2}^{(+)}(x)}$
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と選べば, (10) より q\tilde パンルヴェ $\mathrm{V}\mathrm{I}$ 型方程式 (q-P $\mathrm{V}\mathrm{I},$
$[5]$ 参照) :

$\overline{f}f=\frac{(g+\alpha^{-1}\beta^{-1}\gamma\delta x)(g+\alpha\beta\gamma^{-1}\mathit{5}^{-1}qx)}{(xg+\alpha\beta\gamma\delta)(qxg+\alpha^{-1}\beta^{-1}\gamma^{-\mathrm{f}}\delta^{-1})}$

$\underline{g}g=\frac{(f+\alpha^{-1}\beta\gamma^{-\mathrm{I}}\delta x)(f+\alpha\beta^{-1}\gamma\delta^{-1}x)}{(xf+\alpha\beta^{-1}\gamma^{-1}\delta)(xf+\alpha^{-1}\beta\gamma\delta^{-1})}$

が得られる. 但し $\overline{f}=f(qx),$ $\underline{g}=g(q^{-1}x)$ とした 6
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