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1 Introduction
$\mathbb{R}^{k}$ を $k$ 次元ユークリッド空間とする。
$x,$ $y\in \mathbb{R}^{k}$ を $x=(x_{1}, x_{2_{\rangle}}\cdots 7x_{k}),$ $y=(y_{1}, y_{2}, \cdots, y_{k})$ とするとき、 $x$ と $y$ の距離を $d(x, y)=$

$\sqrt{\sum_{i_{-}^{-}1}^{k}(x_{i}-y_{i})^{2}}$ で定める。

Definition LL 有限集合 $X\subset \mathbb{R}^{k}$ に対して、

$A(X)=\{d(x, y)|x, y\in X, x\neq y\}$

とおく。 このとき、 $|A(X)|=s$ であるならば、 $X$ を $\mathbb{R}^{k}$ における $s$-distance set と呼ぶ。
また、 2 つの $s$-distance set が互いに相似である場合は同型であるということにする。

2-distance set の点の個数の最大値は、 $\mathbb{R}_{\text{、}^{}1}\mathbb{R}^{2}($ Kelly $[7])_{\text{、}}\mathbb{R}^{3}$ (Croft [4]) の場合に知
られていた。 さらに、 $\mathbb{R}^{k},$ $k\leq \mathrm{S}$ の場合は Lisonek [11] によって与えられ、 次のページの
Table 1 のような結果が得られている。 (坂内 1坂内 [1] より抜粋)
また、 $|X|\geq k+2$ であるならば、 $\mathbb{R}^{k}$ における 2-distance set となる $X$ は有限個であ

ることが Einhorn-Schoenberg[5] により示された。
しかし、 一般の $s$-distance set tこついては、 E.Bannai-E Bannai-D Stanton [2] や

ABlokhuis [3] によって与えられた lXl\leq (k+sうという上限や、 $|X|\geq 5$ ならば、 $\mathbb{R}^{2}$ にお

ける 3-distance set $X$ は有限個で、 $\mathbb{R}^{2}$ における 3-distance set の点の個数の最大値は 7 で
ある (Shinohara [12]) ということが知られているが $\text{、}$

’ それ以外のことはほとんど知られて
いないので、 $\mathbb{R}^{3}$ における 3-distance set の個数が (同型を除いて) 有限個になるのは点の
個数がいくつのときか ? という問題や、 $\mathbb{R}^{3}$ における 3-distance set の点の個数の最大値は
いくつになるのか ? という問題について考えたい。

前者の問題について、その答えを $a$ とすると、 $a$ は $7\leq a\leq(\begin{array}{l}3+33\end{array})=20$ の範囲に
あることが知られている。 また、後者の問題については、その答えを $b$ とすると、 $b$ は

$12\leq b\leq(\begin{array}{l}3+33\end{array})=20$ の範囲にあることが知られている。 今回の講演では、前者の問題の
答えの範囲を狭める足がかり.として、 また、 $\mathbb{R}^{3}$ における 7 点からなる 3-distance set を
分類するための足がかりとして、 さらに強い条件をつけた isosceles 7-point3-distance set
について述べた。 この isosceles 7-point3-distance set について得られた結果とその過程
の概要を報告する。
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Table 1: 2-distance set の点の個数の最大値

$k$ $+22)$ 2-distance set $\mathcal{D}$

$J1\backslash \backslash \Xi\emptyset\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT}\emptyset\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{X}\{_{\llcorner}^{\mathrm{g}}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}*4\ovalbox{\tt\small REJECT} k\mathit{5}\grave{\mathrm{x}}$ $6$

2-distance set $\mathcal{D}\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}$

1 3 3 1
2 6 5 1
3 10 6 6
4 15 10 1
5 21 16 1
6 28 27 1
7 36 29 1
8 45 45 $\geq 1$

2 Other definitions and known results

Definition2.1. $\mathbb{R}^{k}$ において、 $n$ 個の点からなる集合を考える。
この集合の任意の 3 点が 2 等辺 3角形をなしているとき (同一直線上の 3 点も許す)、 この

集合は $\mathrm{P}(n)$-set であるという。
さらに、 この集合が $s$-distance set であるときは、 isosceles $n$-point $s$-distance set と呼

ぶことにする。

次に、 この $\mathrm{P}(n)$-setや 2-distance set について知られていることをまとめておく。

$\bullet$

$\mathbb{R}^{3}$ における $\mathrm{P}$ (9)-set は存在しない。 (Craft [4])

$\bullet$

$\mathbb{R}^{3}$ における $\mathrm{P}(\mathrm{S})$ -set は同型を除いて唯 1 つに定まる。 (Kido [9])

$\bullet$ $s\leq 4$ を満たす $s$ に対して、 $\mathbb{R}^{3}$ における isosceles 8-point $s$-distance set は存在しな
い。 (Kido [9])

$\bullet$

$\mathbb{R}^{3}$ における $\mathrm{P}(7)$-set は同型を除いても無限に存在する。

$\bullet$

$\mathbb{R}^{2}$ における $\mathrm{P}(7)$-set は存在しない。 (Kelly[7])

$\bullet$

$\mathbb{R}^{2}$ における $\mathrm{P}(6)$-set は、正 5角形とその中心の 6 点からなる集合に限る。 (Kelly[7])

$\bullet$

$\mathbb{R}^{3}$ において、 7 点からなる 2-distance set は存在しない。
(Croft [4], Einhorn-Schoenberg[6])

$\bullet$
$\mathbb{R}^{3}$ において、6点からなる 2-distance setは 6つに分類される。(Einhorn-Schoenberg [6])

$\bullet$

$\mathbb{R}^{3}$ において、 5 点からなる 2-distance set は 27個に分類され、そのうち、 $\mathbb{R}^{2}$ におい

ても埋め込まれているのは正 5 角形の 5点からなる集合の唯 1 つである。 (Einhorn-
Schoenberg[6] $)$

今回は、 $\mathbb{R}^{3}$ における isosceles 7-point3-distance setsの分類について考えた。最初に一般
の $\mathrm{P}(7)$-setの構造について考察し (同型を除いても無限に存在するが)、その後、3-distance
set という条件を付け加えて議論していく。
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3 Notation and some $\mathrm{P}(n)$ -set configurations
次の言葉を導入する。
apex:3 点以上からなる集合において、残りすべての点から等距離の位置にある点

$P=\{P_{1}, \cdots, P_{n}\}$ を $\mathrm{P}(n)$-set とする $\circ$

$\mathcal{P}$ の点 $P_{i}$ の”vertex-number” $V(P_{i})$ を

V(ri)=(乃を含む 3 点からなる部分集合をすべて考え、 そのうち、 $P_{i}$ が apex となって
いるものの数) $=$ ( $/P_{i}$ を頂角とする 2 等辺 3角形の個数)
で定義する。
このとき、

$V(P_{1})+\cdots+V(P_{n})\geq\iota_{3}^{n})$
( (1)

が成り立つ。
また、点 $P_{i}$ から残りの点との距離を考える。距離 $a$ となる点が $r$個、距離 $b$ となる点が

$s$ 個、 . . . 、距離 $l$ となる点が $u$ 脈あったとき ($a,$ $b,$ $\cdots,$
$l$ は互いに異なり、 $r\geq s\geq\cdots\geq u$

とする。 また、 $r+s+\cdots+u=n-1)_{\text{、}}$ 点 $P_{i}$ は type(r, $s,$ $\cdots,u$ ) の点であるということ
にする。

$P_{i}$ が type(r, $s,$ $\cdots,$ $u$ ) であるならば、

$V(P_{i})=(\begin{array}{l}r2\end{array})+(\begin{array}{l}s2\end{array})+\cdots+(\begin{array}{l}u2\end{array})$ (2)

が成り立つ。

$\mathrm{P}(7)$-set を考えるうえで、最も基本的な命題を述べる。

Proposition 3.1. $P=\{P_{1},$ $\cdots$ , P丹を $\mathbb{R}^{3}$ における $\mathrm{P}(7)$-set とし、 $P_{1}$ が最大の vertex-
number であるとする。 このとき、 $P_{1}$ の type は次の 5 つのいずれかである。

$(3, 3)$ , $(4, 2)$ , (4, 1, 1), $(5, 1)$ , (6).

今後
$\text{、}$

$P_{1}$ の tyPeが $(3, 3)$ のとき、 $\mathcal{P}$ は 3-3 configurationであると呼ぶ。また、 $(4, 2)$ , (4, 1, 1),
$(5, 1)$ , (6) のときは、 それぞれ、 4-2,4-1-1,5-1,6-configuration と呼ぶ。

また、 ” $4$ 点が同一円周上にある”ことを” $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}$ condition (X)” と呼ぶことにし、 ” 5 点か
らなる部分集合が 2-distance set となっている)’ ことを)’the condition (Y)” と呼ぶことにす
る。 次の節からは、 Proposition 3.1 における $P_{1}$ のそれぞれの type について、 3-distance
set という条件を付け加えて考察していく。次の補題を示すことが第一目標である。

Lemma 32. $\mathbb{R}^{3}$ における isosceles 7-point3-distance set が存在するならば、the condition
(X) もしくは the condition (Y) が成り立つ。

4 Proof sketch of Lemma 3.2

こ
$\frac{(\mathrm{i})3-3\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\omega \text{とき}{\text{の}\pm_{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\square \backslash }^{\mathrm{B}\mathrm{A}}}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{e}1\mathrm{e}\mathrm{s}7- \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}3- \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}}}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$

set の点は、 2つの同心球面上にそれぞれ 3 点ずつ
と、 残りの 1 点は同心球面の中心である。 このときは次が成り立つ。
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Proposition 4.1. 3-3 configuration tこなるような isosceles 7-point3-distance set が存在
すれば、 the condition (Y) が成り立つ。

こ
$\mathrm{f}\text{の_{}\mathrm{f}\mathrm{l}}^{\frac{(\mathrm{i}\mathrm{i})4-2\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\emptyset \text{と}\doteqdot}{\text{とき}\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{h}_{\text{、}}\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{o}[9]l_{\check{\mathrm{c}}}\mathfrak{X}^{\backslash }\supset l1\text{る^{}-}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\overline{\mathrm{P}}}^{\Rightarrow}}}r$

がほぼ直接適用でき、 次が成り立つ。

Proposition 42. 4-2 configuration になるような isosceles 7-point3-distance set が存在
すれば、 the condition(X) が成り立つ。

こ
$\text{の_{、}^{}\frac{(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})4-1-1\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\emptyset \text{と}\doteqdot}{\mathscr{E}_{\overline{B}\mathrm{D}}^{\mathrm{B}\mathrm{A}}b\mathrm{h}_{\backslash }\mathfrak{X}\supset \text{る}\geq \mathrm{X}^{\backslash }\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}_{-}\llcorner l_{\mathrm{L}}^{r}4\mathrm{f}\mathrm{i}_{1\backslash }\mathrm{B}_{\grave{\grave{1}}}\text{あ}\eta}}$

. その球面の中心も isosceles 7-point3-distance set
の 1 点である。 このときは議論がやや複雑になるが、次が成り立つ。

Proposition 4.3. 4-1-1 configuration になるような isosceles 7-point3-distance set が存
在すれば、 the condition(Y) が成り立つ。

こ
$\text{の^{}\frac{(\mathrm{i}\mathrm{v})5-1\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\Phi \text{と}\neq}{\text{とき}f3:_{\text{、}}\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{t}[4]a\supset 6^{m}\mathrm{R}\mathrm{D}t^{\tau}k^{\backslash }l\mathrm{J}}}$. る議論がほぼ直接適用でき、次が成り立つ。

Proposition 44. 5-1 configuration になるような isosceles 7-point3-distance set が存在
すれば、 the condition(X) が成り立つ。

こ
$\text{の^{}\frac{(\mathrm{v})6-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\emptyset \text{とき}{\pm_{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{s}\bigwedge_{\overline{L3}\text{、}}}}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{e}1\mathrm{e}\mathrm{s}7- \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}3- \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}}}}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$

set の点は、 1 つの球面上に 6 点と、残りの 1 点は
その球面の中心である。 このときは次が成り立つ。

Proposition 45. 6-configuration になるような isosceles 7-point3-distance set が存在す
れば、 the condition(X) と the condition(Y) のいずれかが成り立つ。

したがって、 Propositions 3.1, 41-45 の結果をまとめると、 Lemma 32 を得る。 $\blacksquare$

5 Observation of the condition (X)

この節では、 the condition (X) についての考察をしていく。次の命題は、Croft[4] の

Lemma 18 と同様に証明できる。

Proposition 51. $\mathrm{P}(4)$-set をなす同一円周上の 4 点は、 正方形の 4 点もしくは正 5 角形
の 4 点に限る。

Proposition 5.1 より、 the condition (X) については、正方形の 4点を含む isosceles 7-
point 3-distance set と正 5角形の 4点を含む isosceles 7-point3-distance set の 2通りに場
合分けすればよい。 このとき、 次の 2つの結果を得る。

Lemma 52. $\mathbb{R}^{3}$ において、正方形の 4点を含む isosceles 7-point3-distance set は同型を
除いて 2 個存在し、 それらは次のページの Figure 1 の $X_{1},$ $X_{2}$ である。

Lemma 53. $\mathbb{R}^{3}$ において、正 5 角形の 4点を含む isosceles 7-point3-distance set は同型
を除いて 13 個存在し、それらは次のページの Figure 1 の $X_{3},$ $\cdots,$

$X_{15}$ である。
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6 Observation of the condition (Y)
この節では、the condition (Y)、つまり、5点からなる 2-distance set を含む isosceles 7-point
3-distance set についての考察をしていく。 2節で紹介したように、Einhorn-Schoenberg [6]
により、 $\mathbb{R}^{3}$ において、 5 点からなる 2-distance set は 27個に分類されることが分かって
いる。 この 27個の 5 点からなる 2-distance set それぞれに 2 点を付け加えることによって
isosceles 7-point3-distance set が出来るかどうかを考えていく。多くの計算を必要とする
が、 次の結果を得る。

Lemma 61. $\mathbb{R}^{3}$ において、 the condition (Y) を満たす isosceles 7-point3-distance set が
存在すれば、 それは Figure 1 の $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{15}$ のいずれかと同型になる。

以上の結果をまとめると、次の定理を得る。 これが今回の主結果である。

Theorem 62. $\mathbb{R}^{3}$ において、 isosceles 7-point3-distance set は同型を除いて Figure 1 の
$X_{1},$ $\cdots,$ $X_{15}$ の 15個に分類される。

Figure 1: $\mathbb{R}^{3}$ における全 15 個の isosceles 7-point3-distance sets

$X_{1}$

$X_{2}$

$X_{4}$

$X_{3}$

$X_{9}$
$X_{10}$

$X_{5}$

$X_{11}$

$X_{13}$

$X_{6}$
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