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1 はじめに

本稿はCaristiの不動点定理のベクトル値関数への拡張を取り扱ったものである。Caristi
の不動点定理は最適化の分野で重要な定理である, Ekelandの変分原理と同値であるこ
とがわかっている。 Ekeland の変分原理では取り扱う関数の定義域の基礎空間を完備距
離空間と仮定する。そして実数値関数の下への有界性を仮定すると関数の下限値にいく
らでも近い値をとる点の存在性が保証される。 これらを Ekeland は下半連続性という関
数の連続性を弱めた条件下で初期値から距離に比例した改善度による近似下限値を与え
る結果を 1972年に発表している ([3])。 この定理は, 最適化の分野で数学的な理論のみ
ならず数値計算の理論においても幅広い応用があり, 様々な研究がなされている。私た
ちは Tammer によって 1992年に得られた, ベクトル値関数に対する Ekeland の変分原
理の結果 ([6], [7], [13]) に注目した。 Tammer らによる変分原理の拡張については, 次
の 2つの手法に大きく分類することができる。

(1) 定義域の空間と値域の空間との直積空間に順序を導入する方法。

(2) Tammer と Weidnerが [5] で提案した, ベクトル値関数に対する非線形スカラー化
関数を利用する方法。

私たちは, この 2つの手法と Tammer らの結果を利用し, また, Caristiの不動点定理
と Ekeland の変分原理の同値性に着目して, ベクトル値関数に対する Caristi型の, 4
つの異なるタイプの不動点定理を得たのでここに報告する。
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2 Ekelandの変分原理と Caristiの不動点定理
1972年に Ekeland は, 最適化の分野で重要とされ, 他の分野にも広く応用されている

次の定理を発表した。

定理 2.1 (Ekeland [3]). (X,のを完備距離空間とし, $f$ : $Xarrow[0, \infty]$ を実行定義域が
空とならない $(\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}f:=\{x\in X|f(x)<\infty\}\neq\emptyset)$ , 下半連続な (拡張実数値) 関数とす
る。 この時, 任意の x。Cdomf と \epsilon >0に対して, 次の 2つの条件を同時に満たすよう
な $\overline{x}\in X$ が存在する。

$f(\overline{x})$ $\leq f(x_{0})-\epsilon d(x_{0},\overline{x})$ (1)
$f(x)$ $>f(\overline{x})-\epsilon d(x,\overline{x})$ $\forall x\in X,$ $x\neq\overline{x}$ . (2)

また, その後, Caristi により応用上重要な次の不動点定理が発表された。

定理 2.2 (Caristi [1], Caristi &Kirk [2]). $X$ を完備距離空間とし, $f$ : $Xarrow[0, \infty]$

を domf\neq \emptyset で下半連続な関数とする。 写像 T:X\rightarrow X が任意の x\in X で

$d(x,Tx)\leq f(x)-f(Tx)$

を満たすものとする。 この時, 写像 T は不動点をもつ。

前の 2つの定理は別々に発見されたものだが, 実は同値であることが後の研究で分かっ
ている。 さらに, 東京工業大学の高橋渉先生は次の定理を発表し, これらの 3つの定理
が同値となることを著書「凸解析と不動点定理」の中でまとめている。

定理 2.3 (高橋 [12]). $X$ を完備距離空間とし, $f$ : $Xarrow[0, \infty]$ を $\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}f\neq\phi$, 下半連続
な関数とする。 さらに, $\inf_{x\in X}f(x)<f(u)$ が成り立つ $u\in X$ に対して, $v\neq u$ となる
$v\in X$ で $f(v)+d(u, v)\leq f(u)$ が成立するとする。 この時, $f(x_{0})= \inf_{x\in X}f(x)$ となる
ような $x_{0}\in X$ が存在する。

以上の結果が実数値関数の場合に知られているものであるが, 本報告では, それらの
拡張として, ベクトル値関数に対する Ekeland型の変分原理と Caristi型の不動点定理
について考察していくことにする。

3 ベクトル最適化からの準備
まず最初に, 本報告で使ういくつかの記号を導入する。 $X$ を完備距離空間, $\mathrm{Y}$ を分

離的な (実) 局所凸空間, $\mathrm{Y}^{*}$ をその位相的共役空間, $K\subset \mathrm{Y}$ を凸錐とする。 また,
$K^{+}=\{y^{*}\in \mathrm{Y}^{*}|y^{*}(y)\geq 0 \forall y\in K\},$ $K\#_{=}\{y^{*}\in \mathrm{Y}^{*}|y^{*}(y)>0 \forall y\in K\backslash \{0\}\}$ とす
る。 なお, 錐 $K$が pointed とは

$K\cap(-K)=\{0\}$
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を満たすことである。 さらに, $K$ によって以下のようなベクトル順序 $\leq_{K}$ が導入され,
空間 ( $\mathrm{Y},$ \leq K戸は半順序ベクトル空間となる。

$\forall y_{1},y_{2}\in \mathrm{Y}$, $y_{1}\leq_{K}y_{2}\Leftrightarrow y_{2}-y_{1}\in Kdef$.

もし, $K$が pointedならベクトル順序 $\leq_{K}$ は反対称的となる。逆に, 一般の (実) 半順
序ベクトル空間に対して, その順序と–意に対応する凸錐を構成することができ, その
凸錐から生成される半順序が元のベクトル順序と–致することが確かめられる。よって,
本報告では, $\mathrm{Y}$ を intK $\neq\emptyset$ を満たす pointed な凸錐 $K$ をもつ実ベクトル空間と考える
(よって $\mathrm{Y}=K-K$ も満たされている)。

4 ベクトル値関数の Caristiの不動点定理 $|$

Tammer は, 凸錐 $K$ のべクトル $k^{0}\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}K$ を使って, $X\mathrm{x}\mathrm{Y}$上に次のような半順序
\preceq k。を導入した ([7])。

$(x_{1}, y_{1})\preceq_{k^{\mathrm{O}}}(x_{2}, y_{2})\Leftrightarrow y_{1}+d(x_{1}, x_{2})k^{0}\leq_{K}y_{2}def$ .
もし Kが pointedなら, 半順序 \preceq k0は反対称的となることが確かめられ, これによって
空間 $(X\cross \mathrm{Y}, \preceq_{k^{0}})$ は反対称的な半順序空間となる。次に, $A\subset X\cross \mathrm{Y}$ と $(x, y)\in A$ に
対し $A$ の $\preceq_{k^{0}}$ に関する lower section $L_{A}(x$ ,のを次のように定義する。

$L_{A}(x,y):=\{(x’,y’)\in A|(x’,y’)\preceq_{k^{0}}(x,y)\}$ .

次に, $P_{X}$ と $P_{Y}$ をそれぞれ, $X\mathrm{x}\mathrm{Y}$ の $X$ と $\mathrm{Y}$ への射影とする。つまり,

$P_{X}(x, y)=x$ for every $(x, y)\in X\cross \mathrm{Y}$

$P_{\mathrm{Y}}(x,y)=y$ for every $(x,y)\in X\cross \mathrm{Y}$

である。 Isac は, [8] の中で集合 $A$ に対して次のような条件を与えて, 半順序空間の与え
られた集合での極小ベクトルについて考察した。

(H1) \preceq k。の順序に関して減少する列 $\{(x_{n},y_{n})\}_{n=1}^{\infty}\subset A$が $x_{n}arrow x\in X$ のとき, それぞ
れの $n\in N$ に対し $(x,y)\in L_{A}(x_{n},y_{n})$ を満たすような $y\in \mathrm{Y}$が存在する。

$(l\mathrm{I}2)$ 列 $\{(x_{n},y_{n})\}_{n=1}^{\infty}\subset A$が $x_{n}arrow x\in X$ で $\{y_{n}\}$ が $\leq_{K}$ の順序で減少しているとき,
それぞれの $n\in N$ に対し $(x,y)\in A$ と $y\leq_{Ky_{n}}$ を満たす $y\in \mathrm{Y}$が存在する。

もし, 集合 $A$ が条件 (H2) を満たし, 同時に凸錐 $K$ について, 各 y\in Kで $K\cap(y-R_{+}k^{0})$

が閉集合となる場合には, 条件 (H1) も成立することが分かる。 これらの性質を利用し
て, Tammer は次のような極小値定理を導いた。
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定理 4.1 ([7]). 集合 $A\subset X\mathrm{x}\mathrm{Y}$が条件 (H1) を満たし, また, 条件 $P_{\mathrm{Y}}(A)$ $\subset\tilde{y}+K$ を
満たすような y\tilde \in Y が存在すると仮定する。 この時, 任意の (xo,y。)\in A に対して, 次
の 2つの条件を同時に満たすような $(\overline{x},\overline{y})\in A$ が存在する。

(1) $(\overline{x},\overline{y})\preceq_{k^{0}}(x_{0},y_{0})$

(2) もし, $(x’,y’)\in A$ が $(x’,y^{j})\preceq_{k^{0}}(\overline{x},\overline{y})$ を満たすなら, $x’=x$

次に, $f$ を $X$ から $\mathrm{Y}$ への関数とする。 $X\cross \mathrm{Y}$ の部分集合である $f$ のエピグラフと $f$

のハイポグラフをそれぞれ以下のように定義する。

epi$f:=\{(x,y)\in X\cross \mathrm{Y}|f(x)\leq_{K}y\}$

$\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}f:=\{(x,y)\in X\cross \mathrm{Y}|f(x)\geq_{K}y\}$

また, f のグラフを以下のように定義する。

gr$f:=\{(x, f(x))|x\in X\}$

上の定理 41で $f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ に対して $A:=\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}f$ と考えると, 次のようなベクトル値関
数に対する Ekeland の変分原理を得ることができる。

系 4.2 ([7]). ベクトル値関数 $f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ について, 任意の $x\in X$ に対して, $\tilde{y}\leq_{K}f(x)$

を満たすような $\tilde{y}\in Y$ が存在し, さらに

(H3) 集合 $\{x’\in X|f(x’)+d(x’, x)k^{0}\leq_{K}f(x)\}$ が任意の $x\in X$で閉集合である

とする。 この時, 任意の初期ベクトル xo\in X に対して, 次の 2つの条件を同時に満た
すような $\overline{x}\in X$ が存在する。

(1) $f(\overline{x})+d(\overline{x},x_{0})k^{0}\leq_{K}f(x_{0})$,

(2) $x\in X$で $f(x)+d(x,\overline{x})k^{0}\leq_{K}f(\overline{x})$ ならば $x=\overline{x}$ となる。

この結果を利用して, 私たちはベクトル値関数に対する次のような Caristi型の不動
点定理を得る。

定理 4.3. $x_{0}\in X$ とする。 ベクトル値関数 $f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ について, 任意の $x\in X$ に対し
て, $\tilde{y}\leq_{K}f(x)$ を満たすような $y\tilde\in$ Yが存在し, 条件 (H3) が成立するものとする。 さ
らに, 写像 T:X\rightarrow X があって, 以下の式を満たすものとする。

$f(Tx)+d(Tx,x)k^{0}\leq_{K}f(x)$ $\forall x\in X$

この時, 写像 T は不動点をもつ。
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Proof. 定理の仮定より, 前の系の結果から次のことが成立する。

$\forall x\in X$ , $f(x)+d(x,\overline{x})k^{\mathit{0}}\leq_{K}f(\overline{x})\Rightarrow x=\overline{x}$. (3)

定理の最後の仮定より次が言える。

$f(Tx)+d(Tx,x)k^{0}\leq_{K}f(x)$ $\forall x\in X$ . (4)

もし, ここで $T\overline{x}\neq\overline{x}$ とすると, (3) の対偶をとり

$f(T\overline{x})+d(T\overline{x},\overline{x})k^{0}\not\leq_{K}f(\overline{x})$

$f(\overline{x})-f(T\overline{x})-d(T\overline{x},\overline{x})k^{0}\not\in K$

が導きだせるが, それは (4) に反する。 口

5 ベクトル値関数の Caristiの不動点定理 II
Tammer はスカラー化関数の導入によりベクトル値関数に対する新たな変分原理を得

た ([7] の第 3章を参照せよ)。なお, この章では $K$ は閉凸錐で $k^{0}\in K\backslash (-K)$ とする。
実際には, この論文の中では凸錐 K を pointed としているので, この条件は 0\neq kO\in K
に等しい。

補題 5.1 ([7]). 写像 $\varphi:\mathrm{Y}arrow[-\infty, \infty]$ を次で定義する。

$\varphi(y)=\inf\{t\in R|y\in tk^{0}-K\}$

この時, 関数 $\varphi$ は次の 6つの性質をもつ。

(1) 任意の $y\in \mathrm{Y}\mathfrak{l}^{}$.対して, $\varphi(y)>-\infty$ であると同時 $[]^{}.,$
$\varphi$ は proper $(\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\varphi\neq\emptyset)$

(2) $\varphi$ は連続

(3) $\varphi$ は劣加法的

(4) $\varphi$ は $\leq_{K}$ の順序で非増加 (広義の減少) (つまり $y_{1}\leq_{K}y_{2}$ なら $\varphi(y_{1})\leq\varphi(y_{2})$ )

(5) $\{y\in \mathrm{Y}|\varphi(y)\leq t\}=tk^{0}-K$

(6) $\varphi(y+\lambda k^{\mathit{0}})=\varphi(y)+\lambda$ $\forall y\in \mathrm{Y},$ $\lambda\in R$

関数 \mbox{\boldmath $\varphi$} は線形ではないが線形に近い性質を持っていることがわかる。この関数を使っ
てベクトル値関数をスカラー化し, Ekelandの変分原理を適用するという手法で得られ
たのが次である。
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定理 5.2 ([7]). $(x_{0}, y_{0})\in A$ を固定する。次の 3つの条件を仮定する。

(a) $P_{\mathrm{Y}}(A)\cap(y0-tk^{0}-K)=\emptyset\sim$ を満たすような $t\sim\in R$が存在する。

(b) 各 $r\in R|^{}$.ついて, $A^{r}:=$ { $x\in X|y\leq_{K}y_{\mathit{0}}+rk^{0}$ for some $(x,$ $y)\in A$} は閉集合.

(c) $K$ によって定まる半順序の意味で単調非増加で, proper な, 下半連続, 劣加法的
な任意の関数 $\Phi$ : $\mathrm{Y}arrow R$ は $A_{x}-y0$ で下限の値をとる。

この時, ( $x_{0}$ , yo)\in A に対して, 次の 2つの条件を同時に満たす (ffl, ?)\in Aが存在する。

(1) $\overline{y}+d(\overline{x}, x_{0})k^{0}\leq\kappa y_{0}$

(2) もし, $(x^{j}, y’)\in A$ が $y’+d(\overline{x}, x’)k^{0}\leq_{K}\overline{y}$ を満たすなら $x’=x$

さらに, 次が成立する。

$y^{l}\in(\overline{y}-K)\backslash (\overline{y}-(0, \infty)k^{0}-K)_{\text{。}}$

系 5.3 ([7]). $f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ , $x_{0}\in X$ とする。任意の $r\in R$ に対し, 集合 $\{x\in X|f(x)\leq_{K}$

$f(x_{0})+rk^{0}\}$ は閉集合とする o さらに, $\epsilon>0$ に対し $f(X)\cap(f(x_{0})-\epsilon k^{0}-K\backslash \{0\})=\emptyset$

とする。 この時, 次の 2つの条件を同時に満たすような x-\in X が存在する。

(1) $f(\overline{x})+\sqrt{\epsilon}d(\overline{x}, x_{0})k^{0}\leq_{K}f(x_{0})$ , $d(\overline{x}, x_{0})\leq\sqrt{\epsilon}$

(2) $f(x)+\sqrt{\epsilon}d(\overline{x},x)k^{0}\leq_{K}f(\overline{x})\Rightarrow x=\overline{x}$

この結果を利用して, 私たちはもうひとつのベクトル値関数に対する Caristi型の不
動点定理を得た。

定理 5.4. $f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ , $x_{0}\in X$ とする。任意の $r\in R$ に対し, 集合 $\{x\in X|f(x)\leq_{K}$

$f(x_{0})+rk^{0}\}$ は閉集合とする。さらに, $\epsilon>\mathit{0}$ に対し $f(X)\cap(f(x_{\mathit{0}})-\epsilon k^{0}-K\backslash \{0\})=\emptyset$

とする。写像 T:X\rightarrow X が次の不等式を満たすとする。

$f(Tx)+\sqrt{\epsilon}d(Tx, x)k^{0}\leq_{K}f(x)$ , $\forall x\in X$

この時, T は不動点を持つ。

Pmof. 前の系 53の結果を使い, 定理 43と同じ方法で得られる。 口
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6 ベクトル値関数の Caristiの不動点定理 Ill
Tammer は [6] で, 集合 $A$ の Yへの射影 PYA の有界性の条件を, より弱い条件に取り
替えることを試みている。そして, 有界性の条件に関して I のタイプより弱い形で極小
値定理を得ている。

定理 6.1 ([6]). $K\backslash \{0\}\subset \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}B$ を満たすような凸錐 $B\subset \mathrm{Y}$ が存在するとする。 さらに,
集合 $A\subset X\cross Y$ が条件 (H1) を満たし, $P_{\mathrm{Y}}A\cap(\tilde{y}-\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}B)=\emptyset$ となるベクトル $\tilde{y}\in Y$ が
存在すると仮定する。 この時, 初期ベクトル $(x_{0},y_{0})\in A$ に対して, 次の 2つの条件を
同時に満たすような $(\overline{x},\overline{y})\in A$が存在する。

(1) $(\overline{x},\overline{y})\preceq_{k^{0}}(x_{\mathit{0}},y_{0})$

(2) $(x’,y’)\in A$で $(x’,y’)\preceq_{k^{0}}(\overline{x},\overline{y})$ ならば, $x’=\overline{x}$

系 6.2 ([6]). $f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ とし $K\backslash \{\mathit{0}\}\subset \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}B$ を満たすような凸錐 $B\subset Y$ が存在し,
$f(X)\cap$ ( $\tilde{y}$ –intB)=\emptyset となる y\tilde \in Y が存在すると仮定する。 さらに, 条件 (H3) が成立
するものとする。 この時, 初期ベクトル $x_{0}\in X$ に対して, 次の 2つの条件を同時に満
たすような $\overline{x}\in X$ が存在する。

(1) $f(\overline{x})+d(\overline{x},x_{0})k^{0}\leq_{K}f(x_{\mathit{0}})$

(2) $x\in X$ で $f(x)+d(x,\overline{x})k^{0}\leq_{K}f(\overline{x})$ ならば, $x=\overline{x}$

この系 62に対しても同様にして次のような不動点定理を得ることができる。

定理 6.3. $f$ : $Xarrow \mathrm{Y},$ $x_{0}\in X$ とし, 凸錐 $B\subset \mathrm{Y}$ が $K\backslash \{0\}\subset \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}B$ を満たし $f(X)\cap$

$(\tilde{y}-\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}B)=\emptyset$ となる $\tilde{y}\in Y$ が存在するとする。 さらに, 条件 (H3) が成立するものと
する。加えて, 写像 $T:Xarrow X$ が

$f(Tx)+d(Tx, x)k^{\mathit{0}}\leq_{K}f(x)$ . $\forall x\in X$

を満たすとする。 この時, T は不動点をもつ。

Pmof. 系 62を使い, 前の不動点定理と同じ方法で導ける。 口

7 新たなる極小値定理とベクトル値関数のCaristiの不動点
定理 $1\mathrm{V}$

田中は従来とは異なる近似有効解の概念を導入した。

定義 7.1 (田中 [14]). $A$ を $\mathrm{Y}$ の空でない部分集合とし $\epsilon>$ [$)$ とする。ベクトル $y\in Y$が凸
錐 $K$ に対する $A$の下方 $\epsilon$-近似有効点 (lower $\epsilon$-appproximately efficient point) であるとは
$y\in A$で $(y-K)\cap(A\backslash B_{\epsilon}(y))=\emptyset$ であるときを言う。ここで $B_{\epsilon}(y)=\{\hat{y}\in Y|||\hat{y}-y||\leq\epsilon\}$。
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私たちはこの集合 $A$ の $\mathrm{Y}$ への射影 $P_{Y}A$の有界性の条件について上の概念を取り入れ,
次のような極小値定理を得た。

定理 7.2. 集合 $A\subset X\cross \mathrm{Y}$ が条件 (H1) を満たし, (痔 (A)\B。(y\tilde ))\cap (!/-clK) $=\emptyset$ を満
たすような $\tilde{y}\in \mathrm{Y},$ $\epsilon>0$が存在するとする。 この時, 初期ベクトル $(x_{0}, y_{0})\in A$ に対し
て, 次の 2つの条件を同時に満たすような (x, y-)\in Aが存在する。

(1) $(\overline{x},\overline{y})\preceq_{k^{0}}(x_{0},y_{\mathit{0}})$

(2) $(x’,y’)\in A$ で $(x’,y’)\preceq_{\mathrm{k}^{\mathrm{O}}}(\overline{x}$ , ?$)$ ならば, $x’=\overline{x}$

Pmof. 関数 $z$ を次のように定義する。

$z:Yarrow R$ $z(y):= \inf\{t\in R|y\in tk^{0}-\mathrm{c}1K\}$

補題 5.1より z は proper, 下半連続, 劣線形, \leq K の順序の意味で単調非増加となり,

$\{y\in \mathrm{Y}|z(y)\leq t\}=tk^{0}-\mathrm{c}1K$

$z(y+\lambda k^{0})=z(y)+\lambda$ $\forall y\in Y,$ $\lambda\in R$

という性質をもつ。
また, $z$ は $P_{\mathrm{Y}}A$ 上で下に有界であることも次のようにして分かる。 各 $y\in P_{Y}A$ につ

いて, $z(y-\tilde{y})\geq 0$の場合は, $0\leq z(y-\tilde{y})\leq z(y)+z(-\tilde{y})$ なので, $z(y)\geq-z(-\tilde{y})$ と

なり, $z(y-\tilde{y})<0$ の場合は, $z$ の定義より $y-\tilde{y}\in-\lambda k^{0}-\mathrm{c}1K$ となる $\lambda>0$が存在し,

$y\in\tilde{y}-(\lambda k^{0}+\mathrm{c}1K)\subset\tilde{y}-(K+\mathrm{c}1K)\subset\tilde{y}-c1K$

となる。 ここで $y\in P_{\mathrm{Y}}(A)$ かつ $(P_{\mathrm{Y}}(A)\backslash B_{e}(\tilde{y}))\cap(\tilde{y}-\mathrm{c}1K)=\emptyset$ なので $y\in B_{\epsilon}(\tilde{y})$ でな
ければならない。 この場合は, $z$ の下半連続性より, $z(y) \geq\inf_{w\in B.(\overline{y})}z(w)>-\infty$ とな
る。 よって,

$z(y) \geq\min\{\inf_{w\in B.(\tilde{y})}z(w),$ $-z(-\tilde{y})\}>-\infty$

となり, $z$ は $RA$上で下に有界である。
次に, 列 $\{(x_{n},y_{n})\}_{n\geq 0}\subset A$ を次のように構成する。各 $(x_{n}, y_{n})\in A$ について $(x_{n+1},y_{n+1})\in$

$A$が次の 2つの条件を同時に満たすように選ぶ。

(1) $(x_{n+1},y_{n+1})\preceq_{k^{0}}(x_{n},y_{n})$

(2) $z(y_{n+1}) \leq\inf\{z(y)|(x,y)\in A, (x,y)\preceq_{k^{0}}(x_{n},y_{n})\}+\frac{1}{n+1}$
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この時, $z$ の $P_{\mathrm{Y}}A$上での下への有界性と条件 (H1) より上記の条件 (1), (2) を満たす列が
とれることが保障される。 もちろん, $\{(x_{n}, y_{n})\}\text{は}\preceq_{k^{0}}$-decreasingである。したがって,

$y_{n+p}+d(x_{n+p},x_{n})k^{0}\leq_{Ky_{n}}$ $\forall n,p\in N$,

$d(x_{\mathrm{n}+p}, x_{n}) \leq z(y_{n})-z(y_{n+p})\leq\frac{1}{n}$ $\forall n,p\in N$

となる。よって, {x\sim は完備距離空間 (X,d) の中の Cauchy列なので xn はある点 x-E $X$

に収束する。 (H1) よりそれぞれの $n\in N$ に対し, $(\overline{x},\overline{y})\in A,$ $(\overline{x},\overline{y})\preceq_{k^{0}}(x_{n},y_{n})$ を満
たすような $\overline{y}\in \mathrm{Y}$ が存在する。 $(\overline{x},\overline{y})$ が求める点である。実際 $(x’,y’)\in A$が $(x’,y’)\preceq_{k^{\text{。}}}$

$(\overline{x},\overline{y})(\preceq_{k^{0}}(x_{n},y_{n})$ for every $n\in N$) とすると $z(y’)+d(x’,\overline{x})\leq z(\overline{y})$

$d(x’, \overline{x})\leq z(\overline{y})-z(y’)\leq z(y_{n})-z(y’)\leq\frac{1}{n+1}$ $\forall n\geq 1$

したがって $d(x^{j},\overline{x})=z(\overline{y})-z(y’)=0,$ $x’=\overline{x}$ となる。 $y’\leq_{K}\overline{y}$ なので $y’\neq\overline{y}$ とすると
$\overline{y}-y’\in K\backslash \{0\}$ となり $z(y’)<z(\overline{y})$ が導かれ矛盾する。 口

この極小値定理から前と同じようにして 4つめの, ベクトル値関数に対する Ekeland
型の変分原理と Caristi型の不動点定理を得ることができる。

系 7.3. $f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ とし, $(f(X)\backslash B_{\epsilon}(\tilde{y}))\cap(\tilde{y}-\mathrm{c}1K)=\emptyset$ を満たす Aうな $\tilde{y}\in \mathrm{Y},$ $\epsilon>0$

が存在するとする。 さらに,

$\{x^{j}\in X|f(x’)+d(x’, x)k^{\mathit{0}}\leq_{K}f(x)\}$

がそれぞれの $x\in X$ で閉集合であるとする。 この時, 初期ベクトル $x_{0}\in X$ に対して,
次の 2つの条件を同時に満たすような $\overline{x}\in X$ が存在する。

(1) $f(\overline{x})+d(\overline{x},x_{0})k^{0}\leq_{K}f(x_{0})$

(2) $x\in X$ で $f(x)+d(x,\overline{x})k^{0}\leq_{K}f(\overline{x})$ ならば, $x=\overline{x}$

定理 7.4. $f$ : $Xarrow Y,$ $x_{0}\in X$ とし, $(f(X)\backslash B_{e}(\tilde{y}))\cap(\tilde{y}-\mathrm{c}1K)=\emptyset$ を満たすような
$\tilde{y}\in \mathrm{Y}$ と $\epsilon>0$が存在するとする。 さらに,

$\{x’\in X|f(x’)+d(x’,x)k^{\mathit{0}}\leq_{K}f(x)\}$

がそれぞれの x\in X で閉集合であるとする。加えて, 写像 T:X\rightarrow X が次の不等式を
満たすとする。

$f(Tx)+d(Tx,x)k^{0}\leq_{K}f(x)$ $\forall x\in X$

この時, 写像 T は不動点をもつ。
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