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1. 序

$A\subset E\mathrm{x}E$ は増大作用素とし, 任意の $r>0$ に対してみは $A$ のレゾルペントである
とする. $\mathrm{O}\in Au$ をみたす $u\in E$ を見つける問題は多くの数学者によって研究されてき
た. 中でも最も良く知られたスキームは次のものである: $x_{0}=x\in E$ とし,

$x_{n+1}=\sqrt t_{\mathfrak{n}}x_{n}$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$ . (1)

ここで $\{r_{n}\}$ は正の実数列である. (1) で定義される点列の収束については多くの数学者
によって研究されている ([17, 18, 23] などを参照) Kamimura and Takahashi $[12, 13]$

は Mann’s type [16] と Halpern’s type [91の点列近似法について研究し, m-増大作用素
に対する弱および強収束定理を証明した.

$T$ を Banach空間の空でない閉凸部分集合 $C$ から $C$ への非拡大写像とする. $u$ を $C$

の元とし, $t$ を $0<t<1$ の任意の実数とする. 任意の $x\in C$ に対して

$T_{t}x=tu+(1-t)Tx$

で定義される $C$上の縮小写像処は唯–の不動点 $x_{t}$ を持つ. Browder [6] は Hilbert空間に
おいて, t-\rightarrow 0のときにこの {xt} が Tの不動点に強収束することを証明した Takahahi
and Ueda [28] は Browder [6] の定理におけるこの $\{x_{t}\}$ の収束について Banach空間で
研究した. そして–様凸で–様 G\^ateaux微分可能なノルムをもつ Banach空間におい
て, $karrow\infty$ のときに次の直列 $x_{k}$ が $T$ の不動点に強収束することを証明した ([20] も参
照):

$x_{k}= \frac{1}{k}x+(1-\frac{1}{k})Tx_{k}$ , $k=1,2,3,$ $\ldots$ . (2)

ここで $x$ は $C$ の元とする. -方, Xu and Ori [$29|$ は有限個の写像婿, $T_{2},$
$\ldots$ ,零に対し

て次の陰的点列近似法 (implicit iterative process) を導入した: $x=x_{0}\in C$ とし,

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})T_{n}x_{n}$ , $n=1,2,$ $\ldots$ . (3)

ここで $\{\alpha_{n}\}$ は $0<\alpha_{n}<1$ をみたす実数列とし, $T_{n}=T_{n+r}$ とする そして Xu and
Ori [29] は (3) で定義される点列の弱収束定理を Hilbert 空間において証明した Liu [15]
は (3) で定義される点列を研究し, 一様凸な Banach空間において, 写像族 $T_{1},$ $T_{2},$

$\ldots,$
$T_{r}$

の中で semicompact となる写像鶉が存在するという仮定のもとで強収束定理を証明し
た ([1, 2, 5, 3, 10, 11, 24, 30] も参照).
本論文では, [12, 13, 29] の考えを用いて, Banach空間における増大作用素の零点を

求めるための implicit iterative process を導入し, Opial 条件をみたすBtach空間にお
いて m増大作用素に対する弱収束定理を証明する. さらに, 定義域がコンパクトであ
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るという仮定のもとに, m増大作用素のレゾルベントを用いて構成される点列の強収
束についても記す.

2. 準備

本論文では以後, $E$ は実 Banach空間を表し, $E^{*}$ は $E$ の共役空間とし, $\langle y, x^{*}\rangle$ は $x^{*}\in$

$E^{*}$ の $y\in E$ での値を表す. $x_{n}arrow x$ は点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束することを表し, また
$\lim_{narrow\infty}x_{n}=x$ も $x_{n}$ が $x$ に強収束することを表す. $x_{n}arrow x$ は点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に弱収束

することを表し, また $\mathrm{w}-\lim_{narrow\infty}x_{n}=x$ も $x_{n}$ が $x$ に弱収束することを表す. $B_{r}$ は集合

$\{x\in E:||x||\leq r\}$ をあらわす. $\mathbb{R}$ と $\mathbb{R}^{+}$ はそれぞれ, すべての実数からなる集合, すべ
ての非負の実数からなる集合とする. さらに $\mathrm{N}$ はすべての正整数からなる集合を表す.

$C$ を実 Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $C$ から $C$への写像 $T$ が非拡
大であるとは任意の $x,$ $y\in C$ に対して

$||Tx-Ty||\leq||x-y||$

をみたすときであり, $F(T)$ で集合 $\{x\in C:x=Tx\}$ を表す. $I$ は $E$ の恒等作用素とす
る. $E$ から $E^{*}$ への双対写像を次のような集合値写像と定義する:

$J(x)=\{y^{*}\in E^{*}:\langle x, y^{*}\rangle=||x||^{2}=||y^{*}||^{2}\}$ , $x\in E$ .
Banach空間 $E$ が狭義凸であるとは $||x||=||y||=1,$ $x\neq y$ をみたす任意の $x,$ $y\in E$

について $||x+y||/2<1$ が成立するときをいう. 狭義凸な Banach空間 $E$ では, 任意の
$x,$ $y\in E,$ $\lambda\in(\mathit{0},1)$ に対して $||x||=||y||=||(1-\lambda)x+\lambda y||$ が成立するならば, $x=y$
となる. Btach空間 $E$ が–様凸であるとは, 任意の $\epsilon>\mathit{0}$ に対してある $\delta>\mathit{0}$が存在
し, $||x-y||\geq\epsilon$ をみたす $x,$ $y\in B_{1}$ について $||x+y||/2\leq 1-\delta$ となることである. –

様凸な Banach空間は回帰的であり, 狭義凸であることが知られている ([25] 参照).
Banach空間 $E$ が Opial条件をみたすとは, $\mathrm{w}-\lim_{narrow\infty}x_{n}=x$ をみたす $E$ の点列 $\{x_{n}\}$ と

$X\in C$ について

$\varliminf_{narrow\infty}||x_{n}-x||<\varliminf_{narrow\infty}||x_{n}-y||$

が $y\neq x$ なる任意の $y\in C$ に対して成立するときにいう ([19] 参照). 回帰的な Banach
空間においては, この条件が成立するための必要十分条件は w-lim $x_{\alpha}=x$ をみたす $E$

$\alpha$

の $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}\{x_{\alpha}\}$ と $x\in C$ について

$\varliminf_{\alpha}||x_{\alpha}-x||<\varliminf_{\alpha}||x_{\alpha}-y||$

が $y\neq x$ なる任意の $y\in C$ に対して成立するという条件である ([4] 参照). もし双対
写像が弱点列的連続であるならば, $E$ は Opial条件をみたす. すべての Hilbert 空間は
Opial条件をみたすし, $1<p<\infty$ のときの空間 $p$ は Opial条件をみたす ( $[14, 19]$ 参
照). $P\neq 2$ のときの If空間は通常 Opial条件をみたさないが, 任意の可分な Banach空
間は Opial条件をみたすようにリノルミング可能である ([8, 19] 参照).
作用素 A $\subset E\cross E$ の定義域を $D(A)=\{z\in E:Az\neq\emptyset\}$ とし, 値域を $R(A)=\cup\{Az$ :

$z\in D(A)\}$ とする. 任意の $x_{1},$ $x_{2}\in D(A),$ $y_{1}\in Ax_{1},y_{2}\in Ax_{2}$ に対して $\langle y_{1}-y_{2},j\rangle\geq 0$
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をみたす $i\in J(x_{1}-x_{2})$ が存在するとき, $A$ を増大作用素とよぶ. $A$ が増大作用素であ
るとすると

$||x_{1}-x_{2}||\leq||x_{1}-x_{2}+r(y_{1}-y_{2})||$

が $x_{i}\in D(A),$ $y_{i}\in Ax_{i},$ $i=1,2$ と $\gamma>0$ に対して成立する. 増大作用素 $A$ が任
意の $r>0$ に対して $R(I+rA)=E$ をみたすのであれば, その $A$ は m-増大である
といわれる. $A$ が増大作用素であるとき, 任意の $r>0$ に対して–価の非拡大写像
み: $R(I+rA)arrow D(A)$ をみ $=(I+rA)^{-1}$ で定義し, これを $A$ のレゾルベントとよぶ.
また (I– み)/r で吉田近似 $A_{r}$ を定義する. 任意の $x\in R(I+rA)$ に対して Af\in Aみ x
が成立する. また $\mathrm{m}$-増大作用素 $A$ に対して $A^{-1}\mathit{0}=F(\sqrt’)$ が全ての $r>0$ に対して成
立する. Hilbert では $A$ がm-増大作用素であることの必要十分条件は $A$ が極大単調作
用素であることである ([25, 26, 27] など参照).
この論文では特に断りがなければ, 以後 $E$ は実 Banach空間で, $A\subset E\cross E$ は m-増

大作用素とし, $J_{r}$ で $A$ のレゾルベントとする.

3. 増大作用素の零点への弱収束定理

この節では次に定義される自動 $\{x_{n}\}$ を考え, この点列の弱収束について考察する
([29] 参照): $x_{0}=x\in E$であり, {x訂を

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})J_{\mathrm{r}_{\hslash}}x_{n}$ (4)
が全ての $n\in \mathrm{N}$ に対して成立するように定義される点列とする. ここで $\{\alpha_{n}\}$ は任意の
$n\in \mathrm{N}$ に対して $0<\alpha_{n}<1$ をみたす実数列とし, $\{r_{n}\}$ は正の実数列とする.
まず先に, 弱収束定理の証明に使う補題を記す.

Lemma 3.1 ([3]). $x_{0}=x\in E$であり, {x訂は
$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})J_{r_{\mathfrak{n}}}x_{n}$

が全ての n\in N に対して成立する Eの点列と定義する. ここで {\alpha n} は任意の n\in N に
対して $\mathit{0}<\alpha_{n}<1$ をみたす実数列とし, $\{r_{n}\}$ を正の実数列とする. $A^{-1}\neq\emptyset$ とする. 任
意の $w\in A^{-1}\mathit{0}$ に対して $||x_{n+1}-w||\leq||x_{n}-w||$ が成立し, $\lim_{narrow\infty}||x_{n}-w||$ が存在する.

次の補題は Theorem 34の証明の中で本質的である.

Lemma 3.2 ([3]). $E$ を Opial条件をみたす Banach空間とし, $C$ を $E$ の空でない弱コ
ンパクト凸部分集合とする. $A$ は $D(A)\subset C$ をみたす $\mathrm{m}$-増大作用素とする. $x_{0}=x\in C$

であり, $\{x_{n}\}$ は

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})J_{r_{\mathfrak{n}}}x_{n}$

が全ての n\in N に対して成立するように定義される C の点列とする. ここで {\alpha n} は任
意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $\mathit{0}<\alpha_{n}<1$ をみたし, かつ $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=\mathit{0}$をみたす実数列とする.
$\{r_{n}\}$ は $\varliminf_{narrow\infty}r_{n}>\mathit{0}$ をみたす正の実数列とする. もし, $A^{-1}\neq\emptyset$ であれば, {x訂の弱
収束する部分点列は $A^{-1}0$ の元に弱収束する.

次の補題は Theorem 35の証明の中で本質的である.
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Lemma 3.3 ([3]). $E$ を–様凸な Banach空間とする. $x_{0}=x\in E$ であり, {x訂は
$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})\sqrt r_{n}x_{n}$

が全ての $n\in N$ に対して成立するように定義される点列とする. ここで $\{\alpha_{n}\}$ は任意
の $n\in \mathrm{N}$ に対して $0<\alpha_{n}<1$ をみたし, かっ応 n\rightarrow \infty \infty $\alpha_{n}<1$ をみたす実数列とする.
$\{\gamma_{n}\}$ は $\underline{\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}}_{narrow\infty}r_{n}>0$ をみたす正の実数列とする. もし, $A^{-1}\neq\emptyset$ であれば, $\{x_{n}\}$ の弱
収束する部分点列は $A^{-1}0$ の元に弱収束する.

Lemma 3.2を用いることで Opial条件をみたす Banach空間における次の弱収束定理
を得る.

Theorem 3.4 ([3]). $E$ を Opial条件をみたす Banach空間とし, $C$ を $E$の空でない弱コ
ンパクト凸部分集合とする. $A$ は $D(A)\subset C$ をみたす $\mathrm{m}$-増大作用素とする. $x_{0}=x\in C$

であり, $\{x_{n}\}$ は

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})\sqrt r_{n}x_{n}$

が全ての n\in N に対して成立するように定義される点列とする. ここで {\alpha \sim は任意の
$n\in N$ に対して $0<\alpha_{n}<1$ をみたし, かつ $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=\mathit{0}$をみたす実数列とする. $\{r_{n}\}$

$\text{は}\varliminf_{-}r_{n}narrow\infty>0$ をみたす正の実数列とする. もし, $A^{-1}\neq\emptyset$ であれば, $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}\mathit{0}$

の元に弱収束する.

Lemma 33を用いることで–様凸で Opial条件をみたす Banach空間における次の弱
収束定理を得る.

Theorem 3.5 ([3]). $E$ を–様凸で Opial条件をみたす Banach空間とし, $x_{0}=x\in E$

であり, $\{x_{n}\}$ は

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})\sqrt r_{n}x_{n}$

が全ての n\in N に対して成立するように定義される点列とする. ここで {\alpha n} は任意の
$n\in \mathrm{N}$ に対して $\mathit{0}<\alpha_{n}<1$ をみたし, $\text{か^{}\nu}\supset\overline{\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}}_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$をみたす実数列とする. $\{r_{n}\}$

は $\varliminf_{-}r_{n}narrow\infty>0$をみたす正の実数列とする. もし, $A^{-1}\neq\emptyset$ であれば, $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}\mathit{0}$

の元に弱収束する.

4. 増大作用素の零点への強収束定理

この節では (4) で定義された点列の強収束について考察する.

Theorem 4.1 ([3]). $C$ を Banach空間 $E$ の空でないコンパクト凸部分集合とする. $A$

は $D(A)\subset C$ をみたす $\mathrm{m}$-増大作用素とする. $x_{0}=x\in C$であり, $\{x_{n}\}$ は

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1,-}+(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}x_{n}$

が全ての n\in N に対して成立するように定義される点列とする. ここで {\alpha \sim は任意の
$n\in N$ に対して $\mathit{0}<\alpha_{n}<1$ をみたし, かつ $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=\mathit{0}$をみたす実数列とする. $\{r_{n}\}$

は $\varliminf_{narrow\infty}r_{n}>0$ をみたす正の実数列とする. もし, $A^{-1}\neq\emptyset$ であれば, $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}\mathit{0}$

の元に強収束する.

次に距離射影に関する強収束定理を示す.
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Theorem 4.2 ([3]). $E$ を–様凸な Banach空間とする. $x_{0}=x\in E$ であり, {x訂は
$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}x_{n}$

が全ての n\in N に対して成立するように定義される点列とする. ここで {\alpha n} は任意の
$n\in N$ に対して $\mathit{0}<\alpha_{n}<1$ をみたす実数列とし, $\{r_{n}\}$ は正の実数列とする. $A^{-1}\neq\emptyset$

と仮定する. $P$ は $E$ から $A^{-1}0$ の上への距離射影とする. $\{Px_{n}\}$ は

$\lim_{narrow\infty}||x_{n}-z_{0}||=\inf\{\lim_{narrow\infty}||x_{n}-w|| : w\in A^{-1}0\}$ .

をみたす $A^{-1}\mathit{0}$ の唯–の元 $z_{0}$ に強収束する.

Remark 4.3. $D$ を–様凸な Banach空間の函嶺部分集合とし, $P$ は $E$から $D$ の上への
距離射影とする. $\{y_{n}\}$ を $E$ の直列で, 任意の $w\in D$ に対して $\{||y_{n}-w||\}$ が単調減少列
になっているものとする. すると $\{Py_{n}\}$ は

$\lim_{n}||y_{n}-z||=\inf\{\lim_{n}||y_{n}-w|| : w\in D\}$

をみたす $D$ の唯–の元 $z$ に強収束することもわかる.

Theorems 3.5,4.2から次の結果を得る.

Theorem 4.4 ([3]). $H$ を Hilbert 空間とし, $A$ を極大単調作用素とする. $x_{0}=x\in H$

であり, $\{x_{n}\}$ は

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})\sqrt r_{n}x_{n}$

が全ての $n\in N$ に対して成立するように定義される音列とする. ここで $\{\alpha_{n}\}$ と $\{r_{n}\}$

は Theorem 3.5と同様とする. $A^{-1}\neq\emptyset$ と仮定し, $P$ は $H$ から $A^{-1}\mathit{0}$ の上への距離射影
とする. $\{x_{n}\}$ は $v\in A^{-1}\mathit{0}$ に弱収束し, この $v$ は $v= \lim_{narrow\infty}Px_{n}$ となる.

5. 主定理の応用

この節では, 主結果から直接得られる結果について述べる ([25] 参照). この節では,
$H$ は Hilbert 空間とする.
変分不等式について考察する. $X$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする.

$T$ を $X$ から $H$ への–価写像とする. また VI(X, $T$) で集合 {$w\in X$ : $\langle w-u, Tw\rangle\geq$

$0,\forall u\in X\}$ をあらわす. –価写像 $T$ は $X$ の線分から $H$ への写像で弱位相の意味で連
続であるものとするとこの $T$ は hemicontinuousであるといわれる. $F$ を $X$ の線分から
$H$への–価写像で単調で hemicontinuous な作用素とする. $N_{X}z$ で $z\in X$ における $X$

への normal cone, すなわち,

$N_{X}z=\{w\in H:\langle z-u,w\rangle\geq 0, \forall u\in X\}$ .
とする. $Az$ を

$Az=\{$ $Fz+N_{\mathrm{x}_{\emptyset}^{z}},$

’
$z\in Xz\not\in H’\backslash X$

で定義される集合とすると, A は極大単調作用素となる ([22, Theorem 3] 参照). $\mathrm{O}\in Av$

であることの必要十分条件は $v\in VI(X, F)$ であることも確かめられるし, また任意の
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$\gamma>\mathit{0}$ と $x\in H$ に対してみ x $=VI(X$, Frのが成立することも確かめられる. ここで任
意の $z\in H$ に対して $F_{r,x}z=Fz+(z-x)/\gamma$ が成立する ([25] 参照). 従って, 以下の結
果を得る.

Corollary 5.1. $X$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない凹凸部分集合とする. $F$ を $X$ から $H$

への–価写像で単調で hemicontinuous な作用素とする. $D(A)\subset C$ と仮定する. $\{\alpha_{n}\}$

と $\{r_{n}\}$ は Theorem 3.5と同様とする. $x_{0}=x\in X$ であり, {x訂は
$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})VI(X, F_{r_{\hslash},x_{\hslash}})$

が任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して成立するような点列と定義する. もし, $VI(x, F)\neq\emptyset$ であり,
$P$ は $H$ から VI(X, $F$) の上への距離射影とすると, $\{x_{n}\}$ は $v\in VI(X, F)$ へ弱収束す
る. ここで $v= \lim_{narrow\infty}Px_{n}$ が成立する.

Corollary 5.2. $X$ を Hilbert 空間 $H$の空でないコンパクト凸部分集合とする. $F$ を $X$

から $H$への–価写像で単調で hemicontinuous な作用素とする. $D(A)\subset C$ と仮定する.
$\{\alpha_{n}\}$ と $\{r_{n}\}$ は Theorem 4.1と同様とする. $x_{0}=x\in X$ であり, {x訂は

$x_{n}=\alpha_{n}x_{n-1}+(1-\alpha_{n})VI(X, F_{\mathrm{r}_{n},x_{n}})$

が任意の $n\in N$ に対して成立するような点列と定義する. もし, $VI(x, F)\neq\emptyset$であると
すると, $\{x_{n}\}$ は $v\in VI(X, F)$ へ強収束する.
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