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本稿では、 配位多様体上の拘束ディストリビューションから余接バンドル上に誘導され
るディラック構造について述べ, それに付随する陰的なラグランジュ系の理論的な枠組み

について概説する. また, L-C回路や渦点に代表される退化ラグランジュ系や非ホロノミツ
クな拘束を受ける力学系を取り上げ. 陰的なラグランジュ系による定式化の応用例を示す.

1 はじめに

ディラック構造は, シンプレクティック構造とポアソン構造を–般化した概念であるが

(Courant md $\backslash \backslash ^{7}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}[1988|$). 近年, 回路やロボットなどの工学系の設計や複雑な物理

システムの接続関係の記述を可能とするものとして, その応用的な側面が注目されてきて

いる. ディラック構造の力学への応用としては, 正則な場合のハミルトン系を–般化した,

陰的なハミルトン系の理論の構築が示された (van der S&ffi and Mae&ke [1995]; Bloch

td Crou&[1997]: $\backslash \mathrm{a}\mathrm{I}1$ der Siffi $[1998]_{3}$ Bltkenstein td Ratiu $[2004]\rangle$ . しかし, ディ

ラック構造は, 元々, 退化ラグランジュ系のためのディラックの拘束理論と関連して考案さ
れたものである (Courrt [1990]). 言うまでもなく, ディラックの拘束理諭は, 退化ラグ

ランジァンを出発点にしていたが (Dirac [1964]), これまで, ディラック構造とラグラン

ジュ系との関連は, 退化した場合を含めて, 十分に明らかにされていない ($\mathrm{b}\cdot \mathrm{I}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{d}\bm{\mathrm{t}}$ and

Ratiu [1999] $)$ .
最近, 陰的なハミルトン系とのアナロジーとして, ディラック構造とラグランジュ系の

関係が明らかにされた ($\mathrm{Y}^{r}\infty \mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}$ and h.Iarsden $[2006]\rangle$ . この理論では, 多様体上の拘束

ディストリビューションから誘導された余接バンドル上のディラック構造と, さらに, ラ
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グランジアン (退化していても良い) のディラック微分という概念を新たに導入すること

によって, 陰的なラグランジュ系の概念が示された. また, L-C 回路と非ホロノミック系

へ応用が示された.

本稿では, 配位多様体Q上の拘束ディストリビューションから T*Q上に誘導されたディ

ラック構造について解説し, それに付随して陰的なラグランジュ系がどのように定義でき

る力\searrow その理論的な枠組みについて概説する. その上で, 退化ラグランジュ系として L-C
回路と渦点の系を, また, 非ホロノミック系として, 床の上を滑らずに転がる垂直ディス

クを具体例として取り上げ, 陰的なラグランジュ系の定式化を示す.

2 ディラック構造

ベクトル空間上のディラック構造 まず, Courant and NVeinstein [1988] に従って, ベクト

ル空間上のディラック構造の定義を以下に述べる.
$V$ を $n$次元のベクトル空間とし, $V^{*}$ をその双対空間とする. $V^{*}$ と $V$ の自然なベアリ

ングを $\langle\cdot, \cdot\rangle$ として, 次のような, $V\oplus V^{*}$ 上の対称なベアリング $\langle\langle$ ., 》を
$\langle\langle(v,\alpha), (\overline{v}_{\backslash }.\overline{\alpha})\rangle\rangle=\langle\alpha,\cdot\overline{v}\rangle+$ $\langle$Ct, $v\rangle$

のように定義する. 但し, (V, $\alpha$), $(\overline{v},\overline{\alpha})\in V\oplus V^{*}$ である.

定義 2.1. ベクトル空間 $\mathrm{t}^{\gamma}$ のディラック構造は, $D=D^{\perp}$ なる部分空間 $D\subset V\oplus V^{*}$ と

して定義される. ここに, D\perp はベアリング $\langle\langle$ .‘. $\cdot\rangle\rangle$ に関する D の直交補空間である.

上の定義より, ディラック構造 $D\subset V\oplus V^{*}$ は,

$\langle\alpha,\overline{v}\rangle+\langle\overline{\alpha}_{:}v\rangle=0$

が全ての $(v\backslash , \alpha),$ $(-\overline{\iota’},\overline{a})\in D$ について成立し, $D=D^{\perp}$ であることから,

$\dim D=n$

であり, $\overline{v}=v$及び $\overline{\alpha}=a$ と置いて, $\langle a_{\backslash }, v\rangle=0$ を得る.

命題 2.2. $\phi:Varrow \mathrm{t}\mathrm{f}^{7}$をベクトル空間 $V$から $l2^{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\vee}}$への上への線形写像とすると, $\Delta=\mathrm{K}\alpha \mathit{0}$

であり, また, 零化元は $\Delta^{\mathrm{o}}={\rm Im}\delta^{T}$ となる. 但し, $\phi^{T}$ : $\nu|,;^{\tau*}arrow V^{*}$ は, 写像 $\phi$の転置, す

なわち, 双対写像である.
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証明. $\mu\in W^{*}$ と $\alpha\in V^{*}$ に対して, $\alpha=\phi^{T}\mu$ とする. このとき, $v\in\Delta$ に対して,

$\langle a" v\rangle=\langle\varphi^{T}\mu,v\rangle=\langle\mu_{\mathrm{c}}.\varphi(v)\rangle=0$

である. 従って, ${\rm Im}$ \mbox{\boldmath $\phi$}T\subset \Delta 。を得る. 逆に, $\alpha\in\Delta^{\mathrm{o}}$ および $V=\Delta\oplus U$ としよう. この

とき, $v\in V$ に対して, $r\in\Delta,$ $\mathrm{u}\in U$ として, $v=r+u$. と書くことができる. ここで,

$\phi|U:Uarrow W$ は, 同型写像であり, $(\phi|U)^{T}$ : $l4^{\gamma*}arrow U^{*}$ も同型写像となる. よって,

$a(v)=\alpha(r+u)=\langle\alpha\backslash . u\cdot\rangle=(a’|C^{\mathrm{v}}($. $u\cdot\rangle$ $=\langle(\phi|U)^{T}\mu_{\backslash }, u\cdot\rangle=(\mu, (\psi|U)(u\rangle\rangle$

$=(\mu, \phi(\mathrm{u})\rangle=\langle\mu, \phi(r+u)\rangle=\langle\mu, \phi(v)\rangle=\{\acute{O}^{T}\mu_{:}v\rangle$

,

が全ての v\in V について成立するので, \alpha =\mbox{\boldmath $\phi$}T\mu を得る. 口

部分空間 $\Delta\subset V$ を与えよう. 上の命題を包含写像 $i:\Deltaarrow V$ と双対な写像 $\pi:V^{*}arrow\Delta^{*}$

に適用するために, $V$ を $V^{*}$ と入れ替え, さらに, $\varphi^{\Gamma}$ を $\pi$ と, および, $\Delta$ を $\Delta^{\mathrm{o}}$ と置き替え

ることによって, $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\pi=\Delta^{\mathrm{o}}$ となることから $(\Delta^{\mathrm{o}})^{\mathrm{O}}=\Delta$ を得る.

命題 2.3. $V$ をベクトル空間 $\vee\triangleright$ する. 部分空間 $\Delta\subset V$ の零化空間 $\Delta^{\mathrm{o}}\subset V^{*}$ を

$\Delta^{\mathrm{o}}=\{\alpha\in V^{*}|\langle\alpha, v\rangle=0, \forall v\in\Delta\}$

と定義すると, $D=\Delta\cross\Delta^{\mathrm{o}}$ はベクトル空間 $V$上のディラック構造である.

証明. 定義より, 直交補空間は

$D^{\perp}=\{(w_{:}\beta)\in V\mathrm{x}V^{*}|\langle\alpha_{r}.w\rangle+\langle,\theta,v\rangle=0_{\} \forall v\in\Delta, a\in\Delta^{\mathrm{o}}\}$

と定義される. そこで, $D=D^{\perp}$ であることを証明するために, まず, $D^{\perp}\subset D$ を示す.

$(u., \mathit{3})\in D^{\perp}$ とすると, $D^{\perp}$ の定義において, $a=0$ と置く. これより, 任意の $v\in\Delta$ に対

して, $\langle,\theta,v\rangle=0$ が成り立ち, $\mathit{3}\in\Delta^{\mathrm{o}}$ を得る, 同様に, $v=0$ と置くと, $\langle\alpha, u’\rangle=0$ が任意

の $\alpha\in\Delta^{\mathrm{o}}$ について成立する. 故に, $W’\in(\Delta^{\mathrm{o}})^{\mathrm{o}}=\Delta$である. 従って, $(w, \beta)\in D^{\perp}$ ならば,

$(w,\beta)\in D$である. よって, $D^{\perp}\subset D$ を得る. 逆に, もしも $(w_{\rho},\theta)\in D$ ならば, $\langle\alpha.\backslash w\cdot\rangle=0$

が任意の \alpha \in \Delta o について成り立ち, さらに, $\langle$ \beta ,v $\rangle$ =0が任意の v\in \Delta について成立する

から, $D\subset D^{\perp}$ は自明である. こうして, $D=D^{\perp}$ が示された. 口

回路とテレヘンの定理 電気回路システムでは, 要素間の接続は, キルヒホッフの電流則

(KCL) によって与えられる. いま, n個の接続ポートを有する電気回路を考えると, キル

ヒホツフの電流則は線形写像

$\phi:Varrow W$
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によって与えられる. $\Delta=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\phi\subset V$ はキルヒホッフの電流剣によって定まる拘束空間で
あり, $\Delta^{\mathrm{o}}={\rm Im}\Phi^{T}‘\subset V^{*}$ は, キルヒホッフの電圧則より定まる双対な拘束空間である. 従っ
て, $n$ ポートの電気回路システムのキルヒホッフ拘束は, ,

$n$次元ベクトル空間 $V$ 上のディ

ラック構造 $D=\Delta \mathrm{x}\Delta^{\mathrm{o}}$ として表すことができる. $e\in\Delta^{\mathrm{o}}$ をポート電圧, $f\in\Delta$ をボート

電流とすると, $D=D^{\perp}$ より,

$\langle e, f\rangle=0$

を得る. これは, 電気回路理論におけるテレヘンの定理を表す (Chua, Desoer and Kuh
[1987] $)$ .

多様体上のディラック構造 M を滑ちかな微分多様体とし, その接バンドルを TM, 余
接バンドルを $T^{\mathrm{r}_{l}}lf$ とする. また, $TM\oplus T^{*}M$ は A-I上のホイットニー. バンドル, すな
わち, $M$ を底空間として, 各点 $x\in M$で鴎M $\mathrm{x}$ 鴛M なるフアイバーを有するバンドル
構造である. 多様体 $M$上のディラック構造とは, 各点 $x\in\wedge^{\prime\backslash - I}$ でベクトル空間の意味で定
義されたディラック構造となる, 部分バンドル $D\subset TM\oplus T^{*}M$ として定義される.

幾何学的な力学理論では, 概ディラック構造は, 2形式 (必ずしも閉でもなく, 退化して
いても良い) と概ポアソン構造 (付随するポアソン括弧がヤコビの恒等式を必ずしも満た
さない) の両者を 般化したものとして定義される. 従って, 2形式が閉である条件とポア
ソン括弧がヤコビの恒等式を満たす条件に対応して, 積分可能なディラック構造は, 条件

$\langle f_{X_{1}}a_{\mathit{2}},X_{3}\rangle+\langle f_{X_{2}}a_{3}.X_{1})+\langle l\mathrm{x}_{3}\alpha_{1}.X_{2}\rangle=0$

が $D$ で値を持つ全てのベクトル場と 1形式 $(X_{1},\cdot\alpha_{1}),$ $(X_{2\backslash }.\alpha_{2}),$ $(X_{3}, a_{3})$ について満足する

ものとして定義される. ここに, $lx$ は, $M$上のベクトル場 $X$ に沿ったりー微分である.

誘導されたディラック構造 Yoshimura and AIarsden [2006] に従って, 多様体上の拘束ディ
ストリビューション\simから誘導されるディラック構造について述べる. $Q$ を $n$次元の配位多
様体とし, その局所座標を $q=(q^{1}\}\ldots, q^{n})$ とする. 運動学的な拘束は, ディストリビュー
ション $\Delta_{Q}\subset TQ$ によって, 各点 $q$ において,

$\Delta_{Q}(q)=\{v\in.T_{q}Q|\langle\omega^{a}(q),v\rangle=0_{\backslash }, a=1, \ldots m<:n\}$

として与えられる. ここに, ’は $m$個の独立した $Q$上の 1形式である. 次に, $T^{*}Q$ 上の

ディストリビューション $\Delta_{TQ}$. を

$\Delta_{TQ}.=(T\pi_{Q})^{-1}(\Delta)\subset TT^{*}Q$

1ディストリビュ $-$ションは, 端点で滑ら力\searrow かつ–定の次元を有するものとする.

160



のように定義する. 但し, $Tr_{Q}\mathrm{I}:TT^{*}Qarrow TQ\text{は}$ , 射影 \mbox{\boldmath $\pi$}Q:T*Q\rightarrow Qの微分写像である.

方, $\Delta_{T^{\wedge}Q}$ の零化元 $\Delta_{[mathring]_{T}Q}$. は, 各点 $z=(q,p)\in T^{*}Q$ に対して,

$\Delta_{[mathring]_{T}Q}.(z)=$ { $\alpha_{z}\in$ 零 rQ $|\langle a_{z}.,$ $u_{z}’\rangle=0’.\forall w_{z}\in\triangle_{TQ}.(z)$ }

と与えられる.

命題 2.4. $\Omega$ : $TT^{*}Q\mathrm{x}TT^{*}Qarrow \mathrm{R}$ を余接バンドル $T^{*}Q$上の正準シンプレクティック構

造としよう. このとき, 各点 $\sim\sim,$ $=(q,\cdot p)\in T^{*}Q$ で, ファイバーが

$D_{\Delta_{Q}}(z)=\{(v_{z}, \alpha_{z})\in T_{z}T^{*}Q\mathrm{x}T_{z}^{*}T^{*}Q|v_{z}\in\Delta_{TQ}.(z)$ ,

$a_{z}’(u_{z}’)=\Omega_{\Delta_{Q}}(z)(v_{z},w_{z}),$ $\forall w_{z}\in\Delta_{TQ}.(z)\}$ (1)

として与えられる部分バンドル $D_{\Delta_{Q}}\subset TT^{*}Q\oplus T^{*}T^{*}Q$ は, $T^{*}Q$上のディラック構造であ

る. 但し, $\Omega_{\Delta_{Q}}$ は, $\Omega$ の $\Delta_{TQ}$. への制限を表す.

証明. $D_{\Delta_{Q}}\subset TT^{*}Q\oplus T^{*}T^{*}Q$の直交補空間は, 各点 $z\in T^{*}Q$ で,

$D_{\Delta_{Q}}^{\perp}(z\rangle=\{(u_{z}, \beta_{z})\in T_{z}T^{*}Q\mathrm{x}T_{z}^{*}T^{*}Q|a_{z}(u_{z})+,\prime \mathit{3}_{z}(v_{z})=0,$ $\forall v_{Z}\in\Delta_{TQ}.(z)$ ,

$\alpha_{z}(w_{z}’)=\Omega_{\Delta_{Q}}(z)(v_{z}, w_{z})$ , $\forall w_{z}\in\Delta_{TQ}.(z)\}$

と定義できる.

$D_{\Delta_{Q}}$ がディラック構造であることを証明するには, D\Delta \perp Q=D噸を示せば良い. そこで,

まず, $D_{\Delta_{Q}}(z)\subset D_{\Delta_{Q}}^{\perp}(,\sim‘)’$ を示す. ($\iota_{\overline{\wedge}}’.a_{z}\rangle\in D_{\Delta_{Q}}(z)$ および $(v_{z}’, \alpha_{z}’)\in D_{\Delta_{Q}}(z\rangle$ とすると,

$\alpha_{z}(v_{z}’)+\alpha_{z}’(v_{z})=\Omega_{\Delta_{Q}}(z)(v_{z:}v_{z}’)+\Omega_{\Delta_{\mathrm{Q}}}(z)(v_{z}’.v_{z})=0$

である. よって, $D_{\Delta_{Q}}(z)\subset D_{\Delta_{Q}}^{\perp}(z)$ である.

次に, $D_{\Delta_{Q}}^{\perp}(z)\subset D_{\Delta_{Q}}(,\sim‘\cdot)$ を示飢 $(u_{\wedge}-,,‘ \mathit{3}_{z})\in D_{\Delta_{\mathrm{Q}}}^{\perp}(z)$ としよう. $D_{\Delta_{Q}}^{\perp}$ の定義によって,

$a_{z}(u_{z}\rangle$ $+\beta_{z}.(v_{z}\rangle$ $=0$が全ての錫 $\in\Delta_{TQ}.(z\rangle$ について成立する. さらに,

$\alpha_{z}(w_{z})=\Omega_{\Delta_{Q}}(z)(v_{z_{I}}.w_{z})$

が全ての $u_{z}’\in\Delta_{TQ}.(z)$ について成り立つ. そこで, $v_{z}=0$ と置く と, $\alpha_{z}(W_{z}’)=0$ が

全ての $w_{z}’\in\Delta_{TQ}.(z)$ について成立するこ}$,-$ から, $\alpha_{z}\in\Delta_{TQ}^{\mathrm{o}}.(z)$ である. また, 全て

の $a_{\overline{\wedge}}\in\Delta_{TQ}^{\mathrm{o}}.(z)$ に対して, $(0., \alpha_{z})\in D_{\Delta_{Q}}$ であり, $(u_{z}.\mathit{3}_{z})$ は, そのような全ての要素に

対しても直交するので, $\alpha_{z}(\mathrm{u}_{z}.)=0$ が全ての $\alpha_{z}\in\Delta_{TQ}^{\mathrm{o}}.(z)$ について成り立つ. よって,

$.u_{z},\in\Delta_{TQ}.(z)$ である.
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次に, $(u_{z’ i^{-}}\mathit{3}_{z})$ に関して, ,
$\prime \mathit{3}_{z}(\iota_{z}’)=\Omega_{\Delta_{Q}}(z)(u_{z},V_{z})$ が全ての $v_{z}\in\Delta_{TQ}.(z)$ について

成り立つことを示す. そのために, $v_{z}\in\Delta_{T^{*}Q}(z)$ を任意に選び, また, $\alpha_{z}$ を $\alpha_{z}(w_{z})=$

$\Omega_{\Delta_{Q}}(z)(v_{z}, u_{\wedge}’.\sim)$ が全ての $w_{z}’\in\Delta_{TQ}.(z)$ について成立するように選ぶ. $\alpha_{z}(u_{z})+\beta_{z}(v_{z})=0$

が全ての $v_{z}\in\Delta_{TQ}.(z)$ について成立すること, および, 既に証明したように, $u_{z}\in\Delta_{TQ}.(z)$

であることから, $\Omega_{\Delta_{Q}}(_{\sim}7)(v_{z},u_{z})+,\theta_{z}(\iota_{z}’)=0$ が全ての $V_{Z}\in\Delta_{TQ}.(z)$ について成立する.

すなわち, $\beta_{z}(v_{z})=\Omega_{\Delta_{\mathrm{Q}}}(z)(u_{z},v_{z})$ が全ての $v_{z}\in\Delta_{TQ}.(z)$ について満たされる. こうして,

$(u_{z}, .\theta_{z})\in D_{\Delta_{Q}}(z)$ が成り立つ. 以上より, $D_{\Delta q}^{\perp}\subset D_{\Delta_{Q}}$ となり, $D_{\Delta_{Q}}^{\perp}=D_{\Delta_{Q}}$ であることが

示された. 口

D働を $\Delta_{Q}$ から誘導される $T^{*}Q$ 上のディラック構造と呼ぶ. D恥に関して, 式 (1) と

等価な表現を下記のように与えることができる.

命題 2.5. 写像 $\Omega^{\mathrm{t}}’$ : $TT^{*}Qarrow T^{*}T^{*}Q$ を余接バンドル $T^{*}Q$ 上の正準シンプレクティック構

造 $\Omega$ から誘導されるバンドル写像とすると, $T^{*}Q$上に誘導されたディラック構造は,

$D_{\Delta q}(_{\sim’}^{\sim})=\{(u_{z}|,\alpha_{z})\in T_{z}T^{*}Q\mathrm{x}T_{z}^{*}T^{*}Q|W_{z}^{1}\in\Delta_{TQ}.(z)$ ,

$\alpha_{z}-\Omega^{\mathrm{b}}(z)\cdot w_{z}\in\Delta_{[mathring]_{T}Q}.(z)\}$ (2)

$.\vee\}$表すことができる.

ディラック構造の局所表現 ディラック構造の局所表現について考えよう. $n$次元の配位多

様体 Qが Pの開集合 Uによって表されるように, Qの局所座標 ql, ...‘.qn を選ぶ. 拘束ディ

ストリビューション $\Delta_{Q}$ は, 各点 $q\in U$で $\Delta(q)\subset \mathrm{R}^{n}$ となるように, $TQ$ の部分空間を定め

る. 拘束部分空間の次元が n-m とすれば, \Delta (q) の基底として幅+l(q), em+2(q), . . . , $e_{n}(q)$

を選ぶことができる. 言い換えれば, 拘束空間は, 拘束 1形式\mbox{\boldmath $\omega$}1,\mbox{\boldmath $\omega$}2q. .o’\mbox{\boldmath $\omega$}m の核, すなわ

ち, 1形式\mbox{\boldmath $\omega$}1,\mbox{\boldmath $\omega$}2, ... ,\mbox{\boldmath $\omega$}m で張られる \Delta (q) の零化元 \Delta o(q) によって表すことができる.
いま, 正準射影 $\pi_{Q}$ : $T^{*}Qarrow Q$ を局所座標で $(q,p)\vdasharrow q$ と表し, その微分写像を $T\pi_{Q}$ :

$(q,p_{:}.\dot{q}_{\backslash },\dot{p})\mapsto(q.\dot{q}\rangle$ とすると, $\Delta\tau\cdot q$ は, 局所座標を用いて,

$\Delta_{T\cdot Q}\cong\{v_{\langle q,p)}=(q,p.\dot{q},.\dot{p})|q\in U,\dot{q}\in\Delta(q)\}$

と表すことができる. $PT^{*}Q$ における点を $\alpha_{(q,p\rangle}=(q,p,\alpha,w’)$ とする. 但し, $a’$ はコベク

トルで $w$ はベクトルである. $\Delta_{T\cdot Q}$ の零化元は, 局所的に,

$\Delta_{TQ}^{\mathrm{o}}.\cong\{\alpha_{(q.p)}.=(q,p,\alpha,w\rangle|q\in U, \alpha\in\Delta^{\mathrm{o}}(q), w=0\}$

と表される. いま, シンブレクティック形式についての局所表現から

$\Omega^{\dot{\nu}}(z)\cdot v_{z}=(q,p_{:}-\dot{p},\dot{q})$

162



となり, 式 (2) における条件 $a_{z}-\Omega^{;}(z)\cdot v_{z}\in\triangle_{TQ}^{\mathrm{o}}$. より, 各点 $z=(q,p)$ で,

$(q,p,\cdot a$. $+\dot{p}_{d}.w-\dot{q})\in\Delta_{[mathring]_{T}^{*}Q}$

となる. すなわち,

$\alpha+\dot{p}\in\Delta^{\mathrm{o}}(q)$ および $w-\dot{q}=0$

を得る. 従って, 命題 25より,

$D_{\Delta_{Q}}(_{6}^{\sim}.)=\{(\iota_{z}"\alpha_{\sim}\rangle\wedge\in T_{z}T^{*}Q\mathrm{x}T_{z}^{*}T^{*}Q|v_{z}\in\Delta_{TQ}.(z)_{\backslash }. \alpha_{\wedge}\sim-\Omega^{\triangleright}(z)\cdot v_{z}\in\Delta_{[mathring]_{T}Q}.(z)\}$

$=\{((q,p,\dot{q},\dot{p})_{:}(q_{\backslash }.p, a,w))|\dot{q}\in\Delta(q),\cdot w=\dot{q}_{d}.a+\dot{p}\in\Delta^{\mathrm{o}}(q)\}$ (3)

を得る.

正準ポアソン構造を用いた表現 命題 25では, T*Q 上の正準 2形式 \Omega から誘導される

バンドル写像 $\Omega^{\triangleright}:$ $TT^{*}Qarrow\Gamma T^{*}Q$ を用いて, 余接バンドル $T^{*}Q$上に誘導されたディラッ

ク構造 $D_{\Delta_{\mathrm{Q}}}$ を定義し, その局所表現として, 式 (3) を得た. ここでは, $T^{*}Q$上のディラッ

ク構造につ恥てポアソン多様体の立場から考えてみよう. すなわち, T*Q 上では, 正準

ポアソン構造 $B:T^{*}T^{*}Q\mathrm{x}T^{*}T^{*}Qarrow \mathrm{R}$ 力幻夢に定義され, さらに $B$からバンドル写像

$B\#:T^{*}T^{*}Qarrow TT^{*}Q$が誘導される. ハミルトン力学では, $T^{*}Q$上のハミルトニアン $H$ の

微分 $\mathrm{d}H$ と $T^{*}Q$上のベクトル場 $X$ の関係として, $X=B^{l}\mathrm{d}H$が与えられることは言うま

でもない.

ここで, 配位空間 $Q$ 上の拘束ディストリビューション $\Delta_{Q}\subset TQ$ を与え, 射影 $\pi^{\mathit{2}}$ :

$T^{*}T^{*}Qarrow TQ$ を $\pi^{2}=T\pi_{Q^{\circ}}(\Omega^{;})^{-1}$ と定義すると, $T^{*}Q$ 上のコディストリビューショ

ン $\Delta_{TQ}^{*}.\subset T^{*}T^{*}Q$ を

$\Delta_{TQ}^{*}.=\Omega^{\mathrm{b}}(\Delta_{TQ}.)=(\pi^{2})^{-1}(\Delta_{Q})$

のように定義できる. また,

$\Delta_{TQ}.=(T^{\wedge},\mathrm{r}_{Q})^{-1}(\Delta_{Q})=\{v_{(q_{:}p)}=(q\backslash .p,\mathrm{t}’.\alpha)|q\in U, v\in\Delta(q)\}$

であることより, コディストリビューションは, 局所座標 $q\in U\subset \mathrm{R}^{n}$ を用いて,

$\Delta_{TQ}^{*}.=\{\alpha_{(q,p)}=(q_{:}p_{\backslash }$. $-\alpha, v\rangle|q\in L_{:}^{\gamma}.v\in\Delta(q\rangle\}$

によって与えられる. $\Delta_{TQ}^{*}$. の零{L元は, 各点 $z\in PQ$ で,

$(\Delta_{T\cdot Q}^{*})^{\mathrm{o}}(z)=\{\tau\iota_{\approx}’\in T_{\approx}T^{*}Q|(u_{z}.. \alpha_{z}\rangle=0, \forall\alpha_{z}\in\Delta_{TQ}^{*}..(z)\}$

$=\{w_{(qp)}.=(q,p,w.\theta)|q\in U, w=0_{:}\beta\in\Delta^{\mathrm{Q}}(q)\}$
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によって定義される.

以上より, $T^{*}Q$上のディラック構造は, バンドル写像 $B^{t}$ を用いて, 次のように与えら

れる.

命題 2.6. $T^{*}Q$上に誘導されたディラック構造 $D_{\Delta_{Q}}$ は, 評点 $z\in T^{*}Q$ で,

$D_{\Delta_{Q}}(z)=\{(v_{z}.\alpha_{z})\in T_{z}T^{*}Q\cross T_{z}^{*}T^{*}Q|a_{\approx}\in\Delta_{TQ}^{*}.(z)$ ,
$.v_{\approx}-B^{\#}(z)\cdot\alpha_{z}\in(\Delta_{TQ}^{*}.)^{\mathrm{o}}(z)\}$

として与えられ, その局所座標表現は, 各点 z=(q,p) で,

$D_{\Delta_{Q}}(q’.\mathrm{p})=\{((q,p,\dot{q},\dot{p}), (q,p,\alpha_{\backslash },w))|\dot{q}\in\Delta(q)’.w=\dot{q}_{\backslash }. a+\dot{p}\in\Delta^{\mathrm{o}}(q)\}$ (4)

となる.

3 陰的なラグランジュ系

この節では, 余接バンド $:\mathrm{s}T^{*}Q$上に誘導されたディラック構造 $D_{\Delta_{Q}}$ を用いて, 陰的な

ラグランジュ系の定義を行う. この陰的なラグランジュ系の理論は, 運動学的拘束を有す

る退化ラグランジュ系に適用が可能である.

ルジャンドル変換 $Q$ を配位空間とし, ラグランジアン $L:TQarrow \mathrm{R}$ を与えよう. $L$ の

ファイバー微分と呼ばれる写像 $\mathrm{F}L:TQarrow T^{*}Q$ を

$\mathrm{F}L(V)\cdot w=\frac{d}{ds}|_{s\sim}-L(v+sw)$

によって定義する. 但し, $\iota\cdot,w\in T_{q}Q$. であり, $\mathrm{F}L(v)\cdot w$ は, $L$ の $v$ における $w$方向のファ
イバー $T_{q}Q$ に沿った微分である. 写像 $\mathrm{F}L$ はファイバー保存写像であり, 各点 $q\in Q$ で,

ファイバー TqQ からファイバー写 Q へ写像される. TQ の局所座標 (q,v) では, L のファ
イバー微分は, 局所座標で,

$\mathrm{F}L(q_{l}.v)=(q,$ $\frac{\partial L}{\theta v})$

と表される. すなわち,

$p= \frac{\partial L}{\partial v}$

\check ] なる. ここに, (q:P$\rangle$ は余接バンドル T*Q の局所座標である.

ラグランジアンが正則な場合, 写像 FL:TQ\rightarrow T*Q は, 逆写像を持ち, いわゆるルジャ

ンドル変換のナイーブな定義を与えるが, ラグランジアン Lが退化した場合でも, $\Delta_{Q}\text{の}$

像 FL(\Delta Q) は, 運動量相空間の寸心部分空間として意味を持つ.
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以下に, ラグランジアンが退化している場合を含めて, 陰的なラグランジュ系の理論的

な枠組みを見てみよう.

ディラック微分作用素 陰的なラグランジュ系を定義するための道具として, ラグランジ

アン (退化していても良い) のディラック微分を定義する.

そのために, まず, $T^{*}TQ$ と $T^{*}T^{*}Q$ の間の微分同相写像

$\gamma_{Q}’=\Omega^{\dot{l}}\circ(\kappa_{Q})^{-1}$ : $T^{*}TQarrow T^{*}T^{*}Q$

を考える. 上において, $\Omega^{\triangleright}:$ $TT^{*}Qarrow T^{*}T^{*}Q:‘(q,p,\delta q_{:}\delta p)\mapsto(q,p, -\delta p_{;}\delta q)$ は $\Omega$ から誘導

されるバンドル写像である, また, $\kappa_{Q}$ : $TT^{*}Qarrow T^{*}TQ$ は, 自然に誘導される微分同相

写像であり, 局所的に,

(q-.p, $\delta q,\delta \mathrm{p}$) $\mapsto(q_{\backslash }’\delta q,\delta p,p)$

と表される. これは, TT*Q 上のシンプレクテイック構造\Omega \mbox{\boldmath $\pi$}.Q $=dq\wedge d\delta p+d\delta q\wedge dp\text{を}$

不変に保つシンプレクティック同相写像である (Tulczyjew [1977]). \Omega 》と $\kappa_{Q}\text{の局所座}\mathrm{f}\mathrm{f}$

表現を用いて,
$\gamma_{Q}=\Omega’\circ(\kappa_{Q})^{-1}$ : $(q_{:}\delta q,\delta p,\mathrm{p})\mapsto(q,\mathrm{p}, -\delta p,\delta q)$

となる.

次に, $L:TQarrow \mathrm{R}$ をラグランジアンとし, $(q, v)$ を接バンドル $TQ$ の局所座標とする.

$L$. の微分は $TQ$ 上の 1形式であり, 写像と : $TQarrow T^{*}TQ$ として, 局所的に,

$\mathrm{d}L=(q’.v,$ $\frac{\partial L}{\partial q}\backslash$. $\frac{\partial L}{\partial_{V}})$

と書ける.

定義 3.1. $L:TQarrow \mathbb{R}$ に作用する, ディラック微分と呼ばれる微分作用素 $\mathfrak{D}$ を

$\mathfrak{D}L=\gamma_{Q}\circ \mathrm{d}L$ (5)

として定義する. DL:TQ\rightarrow T*T*Q は, PTQ上の局所座標を用いて,

$\mathfrak{D}L=(q,$ $\frac{\partial L}{\partial_{V}},$ $- \frac{\partial L}{\partial q},v)$

と表される. 但し, p=\partial L/\partial v である.
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陰的なラグランジュ系 $L$ : $TQarrow \mathrm{R}$ をラグランジアン (退化していても良い) とし,

$\Delta_{Q}\subset TQ$ を配位空間 $Q$上の拘束ディストリビューションとする. $T^{*}Q$上のディラック構

造 $D_{\Delta_{Q}}$ を式 (1) で与え, また, $L$.のディラック微分の L: $TQarrow T^{*}T^{*}Q$ を式 (5) で定義す
る. さらに, ルジャンドル変換による $\Delta_{Q}$ の像を $P=\mathrm{F}L(\Delta_{Q})\subset T^{*}Q$ とする.

定義 3.2. 下記の条件を満たす $(L, \Delta_{Q:}X)$ を陰的なラグランジュ系と呼ぶ.

($X,\mathfrak{D}L\cdot\rangle\in D_{\Delta_{Q}}$ . (6)

但し, $X$ は $P$ の各点 $(q,p)$ で定義された $T^{*}Q$ 上のベクトル場である. 上式は, 各点 $v_{q}\in$

$\Delta_{Q}(q)$ で, $(q,p)=\mathrm{F}L(q_{V}’.)\in P$ とともに,

(X$(q,p),\mathfrak{D}L(q,v)$ ) $\in D_{\Delta_{Q}}(q,p)$

であることを意味する.

上記の定義において, $\Delta_{Q}=TQ$ の場合, ルジャンドル変換によって定義される $P$ は,

ディラックの拘束理論の意味で, 1次拘束の空間と –致する. すなわち, ここで, 我々が扱

う $P=\mathrm{F}L(\Delta_{Q}\rangle$ は, 拘束ディストリビューション $\Delta_{Q}\subset TQ$ を含むものであり, ディラッ

クの拘束理論における 1次拘束を–般化したものである. これを運動量拘束空間と呼ぶこ
とにしよう. また, 各点 $z=(q,p)\in P$ で, ルジャンドル変換

$(q,p)=(q,$ $\frac{\partial L}{\theta v})$

によって, 式 (6) においてベース点の–致条件が満たされていることは言うまでもない.

定義 3.3. 陰的なラグランジュ系 $(L.\Delta_{Q},X)’.$ の解曲線 $(q(t)_{\backslash }.v(t))\in\Delta_{Q\prime}.t_{1}\leq t\leq t_{\mathit{2}}$ は,

$(q(t)_{!}p(t))=\mathrm{F}L(q(t\rangle_{\backslash }.v(t))$のもと, $(q(t),p(t\rangle)$ がベクトル場 $X$ の積分曲線となるように与
えられる.

ベース点の–致条件から, 陰的なラグランジュ系 (L, \Delta Q,X) の解曲線は, 滑らかな曲線
$(q(t), v(t),p(t))$ と等価である. ここに, $t_{1}\leq t\leq t_{2}$ であり, その像は, $\Delta_{Q}\oplus P\subset TQ\oplus T^{*}Q$

の点であり, さらに, $(q(t),p(t))$ がベクトル場 $X$ の積分曲線であり, かつ

$(X(q(t),p(t)),\cdot \mathfrak{D}L(q(t).v(t)))\in D_{\Delta_{\mathrm{Q}}}(q(t).p(t))$

を満たす.
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具体例:\Delta Q=TQの場合 この場合は, 運動学的拘束がない最も簡単な例であるが, ラグ

ランジアンは退化していてもよい. そこで, ラグランジアンの退化性によって, ディラック

の意味の 1次拘束を含む場合を考える. このとき, ディラック構造 $D_{\Delta_{Q}}$ は, 各点 $z\in T^{*}Q$

で,

$D_{\Delta_{Q}}(z)=\{(v_{\wedge}\sim, \alpha_{z})\in T_{z}T^{*}Q\cross T_{z}^{*}T^{*}Q|\alpha_{z}(u_{z})=\Omega_{z}(v_{z},\cdot u_{z}’)_{:}\forall u!_{z}\in T_{z}T^{*}Q\}$

と与えられる. $T^{*}Q$ の局所座標として, $z=(q, ’ p)$ を用いて, $P\subset T^{*}Q$ で定義される $T^{*}Q$

上のベクトル場を $X=(q’.p,\dot{q},\dot{p})$ と書き, さらに, 正準シンプレクティック構造の座標表現

$\Omega((q,p,u_{1}, \alpha_{1}),\cdot(q,p,u_{\mathit{2}},\alpha_{\mathit{2}}))=\{a_{2},\cdot u_{1}\rangle-\langle\alpha_{1},\cdot u_{\mathit{2}}.\rangle$

と $L$ のディラック微分の局所表現

$\mathfrak{D}L=(q,$ $\frac{\partial L}{\partial v},$ $- \frac{\partial L}{\partial q}’.v)$

を用いると, 陰的なラグランジュ系 $(X,\mathfrak{D}L)\in D_{\Delta_{Q}}.\text{の座標表現は}$,

$\langle-\frac{\partial L}{\partial q},u\rangle+\langle v_{;}\alpha\rangle=\langle\alpha.‘\dot{q}\rangle-\langle\dot{p},u\rangle$

が全ての $u$ と $a$ について成立する条件として与えられる. 但し, $(u.a)$, は, $T_{(q,\mathrm{p})}T^{*}Q$ の点

の局所表現である. 上記の条件が全ての (u\acute .\alpha ) で成立することから,

.
$= \frac{\partial L}{\partial q}$ (7)

とともに,

$\dot{q}=\mathrm{t}$ (8)

が導かれる. さらに, ペース点が–致する条件, すなわち, ルジャンドル変換

$p= \frac{\partial L}{\partial v}$ (9)

を伴うことから, これら 3つの式がオイラーラグランジュ方程式

$\frac{d\partial L}{dt\partial\dot{q}}=\frac{\partial L}{\partial q}$

と等価であることは明らかである. このように, $(L,\cdot\Delta_{Q}=TQ, X)$ が, 陰に, オイラー

ラグランジュ方程式を含むことから, 式 (7)$-(9)$ を陰的なオイラー. ラグランジュ方程式と

呼ぶことにする.

上の関係を–般化して, 非自明な拘束ディストリビューション $\Delta_{Q}$ が与えられた場合の

陰的なラグランジュ系の局所表現について, 次の命題が成立する.
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命題 3.4. 陰的なラグランジュ系に関する条件 $(X.\mathfrak{D}L.)\in D_{\Delta_{Q}}$ より, その局所表現は,

$p= \frac{\partial L}{\partial v}$ , $\dot{q}\in\Delta(q)_{:}$ $V=\dot{q}$ . $\dot{p}-\frac{\partial L}{\partial q}\in\Delta^{\mathrm{o}}(q)$ (10)

によって与えられる.

証明. 陰的なラグランジュ系 (X, $\mathfrak{D}L$) $\in D_{\Delta_{Q}}$ の条件は, 局所的に,

$\langle-\frac{\partial L}{\partial q},u\rangle+\langle v, a.\rangle=\langle\alpha,\dot{q}\rangle-\langle\dot{\mathrm{p}}, u\rangle$

が全ての $u,$ $\in\Delta_{Q}$ と $a$ について成立することから, 式 (10) が得られる. 口

具体例 : 非ホロノミック系 $Q$ を配位多様体とする. $Q$ 上のディストリビューション $\Delta_{Q}$

を与え, $Q$ が開集合 $U\subset \mathrm{R}^{n}$ によって表されるように, $Q$ の局所座標 $q^{i}$ をとる. 拘束空

間 $\Delta_{Q}$ は, 接バンドル $TQ$ の部分空間であり, 各点 $q\in U$ で, $\Delta(q)\subset \mathrm{R}^{n}$ と表すことが

できる. この拘束空間 $\Delta(q)$ の次元が各点 $q$ で $n\cdot-m$ であるとき, $\Delta(q)$ のベースとして,

$e_{m+1}(q),e_{m+2}(q),$ $\ldots$ : $e_{n}(q)$ を選ぶことができる. また, 零化元 $\Delta^{\mathrm{O}}(q)$ は 1形式\mbox{\boldmath $\omega$}1, $‘ b^{\prime,\omega^{m}}2:\ldots$

によって張られるとすると,

$\Delta(q)=\{V^{i}\in \mathrm{R}^{n}|_{\iota \mathrm{A}’}’(iq)lv^{i}=0. a=1_{!}\ldots,m\}$

となる. ここに, $’=\omega_{i}^{a}(q)dq_{\backslash }^{i}$. $a=1,$ $\ldots,$
$m$ である. ラグランジュの未定乗数 $\mu_{a},$ $a=$

$1,$ $\ldots,m$ を用いて, 非ホロノミック系は, 陰的なラグランジュ系 $(L,\Delta_{Q:}X)$ として, 式 (10)

の局所衷現によって

$(_{p_{i}}^{q}:^{i})=+$ ,

$p_{i}= \frac{\partial L}{\partial v^{i}}$ ,

$0=\omega_{i}^{a}’(q)v^{i}$

と表すことができる.

2階のベクトル場の条件 陰的なオイラーラグランジュ方程式の導出では,

$V=\dot{q}$

の条件式を含むが, この式は, ラグランジュ力学において, 運動方程式とは別に要請され

る, いわゆる 2階のベクトル場の条件である ( $\mathrm{A}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{A}\mathrm{m}$ and Marsden $[1978]\rangle$ .
系 3.5. ($q(t)_{;}v(t)\rangle$ を陰的なラグランジュ系 $(L_{:}\Delta_{Q;}X)$の解曲線とすると, $v(t)=\dot{q}(t)\in\Delta_{Q}$

となる.

証明. これは, 式 (10) からの直接の帰結として明らか. 口

168



エネルギーの保存 以下のように, 一般化エネルギー $E:TQ\oplus T^{*}Qarrow \mathbb{R}$ を

$E(q, v,p)=p\cdot v-L(q,v)$

のように定義する. ここに, $(q, v)\in\Delta_{Q}$ および $(q_{i}p)\in P$ である. ポントリヤーギンの最

大原理 (Bloch2003 [2003]) より, 一般化エネルギー $E(q,v_{\backslash }, \prime p)=p\cdot v-L\cdot(q,v)$ の $v$ に関す

る停留条件から, ルジャンドル変換 p=\partial L/\partial v が導かれる. そこで, 部分多様体 K を

$\mathcal{K}=\{(q_{:}v,p)\in TQ\oplus T^{*}Q|v\in\Delta_{Q}(q),$ $p= \frac{\partial L}{\theta v}\}$

として定義する.

陰的なラグランジュ系は, 次のように, エネルギー保存が成立する.

命題 3.6. ($q(t\rangle_{\backslash }.v(t)_{;}p(t))\in \mathcal{K}$ を陰的なラグランジュ系 $(L, \Delta_{Q\backslash }, X)$ の解曲線とする. この

とき, エネルギー $E(q(t)_{\backslash }.v(t)_{;}p(t))$ は, 時間 $t$ に関して–定である.

証明. 式 ( $10\rangle$ と –般化エネルギー $E$ の定義より,

$\frac{d}{dt}E=\langle\dot{p},v\rangle+\langle \mathrm{p}_{:}\dot{\mathrm{t}}’\rangle-\frac{\partial L}{\partial q}\dot{q}-\frac{\partial L}{\partial v}\dot{v}$

$= \langle\dot{p}-\frac{\partial L}{\partial q},v\rangle$

$=0$

が成立する. 但し, $v=\dot{q}\in\Delta(q\rangle$ および $\dot{p}-\partial L/\partial q\in\Delta^{\mathrm{o}}(q)$ であり, ルジャンドル変換

$p=\partial L/\partial v$ を用いた. 口

一般化エネルギーと陰的なラグランジュ系 陰的なラグランジュ系の条件

(X, $\mathfrak{D}L$) $\in D_{\Delta_{Q}}$

は, 一般化エネルギー $E(q., v_{:}p)=p\cdot v-L(q, \mathrm{t}’)$ を用いて, 各点 $(q,v)\in\Delta_{Q}$ について,

$(X(q.\prime p),\mathrm{d}E(q,v,p)|\tau_{(q,p\rangle}T.Q)\in D_{\Delta_{Q}}(q_{\backslash },p)$

が成立する条件によって言い換えられる. 但し, (q,p)=FL(q,v)\in Pであり, 一般化エネ

ルギー $E(q\backslash .v, p)=p\cdot v-L(q, v)$ は, ポントリヤーギンバンドル $TQ\oplus T^{*}Q$上の関数であ

るので, その微分は, 写像 $dE:TQ\oplus \mathit{7}Qarrow T(TQ\oplus T^{*}Q)$ で与えられる. さらに, 局

所的には,

$dE=(q,v_{!}p_{;} \frac{\partial E}{\partial q},$ $\frac{\partial E}{\partial v}’.\frac{\partial E}{\partial p})$

$=(q,$ $v,p,$ $- \frac{\partial L}{\partial q},p-\frac{\partial L}{\partial v}iv)$
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と表さ札ポントリヤーギンバンドル $TQ\oplus T^{*}Q$の各点 $(q, v.p)$ における接空間 $T_{(q_{?}v_{P)}},(TQ\oplus$

T*Q) 上の関数, すなわち,

$dE(q_{;}v,p):T_{(q,\iota}(TQ\oplus T^{*}Q)arrow \mathrm{R}$

と考えることができる. 先述の通り, ルジャンドル変換 $P=\mathrm{F}L(\Delta_{Q})$ が, 一般化エネルギー
の $v$ に関する停留条件

$\frac{\partial E}{k}=p-\frac{\partial L}{\partial_{1’}}=0$

から導かれることに留意して, $\mathrm{d}E\text{を}T_{(q,p)}T^{*}Q$ に制限して,

$dE(q_{;}v,p)|\tau_{(q.p\rangle}\tau_{Q}.$ : $T_{\{q,\mathrm{p})}T^{*}Qarrow \mathrm{R}$

なる関数を考える. 局所座標を用いて表すと,

$dE(q,v,p)|_{T_{(q,p)}TQ}.=(q,p,$ $- \frac{\partial L}{\partial q},v)$

となる. 但し,

$(q,p)=(q,$ $\frac{\partial L}{\partial v})$

である. こうして, 陰的なラグランジュ系 $(L_{\backslash }, \Delta_{Q},X)$ に関する条件, すなわち,

(X. $\mathfrak{D}L$), $\in D_{\Delta_{Q}}$

は, ルジャンドル変換 $P=\mathrm{F}L(\Delta_{Q})$ とともに,

(X, $dE|_{T_{P}TQ}.$ ) $\in D_{\mathrm{A}_{Q}}$

なる条件として言い換えることができる.

4 応用例

例 1 : 床の上を滑らずに転がる垂直ディスク (非ホロノミック系) 陰的なラグランジア

ン系の例として, xy平面上を垂直に滑らずに転がるディスクを考えよう. xy平面上を垂
直に運動するディスクの接地点の座標を $x$ と $y$ としよう. また, ディスクの中心軸周りの
回転角を $\theta$ とし, $xz$平面に対するディスクの向きを $\varphi$ とする. この垂直ディスクの配位空
間は, $Q=\mathrm{R}^{2}\cross S^{1}\cross S^{1}$ であり, 局所座標は $q=(x_{!}y_{:}\theta, \varphi)\in U\subset \mathrm{R}^{4}$ と表される. さら

に, 接地点で滑らずに転がる拘束は, \Delta QCTQ によって, 地点 q\in U に対して, 局所座標
$v_{q}=(v_{x},v_{y:}\iota_{\theta},v_{\varphi})\in \mathrm{R}^{4}$ を用いて,

$\Delta(q)=\{v^{i}\in \mathrm{R}^{4}|\langle’\omega^{r}(q)_{\backslash }.v_{q}\rangle=0_{\backslash }. r=1,2\}$
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として与えられる. 1形式げは, 局所的に,

$\omega^{1}=dx-R$ (coe $\varphi$ ) $d\theta_{\backslash }$

,
$\omega^{2}=dy-R(\sin\varphi)d\theta$

と表され, 完全積分可能でないことから, この拘束は非ホロノミックである. また, ’(q)
は $\Delta$ の零化元 $\Delta^{\mathrm{o}}/$ を張っている. $\Delta_{Q}’\subset TQ$ を $\Delta_{TQ}.=(T\pi_{Q})^{-1}(\Delta_{Q})$ のようにリフトする

ことによって $T^{*}Q$上のディストリビューションを定義し, 局所座標を用いて,

$\Delta_{TQ}.\cong\{v_{(q,\mathrm{p}\rangle}=(q,p,\dot{q},\dot{p})|q\in U,\cdot\dot{q}\in\Delta(q)\}$

と表す. $T^{*}T^{*}Q$ における点の局所座標を $a_{(q,p)}=(q_{:}p_{:}\alpha_{:}w)$ とすると, $\Delta_{TQ}$. の零化元は,

局所的に,

$\Delta_{TQ}^{\mathrm{o}}.\cong\{\alpha_{\langle q,p)}=(q,p, \alpha, w)|q\in U, \alpha\in\Delta^{\mathrm{o}}(q), w=0\}$

と表される. これより, $T^{*}Q$上に誘導されるディラック構造 $D_{\Delta}$

。
$\subset TT^{*}Q\oplus T^{*}T^{*}Q$ は,

各点 $(q,p)$ に対して,

$D_{\Delta_{Q}}(q,p)=\{((q’.p,\dot{q},\dot{p})_{\backslash }. (q_{:}p, \alpha.w))|\dot{q}\in\Delta(q), u\cdot‘=\dot{q}, \alpha+\dot{p}\in\Delta^{\mathrm{o}}(q)\}$

と定義できる.

この系のラグランジアン $L:TQarrow \mathbb{R}$ は,

$L(q, v)= \frac{1}{2}m(v_{x}^{2}+’\iota_{y}^{\mathit{2}}’)+\frac{1}{2}I_{V_{\theta}^{\mathit{2}}}+\frac{1}{2}Jv_{\varphi}^{2}$

と与えられる. ここに, $m$ はディスクの質量, $I$ と $J$ はディスクの慣性モーメントである.

よって, ラグランジアンの微分は

$\mathrm{d}L(q,v)=(\frac{\partial L}{\partial x}‘$. $\frac{\partial L}{\partial y}$ $\frac{\partial L}{\partial\theta’}\frac{\partial L}{\partial\varphi}$ $\frac{\partial L}{\theta v_{x}’}\frac{\partial L}{\theta v_{y}’}\frac{\partial L}{\partial v_{\theta}’}\frac{\partial L}{\theta v_{\varphi}})$

$=(0,0_{:}0,0’. mv_{x\backslash }. mv_{y}, Iv_{\theta}, Jv_{\varphi})$

であり, さらに, ラグランジァンのディラック微分は, 微分同相写像 $\gamma_{Q}=\Omega^{\triangleright}\mathrm{o}(\kappa_{Q})^{-1}$ :
$T^{*}TQarrow T^{*}T^{*}Q$ を用いて

$\mathfrak{D}L(q_{j}v)=(-\frac{\partial L}{\partial x},$ $- \frac{\partial L}{\partial y}.-\frac{\partial L}{\partial\theta}’$. $- \frac{\partial L}{\partial\varphi},$ $v_{x},$ $v_{y:}v_{\theta},$ $v_{\varphi})$

$=(0_{\backslash ,\prime}0,0,0, v_{x}, v_{y}, v_{\theta}, v_{\varphi})$

となる.

次に, $T^{*}Q$上のベクトル場 $X$ を, 局所座標 $(q_{\backslash }.p)=(x, y, \theta, \varphi, p_{x},p_{y},p_{\theta},p_{\varphi})\in T^{*}Q$ を用

いて, $X(q.p\rangle=(\dot{q},\dot{p})=(\dot{x}_{\backslash },\dot{y},\dot{\theta}_{\backslash ,\prime}\dot{\varphi}_{\backslash },\dot{p}_{x},\dot{p}_{y},\dot{p}_{\theta},\dot{p}_{\varphi})$ と表す.
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陰的なラグランジュ系の条件は, (X, $\mathfrak{D}L$) は, ディラック構造 $D_{\Delta_{Q}}$ の切断となること,

すなわち, 各点 $(q_{\backslash }\prime p)\in T^{*}Q$で, $(q_{\backslash }.p)=\mathrm{F}L(q,v)$ とともに,

$(X(q,p)_{:}\mathfrak{D}L(q, v))\in D_{\Delta_{Q}}(q,p)$

が成立することから, 以下の, 陰的なラグランジュ系の運動方程式を得る.

$(_{p_{\varphi}}^{X}ppp::^{x} \underline{\varphi_{\mathrm{y}}})y_{\theta}=\theta::(_{00-1}^{00001000}-10\infty 0000001000000001000000001)00\frac{00}{0}100-10|_{0000}^{0000}00000000(v_{\varphi}\underline{0}V_{x})v_{y}+u_{\theta}000(\frac{00000000}{-R\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\varphi-R\sin\varphi 01,0010})$.

但し, 上記の運動方程式に対して, ルジャンドル変換として

$=$
と非ホロノミック拘束

$=($ $0101$ $=_{R\sin\varphi}^{R\cos\varphi}00$ )
を伴う.

例 2: 星点 (退化したラグランジュ系) 渦点 (Rowley and AIarsden [2002]) や $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程

式 (Marsden and Ratiu [1999]) に現れるラグランジアン $L\cdot$ : $TQarrow \mathrm{R}$ は, 次に示す形で与

えられる.
$L(q^{i},v^{i})=\langle\alpha_{i}(q^{f})_{:}v^{\tilde{l}}\rangle-h(q^{i}),\backslash i.j’=1,$

$\ldots\backslash n’$ .

但し, \alpha は Q上の l 形式であり, んは Q上のポテンシャルである. この系には, 運動学的

な拘束はないが, 上記のラグランジァンは, 速度に関して 1次であり, 明らかに退化して

いる.
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このタイプの退化ラグランジュ系の運動方程式は, 陰的なラグランジュ系 $(L, \Delta_{Q}=TQ, X)$

として, 下記のように表される.

$\dot{q}^{i}=\iota:^{i}$ ,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\frac{\partial L}{\partial q^{i}}=\frac{\partial\alpha_{j}(q)}{\partial q^{i}}$が $- \frac{\partial h(q)}{\partial q^{i}}$ ,

$p_{i}= \frac{\partial L}{\partial v^{i}}=\alpha_{i}(q)$ .

但し, $X=(q^{i},p_{i},\dot{q}_{;}^{i}\dot{p}_{i})$ は $T^{*}Q$上のベクトル場である.

例 3 :L-C回路 1動学的拘束を持つ退化ラグランジュ系) ここでは, 運動学的拘束を有

する退化ラグランジュ系として, L-C直列回路を考える. L-C回路については, 陰的なハミ

ルトン系の枠組みでも考察されているが (Bloch md Croui [1997]; van der S&afl [1998]),
そこでは, ポアソン多様体上のディラック構造を用いて定式化が行われており, 回路を退

化ラグランジュ系としては取り扱っていない.

回路システムを考察するにあたり, 力学とのアナロジーを考える. すなわち, 力学にお

ける配位空間は, 物体 (質点) の位置を定める空間として考えるが, 力学に置ける r位置\sim

と回路における r電荷\sim の間のアナロジーをとって, 回路システムの配位空間として電荷

の空間を考える. 回路システムの電荷の配位空間Qでは, 局所座標 qi が各ポート (回路の

枝) に接続する構成要素の電荷を表す. Q の接バンドル TQ は, 電流相空間と考えること

ができ, その局所座標 f\in TqQ は各ポートの電流 (画電流) を表す. -方, 余接バンドル

$T^{*}Q$ は, 磁束相空間であり, その局所座標 $P\in T_{q}^{*}Q$ は各ポートの磁束 (枝磁束) を表す.

いま, 1つのインダクター $L$ と 2つのキャパシター $C_{1}$ と $C_{\mathit{2}}$ から構成される 3 ポートの

L-C直列回路を考える. 電荷配位空間 $Q$ は, 3次元のユークリッド空間 $E=\mathbb{R}^{3}$ であり, す

なわち, $Q\cong E$である. 電流相空間は $TQ\cong TE$. であり, 磁束相空間は $T^{*}Q\cong T^{*}E$ と表

される. ここで, 局所座標を, $q=(q_{L}..qc_{1:}qc_{2})\in E$ および $f=(f_{L;}fc_{1},fc_{2})\in T_{q}E$ と置

き, 力学における運動エネルギーとのアナロジーで, LC 回路におけるインダクター L に

関する磁束エネルギー $T:TEarrow \mathrm{R}$ を

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(f)=\frac{1}{2}L(f_{L})^{2}$

$\vee \mathrm{k}$定義する. また, キャパシター $C_{1},C_{2}$ による静電ポテンシャルエネルギー $V:Earrow \mathrm{R}$ を

$V(q)= \frac{1}{2}\frac{(qc_{1})^{2}}{C_{1}}+\frac{1}{2}\frac{(qc_{2})^{2}}{C_{\mathit{2}}}$
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と定義する. 従って, L-C 回路のラグランジアン L:TE\rightarrow R は

$\mathcal{L}(q_{J}.f)=.T_{q}(f)-V(q)$

$= \frac{1}{2}L(f_{L})^{2}-\frac{1}{2}\frac{(q_{C_{1}})^{2}}{C_{1}}-\frac{1}{2}\frac{(q_{C_{2}})^{2}}{C_{\mathit{2}}}$

(11)

と定義できる. キルヒホッフの電流則によって与えられる, L-C直列回路の各ポート電流

に関する KCL拘束は, 力学に置ける運動学的拘束に相当し, 各点 q\in Eで,

$\Delta_{q}=\{f\in T_{q}E|\langle\omega^{a}\backslash f’\rangle=0, a=1,2\}$

のように表される. 但し, $f=(f_{1}, f_{\mathit{2};}f_{3})=(f\iota, fc_{1}, fc_{2})\in T_{q}E$であり, $\omega^{a}$ は 2つの独立

した 1形式 (またはコベクトル) であり, 局所座標を用いて,

$\omega^{a}=\omega_{k}^{a}dq^{k}$ , $a=1,2;k=1,2_{:}3$

と書ける. ここに, $q=(q^{1}\backslash , q^{2}, q^{3})=(q\iota, qc_{1}, qc_{2})$ であり, 係数 $\omega_{k}^{a}$ は,

$\omega_{k}^{a}=(=_{1}^{1}$ $01$ $01)$

である 2. キルヒホッフの電流則は, 各点 q\in E で, KCL拘束部分空間 \Delta qCTqE を定め,

局所座標を用いて,

$-f_{L}+f_{C_{1}}=0$ ,
(12)

$-f_{L}+f_{C},$ $=0$

と与えられる.

方, \Delta の零化元△。は, キルヒホッフの電圧則による KVL拘束部分空間を定める. す

なわち, 各点 $q\in E$ で,

$\Delta_{q}^{\mathrm{o}}=\{e\in T_{q}^{*}E|\langle e_{;}f\rangle=0, \forall f\in\Delta_{q}\}$

として与えられる. ここで, $e\in\Delta_{q}^{\mathrm{o}}$ は, KVL拘束空間におけるコベクトルを表し, 未定

乗数 $\mu_{a}$ によって

$e_{k}=\mu_{a}\omega_{k}^{a}$ , $a=1,2’.k=1,2_{\backslash ,\prime}3$

と書くことができる. 但し, $e=(e_{1:}e_{2}., e_{3})=(e\iota’.ec_{1}, ec_{2})$ である.

いま, 式 (II) で与えられたラグランジアン L:TE\rightarrow R について,

d就 $[ \frac{\mathfrak{X}\mathcal{L}}{\partial f^{:}\partial f^{j}}]=0$

21形式’ は完全積分可能であり, KCL拘束はホロノミック拘束である.
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となることから, この L-C直列回路が退化ラグランジュ系であることは明らかである.
そこで, ルジャンドル変換の \Delta \subset TEの像として, 磁束拘束相空間

$P=\mathrm{F}L(\Delta)\subset T^{*}E$

を定義する. 局所座標 $(q_{\backslash }.f)=(q_{L}, q_{C_{1}\backslash }.qc_{2}\cdot f_{L;}f_{C_{1:}}f_{C_{2}})\in\Delta\subset TE$ を用いて, ルジャンド

ノレ変換 $(q,p)=\mathrm{F}\mathcal{L}(q, f)\in T^{*}E$を計算すると,

$(q\iota, qc_{1}, qc_{2},p_{L},p_{C_{1}},p_{C_{2}})=(q_{L},$ $q_{C_{1}\backslash }.q_{C_{2::}}\prime^{\frac{\partial L}{\partial f_{L}}\frac{\partial \mathcal{L}}{\partial fc_{1}}\frac{\partial \mathcal{L}}{\partial fc_{2}})}$.
$=(q_{L:}qc_{1\prime}.q_{C_{2};}Lf_{L},0,0)$

となる. よって,

$p_{L}=Lf_{L\backslash }$. $Pc_{1}=p_{C_{2}}=0$

であり, $Pc_{1}=0_{\backslash }.p_{C_{2}}=0$ は, ディラックの意味での 1次拘束に相当する.
$P$ の各点で定義される $T^{*}E$上のベクトル場 $X$ を

$X(q_{L}., q_{C_{1}\backslash }, qc_{2}, p_{L}.0_{;}0)=(\dot{q}_{L},\dot{q}c_{1},\dot{q}_{C_{2}},\dot{p}_{L},0_{:}0)$ (13)

と書く 3. また, ラグランジアンの微分 $d\mathcal{L}=(q,f_{j}\partial \mathcal{L}/\partial q_{:}\partial \mathcal{L}/\partial f)$ は,

$\mathrm{d}\mathcal{L}(q_{L}, qc_{1},q_{C\mathrm{a}}, f_{L:}fc_{1}, f_{C_{2}})=(0_{}.-\frac{qc_{1}}{C_{1}})-\frac{q_{C_{2}}}{C_{\mathit{2}}},$ $Lf_{L},0,0)$

となることから, ラグランジアンのディラック微分 $\mathfrak{D}\mathcal{L}=(q,$ $\partial \mathcal{L}/\partial f,$ $-\partial \mathcal{L}/\partial q$, f戸は,

$\mathfrak{D}\mathcal{L}\langle q_{L},$
$q_{C_{1}},$ $q_{C_{2}},$ $f_{L},$ $f_{C_{1}},$ $f_{C_{2}}$ ) $=(0, \frac{qc_{1}}{C_{1}}’.\frac{q_{C_{2}}}{C_{\mathit{2}}}:f_{Lt}.fc_{1},$ $f_{G_{2}})$ (14)

となる.

KCL拘束ディストリビューション $\Delta\subset TE$から誘導される丁*E上のディストリビュー

ション $\Delta_{TE}$. は, 局所的に,

$\Delta_{TE}.\cong\{v_{(q.p)}=(q_{:}p,\dot{q}’.\dot{p})|q\in U_{:}\dot{q}\in\Delta(q)\}$

と定義できる. $T^{*}T^{*}E$ の点を $\alpha_{(q,p)}=(q.p,\alpha.u)’.$ と表すと, $\Delta_{TE}$. の零化元は, 局所的に,

$\Delta_{T\cdot E}^{\mathrm{Q}}\cong\{\alpha_{(q,p)}=(q,.p,\alpha, u’)|q\in U, \alpha\in\Delta^{\mathrm{o}}(q), w=0\}$

$.\vee\}$
, 表される. これより, $T^{*}E$上に誘導されるディラック構造 $D_{\Delta}\subset TT^{*}E\oplus T^{*}T^{*}E$ は, 各

点 $(q_{\backslash }.p)\in T^{*}E$ に対して,

$D_{\Delta}(q,p)=\{((q,p_{\backslash }.\dot{q}.,\dot{p}).(q.p,\alpha,u:)\rangle|\dot{q}\in\Delta(q),\backslash w=\dot{q}, \alpha+\dot{p}\in\Delta^{\mathrm{o}}(q)\}$ (15)

3デイラ ‘ノ ‘ クの意味での整合性の条件から 2次拘束 $\dot{P}C_{1}=0,\dot{p}c_{2}=0$が課されていることに注意せよ.
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として定義できる.

よって, 式 (13), (14) および (15) より, ルジャンドル変換 $(q,p)=\mathrm{F}\mathcal{L}(q, f)$ とともに,

山高 $(q,p)$ で

$(X(q,p)’.\mathfrak{D}\mathcal{L}(q’.f))\in D_{\Delta}(q,p)$

が全ての $(q,f)\in\Delta\subset TE$ について成立することから, L-C 直列回路は, 陰的なラグラン

ジュ系 $(\mathcal{L}_{:}\Delta.X)$ として, 局所座標を用いて, 以下のように表される.

$(^{q}q:_{0}^{L} \underline{c_{2}}):p_{L}q0c_{1}=(_{0-1}^{\infty_{0}}-1000001)0000100001000\frac{0}{0}10|_{000}^{000}000(f_{C_{1}}\underline{2})fc_{2}\frac{\underline q_{C}q\circ c0}{c}lf_{L}A1+(\frac{000000}{-1-10110})$ .

但し, 上式は, ルジャンドル変換
$p_{L}=Lf_{L}$

とキルヒホッフ電流則

$=(=_{1}^{1}0101)$

を随伴する.
最終的に, L-C直列回路のダイナミクスは, 以下の, 微分代数方程式によって与えられる.

$\dot{q}_{L}=f_{L},\dot{q}_{C_{1}}=fc_{1},\dot{q}_{C_{2}}=f_{C_{2}\backslash }$
,

$\dot{p}_{L}=\mu_{2},$ $\mu_{1}=\frac{q_{C_{1}}}{C_{1}},$ $\mu_{\mathit{2}}=-\mu_{1}-\frac{qc_{2}}{C_{2}}\backslash$,

$p_{L}=Lf_{L},$ $f_{L}=f_{C_{1}\backslash }$. $f_{L}=f_{C_{2}}$ .

5 おわりに

本稿では, シンプレクティック構造とポアソン構造の両者を–般化したディラック構造
に関連して, 特に, 物理学や工学上の応用として重要となる余接バンドル上に誘導される

ディラック構造について述べた. その上で, ディラック構造を基にして定義される陰的なラ

グランジュ力学の理論的な枠組みについて概説した. この理論では, 非ホロノミックな運

動学的拘束を有する, 退化ラグランジアン系について扱うことが可能となる. 応用例とし
て, 最も簡単な非ホロノミック系である, 床の上を滑らずに転がる垂直ディスクの系, 退
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化ラグランジュ系の例として渦点の系と L-C直列回路を示し, これらがディラック構造と

陰的なラグランジュ系の枠組みで定式化できることを示した.
なお, ディラック構造と陰的なラグランジュ系の理論に関する詳細, および, 本稿では

触れなかった, 内的ラグランジュ系の変分構造や陰的な拘束ラグランジュ系などについて
は, Yoshimura and Marsden [2006] を参照されたい.
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