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概要

近似逆行列は, 大規模で疎な連立 1次方程式に対する有効な前処理の 1つとして
しばしば用いられる. 近年, その計算手法として Sherman-Morrison法が注目を集め
ている. この手法は, 行列分解により近似逆行列を求めている. しかし, この手法の
行列分解の過程には逐次処理が含まれるので, それを並列化することはそれほど簡単
ではない. 本稿では, Sherman-Morrison法による近似逆行列の行列分解の過程を部
分的に並列化する実装について提案し, Pentium Xeon36GHz を 6台塔載した PC
クラスタシステムによる数値実験結果を報告する.

1 はじめに

大型で疎な $n\mathrm{x}n$ の正則行列 $A$ を係数とする連立 1次方程式

$Ax=b$ (1)

を非定常反復法で解く場合, 必要となる反復回数を減少させるために前処理を利用するこ
とが多い. 特に, 近年では近似逆行列を前処理として好んで使用する傾向があり, 通常は
前処理行列 $M^{-1}$ が $M^{-1}\cong A^{-1}$ となるように計算される 近年, Bru ら [5] は Sherman-
Morrison法を用いて近似逆行列を求めることを提案し, この手法によって計算された近
似逆行列が前処理として有効であることを示している. しかし, この手法を用いた近似逆
行列の計算には行列分解に逐次処理が含まれるので, 並列化を行うには不向きであること
が指摘されている.
本稿ではこのような難点を改善するために, Sherman-Morrison法による近似逆行列の
計算を部分的に並列化する手法を提案する. Pentium Xeon 36GHzで構成された PC ク
ラスタシステムによる数値実験の結果から, 提案した手法が優れた台数効果を発揮し, か
つ $\mathrm{M}\mathrm{R}$ 法 [3] による前処理以上に残差ノルムの収束性を改善できることを示す.
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2 Sherman-Morrison法を用いた近似逆行列前処理
ある正則行列 $B$ と $0$ でないベクトル $p,$ $q$ を用いて正則行列 $A$ を

$A=B+pq^{T}$ (2)

のように分解することを考える. このとき $A$ の逆行列は

$A^{-1}=B^{-1}-r^{-1}B^{-1}pq^{T}B^{-1}$ (3)

のように表わすことができる. ただし, $r=1+q^{T}B^{-1}p\neq 0$ である. 式 (3) のことを
Sherman-Morrison の公式 [5] という. 以降, Sherman-Morrison の公式 (3) を用いた行列
$A$ の近似逆行列の計算法を述べる. $A_{0},$ $A_{1},$

$\ldots,$
$A_{n}$ をいずれも正則行列とするとき, 次

の漸化式を定義する.

$A_{k}=A_{k-1}+p_{k}q_{k}^{T}$ , $k=1,2,$ $\ldots,$
$n$ $(4\rangle$

ただし, $r_{k}=1+q_{k}^{T}A_{k-1}^{-1}p_{k}\neq 0$ である ここで, 式 (4) に対して Sherman-Morrison の
公式 (3) を適用すると

$A_{k}^{-1}=A_{k-1}^{-1}-r_{k}^{-1}A_{k-1}^{-1}p_{k}q_{k}^{T}A_{k-1}^{-1}$ (5)

を導くことができる. $A^{-1}=A_{n}^{-1}$ として, $A_{n}^{-1}$ を式 (5) を用いて展開すると

$A^{-1}-0A^{-1}=\Psi\Omega^{-1-\tau}--$ (6)

が得られる. ただし,

$\Psi=$ $[A_{\mathrm{O}}^{-1}p_{1},$ $A_{1}^{-1}p_{2},$
$\ldots,$

$A_{n-1}^{-1}p_{n},]$ , $\Omega=$ diag $[r_{1}, r_{2}, \ldots,r_{n}]$ ,
$—$ $=$ $[q_{1}^{T}A_{0}^{-1},$ $q_{2}^{T}A_{1}^{-1},$ $\ldots,q_{n}^{T}A_{n-1}^{-1}]$

であり, 対角行列 $\Omega$ の対角成分 $r_{k}$ は

$r_{k}=1+q_{k}^{T}A_{k-1}p_{k}$ (7)

である. さらに,

$u_{k}$ $:=p_{k}- \sum_{i=1}^{k-1}\frac{(v_{i}^{T},A_{\overline{0}^{1}}p_{k})}{r_{i}}\text{簡}$ (8)

$v_{k}$ $:=q_{k}- \sum_{i=1}^{k-1}\frac{(q_{k}^{T},A_{0}^{-1}u_{i})}{r_{i}}v$: (9)

と定義すると $A_{k-1}^{-1}p_{k}=A_{0}^{-1}u_{k},$ $q_{k}^{T}A\text{計}l=v_{k}^{T}A_{0}^{-1}$ が成り立つので, 式 (6) と式 (7) はそ
れぞれ

$A_{0}^{-1}-A^{-1}$ $=$ $A_{0}^{-1}U\Omega^{-1}V^{T}A_{0}^{T}$ (10)

$r_{k}=$ $1+q_{k}^{T1}A_{0}u_{k}$ (11)
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Sherman-Morrison formula

1: for $k=1$ to $n$ do
2: $p_{k}=e_{k},$ $q_{k}=(a^{k}-se_{k})^{T}$

3: $u_{k}=p_{k},$ $v_{k}=q_{k}$

4: for $i=1$ to $k-1$ do
5: $\mathrm{u}_{k}=u_{k}-\{(v_{i})_{k}/(sr_{i})\}u_{i}$

6: $v_{k}=v_{k}-$. $\{(q_{k}, u_{i})/(sr_{\mathrm{t}}’)\}v_{i}$

7: endfor
8: for $i=1$ to $n$ do
9: if $|(u_{k})_{1}|<\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{U}$ $\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{f}|(u_{k})_{i}|$

$10$ : if $|(v_{k})_{i}|<\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{V}$ $\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{f}|(v_{k})_{i}|$

$11$ : endfor
12: $r_{k}=1+(v_{k})_{k}/s$

13: endfor

$\text{図}1$ : Sherman-Morrison $\text{法}\backslash$

と書き直すことができる [5]. Bru ら [5] によれば $A_{0}^{-1}-A^{-1}$ が $A$ の近似逆行列 $M^{-1}$ と

なるもっとも簡単な $A_{0},$ $p_{k},$ $q_{k}$ 取り方は

$A_{0}=sI$ , $p_{k}=e_{k}$ , $q_{k}=(a^{k}-s\epsilon_{k})^{T}$ (12)

である. ただし, $a^{k}$ は $A$ の $k$ 番目の列べクトル, $s$ は非負の実数値である. $A_{0}=sI$ と

して, 式 (10) の左辺を $M^{-1}$ とおくと, $M^{-1}=s^{-1}I-A^{-1}$ から $M^{-1}$ は $A^{-1}$ と対角成
分のみが異なることになる. さらに, Bru らは $\rho(A)<s$ を満たす取り方の 1つとして,

$s=1.5$ |1A||\infty 。の選択を提案している. 従って, 4章における数値実験でもこの値を使用
する.

$A_{0},$ $p_{k},$ $q_{k}$ を式 (12) のように取ると, 式 (8), (9), (11) はそれぞれ

$\mathrm{u}_{k}=p_{k}-\sum_{i=1}^{k-1}\frac{(v_{i})_{k}}{sr_{i}}u$: (13)

$v_{k}$ $=$ $q_{k}- \sum_{i=1}^{k-1}\frac{(q_{k},u_{i})}{sr_{1}}v_{i}$ (14)

$r_{k}$ $=$ $1+(v_{k})_{k}/s$ (15)

となり, 式 (10) から前処理行列 $M^{-1}$ は

$M^{-1}=s^{-1}I-A^{-1}=s^{-2}U\Omega^{-1}V^{T}$ (16)

となる. ただし, $(v_{1})_{k}$ はベクトル $v$: の $k$ 番目の要素である 従って, Sherman-Morrison
法に基づいて近似逆行列を求めるには, 式 (13) から式 (15) を用いて式 (16) の右辺のよ
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うに行列分解を行えばよい. 式 (16) は, $M^{-1}$ と $A^{-1}$ が理論上は対角成分のみが異なると
いうことを意味している. ただし, 実際には計算量を少なくするために $U$ と $V$ の非零要
素すべてを求めることはせず, 適当な閾値を設けてそれよりも絶対値の小さい非零要素の
切り捨てを行う. これらをまとめると Sherman-Morrison法による近似逆行列前処理の実
装は図 1のようになる. 図 1の 9, 10行目が非零要素の切り捨ての処理であり, $U,$ $V$ の

$k$ 列目のベクトルにおける $i$ 番目の要素 $(u_{k})_{i}$ , (v崩の絶対値がそれぞれ閾値 tolU, tolV
よりも小さいとき, これらの要素は切り捨てられることになる. Sherman-Morrison法に
よる行列分解で問題となるのは, 式 (13) と式 (14) による $u_{1}\ldots,$ $u_{k}$ と $v_{1}\ldots,$ $v_{k}$ の計算
が逐次処理となり並列化がそれほど簡単にはできないということである.

3 Sherman-Morrison法前処理の並列化

3.1 行列分解の問題点

Sherman-Morrison 法による近似逆行列の計算の実装では, 式 (13) と式 (14) にによる
$u_{k}$ と $v_{k}$ の計算に $\mathrm{u}_{1},$ $u_{2},$

$\ldots,$
$\mathrm{u}_{k-1},$ $v_{1},$ $v_{2},$

$\ldots,$ $v_{k-1}$ 及び $r_{1},$ $r_{2},$ $\ldots,$ $r_{k-1}$ が必要であり,
行列 $U$ と $V$ の並列実装がそれほど簡単ではない. 本節では各セルの行列分解において,
列べクトルの計算を通信と交互に行うことで, 式 (13) と式 (14) の実装を部分的に並列化
して行列 $U$, $V,$ $\Omega$ の計算の高速化を実現する.

3.2 行列の割り当て

Sherman-Morrison法を用いて近似逆行列前処理を求める場合, 行列 $U,$ $V,$ $\Omega$ を計算す
ることが必要となる. 本稿では, 3つの行列の各列ベクトル $u_{k},$ $v_{k},$ $r_{k}$ を各セルへ均等
に分割することを考える. 行列の次元数と使用するセル台数がそれぞれ $n,$ $d$ である場合,
行列 $U$ の列べクトルの分割は

$U=\{u_{1},$
$\ldots,$ $u_{m)}\tau_{kn+1},$$\ldots,u_{2m\cdot\cdot\%-m+1}\vee\vee’.,\vee^{*\}}’\ldots$,
セル $0$ セ)1 セ)d-l

となるように行う. ここで, m は各セルの担当する列べクトルの個数であり, $m=n/d$
である. 本節では列べクトルが各セルに均等に割り当てられることを想定しているが, 特
に行列の焼野がセルに均等に割り当てられない場合, $l=\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (n, d)$ とすると $0$から $l-1$
番目までのセ)は integer$(n/d)+1$ 列だけ担当して, $l$ 番目以降のセルは interger$(n/d)$

列だけ担当することになる. ただし, integer$(n/d)$ は $n/d$ の整数部分を表す 行列 $V$ と
$\Omega$ の列べクトルも同様にして割り当てられるが, $\Omega$ は対角行列であるため対角要素 $r$: の
みが各セルに割り当てられる. なお, 係数行列 $A$ は行方向に分割され, $l$ 番目のセルが
$ml+1$ 行 $n$ 列から $(l+1)m$ 行 $n$ 列までの非零要素を担当する.
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セル ステップ 1 ステップ 2 ステップ 3 ステップ 4
$0$ $G_{1}$ から $G_{\tilde{m}}$ をロー $G_{\tilde{m}+1}$ から $G_{2\tilde{m}}$ を $G_{2\overline{m}+1}$ から $G_{3\overline{m}}$ $G_{3\tilde{m}+1}$ から $G_{4\tilde{m}}$

カルで計算してか ローカルで計算し をローカルで計算 をローカルで計算
ら他のセルに送信 てから他のセルに してから他のセル してから他のセル

送信 に送信 に送信

1 なにもしない $G_{1}$ から $G_{\overline{m}}$ を用い $G_{\overline{m}+1}$ から $G_{2\overline{m}}$ を $G_{2\overline{m}+1}$ から $G_{3\tilde{m}}$

て $G_{m+1}$ から $G_{2m}$ 用いて $G_{m+1}$ から を用いて $G_{m+1}$ か
を更新 $G_{2m}$ を更新 ら $G_{2m}$ を更新

2 なにもしない $G_{1}$ から $G_{\tilde{m}}$ を用 $G_{\tilde{m}+1}$ から $G_{2\tilde{m}}$ を $G_{2\tilde{m}+1}$ から $G_{3\tilde{m}}$

いて $G_{2m+1}$ から 用いて $G_{2m+1}$ から を用いて $G_{2m+1}$ か
$G_{3m}$ を更新 $G_{3m}$ を更新 ら $G_{3m}$ を更新

$d-1$ なにもしない $G_{1}$ から $G_{\overline{m}}$ を用 $G_{\tilde{m}+1}$ から $G_{2\tilde{m}}$ を $G_{2\overline{m}+1}$ から $G_{3\tilde{m}}$

いて $G_{n-m+1}$ から 用いて $G_{n-m+1}$ かを用いて $G_{n-m+1}$

$G_{n}$ を更新 ら $G_{n}$ を更新 から $G_{n}$ を更新

セル ステップ 5 ステップ 6 ステップ 7
$0$ なにもしない なにもしない なにもしない

1 $G_{3\tilde{m}+1}$ から $G_{4\tilde{m}}$ $G_{m+\tilde{m}+1}$ から $G_{m+2\overline{m}+1}$ から
を用いて $G_{m+1}$ か $G_{m+2\tilde{m}}$ をローカ $G_{m+3\tilde{m}}$ をローカ
ら $G_{2m}$ を更新. ルで計算してから ルで計算してから
$G_{m+1}$ から $G_{m+\overline{m}}$ 他のセルに送信 他のセルに送信
をローカルで計算
してから他のセル
に送信

2 $G_{3\overline{m}+1}$ から $G_{4\overline{m}}$ $G_{m+1}$ から $G_{m+\tilde{m}}$

$G_{m+2\tilde{m}}G_{m+\tilde{m}+1}$ を用かいてらから
を用いて $G_{2m+1}$かを用いて $G_{2m+1}$ か
ら $G_{3m}$ を更新 ら $c_{\mathrm{s}m}$ を更新 $G_{2m+1}$ から $G_{3m}$

を更新

$d-1$ $G_{3\tilde{m}+1}$ から $G_{4\overline{m}}$ $G_{m+1}$ から $G_{m+\overline{m}}$ $G_{m+\overline{m}+1}$ から
を用いて $G_{n-m+1}$ を用いて $G_{n-m+1}$ $G_{m+2\tilde{m}}$ を用いて
から $G_{n}$ を更新 から $G_{n}$ を更新 $G_{n-m+1}$ から $G_{n}$

を更新

図 2: $G_{k}$ を並列計算するしくみ ($m/\tilde{m}=4$ の場合)
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3.3 前処理行列の実装

32節で述べたように列べクトルを各セルに割り当て, 式 (13) と式 (14) を用いて $u_{k}$

と $v_{k}$ を計算することを考える. 式 (13) と式 (14) はローカルに計算できる部分と通信を
行うことで計算できる部分の 2つに分けることができる. ただし, $n$ は $d$ で割り切れる
ものとし $m=n/d$ として考えることにする. このような場合, $l$ 番目のセルが担当する
$U,$ $V,$ $\Omega$ の列べクトルは $lm+1$ から $(l+1)m$ 番目までの $m$ 個である. 今, 式 (13) を

$\mathrm{u}_{k}=p_{k}-\sum_{i=1}^{lm}\frac{(v_{1})_{k}}{sr_{i}}u:-\sum_{i=lm+1}^{k-1}\frac{(v_{i})_{k}}{sr_{i}}u_{i},$ $k=lm+1,$ $\ldots,$ $(l+1)m$ (17)

のように分割すると, 通信を行うことで計算できる部分は, 式 (17) の右辺第 2項であり,
この計算は別のセルからデータを受信することによってはじめて計算可能となる. それ
に対して, ローカルに計算できる部分とは式 (17) の右辺第 3項であり, これらは他のセ
ルからデータを受信することなしに計算できる. 式 (17) の第 2項で用いられているベク
トルを別のセルから受信していないと $u_{lm+1}$ が得られないので, 第 2項の計算が終わら
ないと第 3項の計算を開始できないことが問題となる. 従って, 通常 l 番目のセルは 0か
ら $l-1$ 番目までのセルの計算が終わらないと計算を開始することができない. しかし,
各セルが担当する列べクトルの計算と通信を交互に行うことで, 式 (13) と式 (14) の計
算を部分的に並列化することは可能である. つまり, あるセルが自分の担当する $U,$ $V,$ $\Omega$

の列べクトルを何個か計算して, すべての計算が終わらないうちに途中で列べクトルを別
セルに送信することになる. このときデータを送信したセルにはまだ計算すべきベクト
ルが残っているので, 以降はこのセルとこのセルからデータを受信した残りのセルとで並
列に動作することができる. 例えば, おのおののセルが $U,$ $V,$ $\Omega$ の列べクトルをそれぞ
れ 8個ずつ担当している場合を考える. この場合, もしセル 0が 8聴すべて計算してから
通信を行うと通信回数は 1回で済むが, セル 0の計算が終了しないと 1番目以降のセルは
動作しないことになる. それに対して, セル 0が 2個だけ計算してデータを残りのセルに
送信すると, 次のステップでは 1番目以降のセルは受信したデータを使って自分の担当す
る列べクトルを更新でき, セル Oは次の 2個の列べクトルをローカルに計算できる. 従っ
て, 最初のステップでは並列に動作していないが, それ以降のステップでは並列計算が行
われることになる. このことは式 (14) にもあてはまり, 同様にして並列化することがで
きる. ここで,

$G_{k}:=\{u_{k}, v_{k}, r_{k}\}$ (18)

を定義し, 以降の説明では集合 $G_{k}$ を用いて説明する. さらに, 各セルの担当する $G_{k}$ の

個数つまり $U,$ $V,$ $\Omega$ のそれぞれの列べクトルの個数を $m,$ $1$ 回に通信する $G_{k}$ の個数を
$\tilde{m}$ , 使用するセル台数を $d$ とおくことにする. このような部分的な並列化をより –般化
してまとめると図 2のように表現できる. m/挽が通信回数に相当し, 図 2の例ではこの
回数は 4である. 通信回数が多くなれば 1 ステップ目におけるセル 0の計算が早く終わる
ので, 全セルの動作する 2 ステップ目の開始時間が早くなるが, 通信回数も増大すること
になる. 従って, 1 ステップごとに計算する列べクトルの個数である $\overline{m}$ を小さくしても
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必ずしも並列処理効率が向上するとは限らない. つまり, $\tilde{m}$ を増加させることが必ずし
もセルの台数効果を向上させることには結び付くとは限らない. 1回に通信する $G_{k}$ の個

数勉の最適な値は並列計算システムの通信性能などに依存する. 本稿では $\tilde{m}$ を以降ブ
ロック数と呼ぶことにする. 1 セ転の担当する $G_{k}$ の個数 $m$ が割り切れない場合には余
りの個数分だけ最後に通信を行う. 例えば, m=501で mm\tilde =100なら通信は全部で 6回
必要であるが, 最初の 5回の通信で $G_{k}$ をそれぞれ 100個ずつ他セルに送信し, 最後の 6
回目の通信で余りの 1個だけ送信を行うことになる.

4 数値実験

数値実験には Pentium X\mbox{\boldmath $\omega$}n36GHz を 2台塔載したノードを 3つ用意し, それらをネッ
トワークで接続した PC クラスタシステムを用いた. 各ノードのメモリ塔載量は 1GBであ
る. 最初に 6台のセルを用いて Sherman-Morrison法における前処理の計算でブロック数
を変化させ適切な $\tilde{m}$ を決定した. 次に, セル台数を 1, 2, 4, 6台と変更させて Shermt-
Morrison 法による前処理を計算したときの並列処理効率を計測した, さらに 6台のセル
で, Sherman-Morrison法による前処理と $\mathrm{M}\mathrm{R}$法による前処理を GMRES$(m)$ 法 [1] に適用
してそれぞれの性能を評価した. 連立 1次方程式の初期近似解は Oベクトル, GMRES$(m)$

法の反復終了条件は
$||r_{i}||_{2}/||b||_{2}<1.0\mathrm{x}10^{-12}$ (19)

とした. ただし, $r_{i}$ は GMRES $(m)$法の $i$ 回目の反復における残差ベクトルである. Sherman-
Morrison法に関する各種の値として, tolU と tolV には 0.1もしくは 0.01を設定した. ス

カラ $s$ には 2章で述べたように, Bru ら [5] にならって $s=1.5$ ||A||\infty 。とした. また,
$\mathrm{M}\mathrm{R}$法の非零要素の切り捨てを行う閾値を $\mathrm{t}\mathrm{o}1$ とし, この値にも 0.1もしくは 0.01とした.
$\mathrm{M}\mathrm{R}$法の反復の初期値となる行列には単位行列 $I$ を選択し, この前処理計算法の反復回
数を imax として, この値には 1から 3を設定した.

[数値例 1] 正方領域 $=[0,1]^{2}$ における以下のような偏微分方程式の境界値問題を
考える [4].

$- \frac{d}{dx}[\{\exp(-xy)\}u_{x}]-\frac{d}{dy}[\{\exp(xy)\}u_{y}]+10.0(u_{x}+u_{y})-60.0u=f(x, y)$
(20)

$u(x, y)|_{\partial\Theta}=1+xy$

上記の偏微分方程式を 5点中心差分を用いて格子点数 192 $\mathrm{x}192$で離散化を行い, 36,864次
元の連立 1次方程式を得た. ただし, $f(x$ ,のは厳密解が $u(x, y)=1+xy$ となるように設定
した. 最初に, ブロック数 $\tilde{m}$ を変化させて Sherman-Morrison法により近似逆行列を計算
するのにかかる時間を計測した. 表 1より閾値が tolU $=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{V}=0.1$ と tolU $=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{V}=0.\mathrm{O}1$

のいずれの場合も通信回数が 128回の時つまり $\tilde{m}=48$ のときに $M^{-1}$ の計算時間は最小
になった. 従って, この事実に基づき, 残差ノルムの収束評価を行う数値実験ではプロツ
ク数にこの値を設定した. 次に, Sherman-Morrison法による $M^{-1}$ の計算時間をセル台
数を 1台から 6台まで変化させて計測した結果を図 3に示した. ただし, 各セル台数と
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表 1: 数値例 1: Sherman-Morrison法のブロック数と計算時間の関係

$\mathrm{C}6\#$’

図 3: 数値例 1: Sherman-Morrison法による前処理計算の台数効果, (tolU $=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{V}=0.\mathrm{O}1$ ),
$\mathrm{A}$ : 理想, $\mathrm{B}$ : 実際

も通信回数が 128回となるようにブロック数の値を設定している. セルを 6台使用する
と台数効果は 4台までのときに比べて低下しているものの, 理想の 9O%程度の速度向上が
得られた. 従って, 本稿で提案した部分的な並列化でも Sherman-Morrison法による前処
理の計算にはセル台数に応じて計算時間を短縮できると考えられる.
次に, $\mathrm{M}\mathrm{R}$法による前処理と Sherman-Morrison法による前処理をそれぞれGMRES$(m)$

法に適用して, 残差ノルムの収束に関する数値実験を行った. 表 2には GMRES(m) 法の
残差ノルムが式 (19) の収束判定条件を満たすまでにがかった計算時間と反復回数を示し
ている. また, この表における計算時間には各前処理行列を計算するのにがかった時間も
含まれており, 2列目に示されている値がその計算時間である. MR法による前処理を適用
した場合, $\mathrm{t}\mathrm{o}1=0.1$ かつ imax $=1$ の場合のみ GMRES(40) 法が収束した. このときの計
算時間は Sherman-Morrison法を適用したどの場合よりも早く収束している. しかし, そ
れ以外の場合では $\mathrm{M}\mathrm{R}$法の前処理を適用しても GMRES$(m)$ 法は 1時間以内には収束しな
かった. それに対して, Sherman-Morrison 法による前処理を適用した場合, GMRES(20)
法の tolU $=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{V}=0.1$ の場合を除いて GMRES $(m)$ 法はすべて 10分以内に収束してい
る. 従って, 後者による前処理の方が前者よりも安定して残差ノルムが収束することに
なる.

[数値例 2] Florida Sparse Matrix Collection [6] のデータベースにある行列の 1つであ
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表 2: 数値例 1: 連立 1次方程式の計算時間と反復回数, (time: 計算時間 (秒), iter: 反復
回数)

表 3: 数値例 2: Sherman-Morrison 法のブロック数と計算時間の関係

る “$\mathrm{a}\mathrm{f}23560$” を係数とする連立 1次方程式を解く. この係数行列の次元数と非零要素数は
それぞれ 23560, 460456であり, 係数行列の疎構造は数値例 1で扱ったものに比べて不規則
である. 連立 1次方程式の右辺ベクトル $b$ は厳密解の要素がすべて 1.0となるように設定さ
れている. 数値例 2の係数行列では, 必ずしも次元数 n がセル台数 d=6で割り切れると
は限らない. この場合, 次元数は $n=23560$ なので, integer$(n/d)=3926,$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (n, d)=4$

となる. 従って, セル 0から 3まで担当するベクトルの次元数は m $=3927$, セル 4から
5までは $m=3926$ となる. また, 数値例 2では $\tilde{m}$ に必ずしも $m$ を割り切ることができ
ない値を設定している. この場合 33節で述べたように, 最後に $m$ を $\tilde{m}$ で割った余り
の分だけを送信することになる. これらのことを踏まえて最適なブロック数 m- の計測結
果を表 3に示した tolU $=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{V}=0.1$ のとき $\overline{m}=246$ のときに計算時間は最小となっ
た. 従って, 残差ノルムの収束評価の実験で Sherman-Morrison 法による前処理を用いる
ときは, $\tilde{m}=246$ を用いることにした なお, tolU $=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{V}=0.\mathrm{O}1$ のとき 1時間以内に
前処理行列を計算できなかったので掲載を省略した. 次にこの係数行列について, 数値
例 1同様に, セル台数を変化させて Sherman-Morrison法の前処理にかかる計算時間を計
測し, この結果を図 4に示す. この例では数値例 1ほどの台数効果は望めないものの, 6
台使用したときでも 4倍近い速度向上が観測されており, 理想の 2/3程度の性能が得られ
た. 従って, 本稿で提案した Sherman-Morrison法による前処理の並列化は, このように
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$\mathrm{c}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

図 4: 数値例 2: Sherman-Morrison法による前処理計算の台数効果, (tolU $=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{V}=0.1$ ),
$\mathrm{A}$ : 理想, $\mathrm{B}$ : 実際

表 4: 数値例 2: 連立 1次方程式の計算時間と反復回数, (time: 計算時間 (秒), iter: 反復
回数)

非零要素の並びが比較的不規則な問題でも効果を発揮すると考えられる. 表 4には, 数
値例 1と同様に収束判定条件を満たすまでに要したGMRES $(m)$ 法の計算時間と反復回数
を示した. 前処理なしでは GMRES(m) 法は収束しなかった. また, MR法による前処理
を適用しても収束性は改善されなかった. それに対して Sherman-Morrison 法で前処理を
計算すると, 閾値 tolU $=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{V}=0$ . 1では残差ノルムは収束しなかったが, これらの値を
0.01にして非零要素の切り捨てを少なくすると残差ノルムは収束している. この前処理
計算には MR法で反復を 3回にした場合よりも計算時間がかかっているが, MR法で前処
理を計算しても残差ノルムが収束しなかったことを考慮すると, 前処理計算のコストが割
高となっても Sherman-Morrison法を用いる価値があるといえる.
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表 5: 数値例 3: Sherman-Morrison法のブロック数と計算時間の関係

$\mathrm{c}\circ u$

図 5: 数値例 3: Sherman-Morrison法による前処理計算の台数効果, (tolU $=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{V}=0.\mathrm{O}1$),
$\mathrm{A}$ : 理想, $\mathrm{B}$ : 実際

[数値例 3] $n=240000$ とするとき, 次のようなブロック対角行列

$A=\in R^{n\mathrm{x}n}$ (21)

を係数とする連立 1次方程式を考える [2]. ただし,

$A_{j}=\in R^{2\mathrm{x}2}$ , $j=0,1,$ $\ldots,\tilde{n}$ (22)

かつ $\tilde{n}=120000$ である. 厳密解の要素はすべて $[0,1]$ の範囲の乱数として右辺 $b$ を設定
した. $\lambda_{:m,j}$ は [-1, 1] の範囲の乱数とし, $\lambda_{r\mathrm{e},j}$ は $[10^{-3},10^{-2}]$ の範囲の乱数として設定
した、 最初に通信回数を変化させて, セル 6台で Sherman-Morrison法による前処理計算
にかかる時間を計測した結果を表 5に示した. 通信回数が 64, つまり $\overline{m}=625$ のときに

計算時間が最小になったので, 残差ノルムの収束評価の実験でプロツク数はこの値を用い
た. 次に, 数値例 1と 2と同様の手順でセル台数を変化させて, Sherman-Morrison 法に
よる前処理計算に要する時間の計測結果を図 5に示した. この例では, セル 6台で理想
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表 6: 数値例 3: 連立 1次方程式の計算時間と反復回数, (time: 計算時間 (秒), iter: 反復
回数)

$\mathrm{z}\mathrm{o}\xi$ 02
フ 1

lterations

(a). 残差ノルム $\mathrm{v}\mathrm{s}$ . 計算時間 (b). 残差ノルム $\mathrm{v}\mathrm{s}$ . 反復回数

図 6: 数値例 3: GMRES(40) 法の残差ノルムの収束する様子 $\mathrm{A}$ : 前処理なし, $\mathrm{B}:\mathrm{M}\mathrm{R}$ 法
( $\mathrm{t}\mathrm{o}1=0.\mathrm{O}1$ , imax $=1$ ), $\mathrm{C}$ : Sherman-Morrison $\text{法}$ (tolU $=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{V}=0.\mathrm{O}1$ )

の 60%程度の速度向上が得られた. さらに, 数値例 1と 2同様に GMRES(m) 法の残差ノ
ルムが収束するまでに要した計算時間と反復回数を表 6に示す. 前処理なしの場合残差
ノルムは収束するものの, その反復回数は Sherman-Morrison法を適用したときよりも約
1000倍余計にかかっている. また, MR法による前処理を適用すると前処理の適用する時
間は Sherman-Morrison法とほぼ同じであるが, 残差ノルムの収束を改善することはでき
ず, かえって収束を悪化させている. -方, Sherman-Morrison法を適用した場合, 前処理
計算だけで 17分程度かかっている. しかし, この計算時間を埋め合わせるだけの反復回数
の減少が見られており, 前処理の計算時間を考慮しても残差ノルムの収束にかかる計算時
間は前処理なしの場合よりも少ない. さらにこのような例について, 図 6に GMRES(40)
法の残差ノルムの収束する様子を示す. 前処理なしでも残差ノルムは計算時間に対して
定の速度で収束している. -\rightarrow 方, Sherman-Morrison法を適用した GMRES(40) 法の残差
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ノルムは途中の 1000秒過ぎから急激に $1.0\cross 10^{-12}$ 付近まで下降している. これは 1000

秒付近まで前処理の計算をしており, この後 24回の反復回数ですぐに収束したことが原
因である. MR法による前処理を適用した場合, 前処理の計算が終了した 900秒くらいか
ら急激に残差ノルムが減少しているものの, その収束は長続きせず 1500秒付近から停滞
しており前処理としての効果が発揮されていない.

5 結論
本稿では, Sherman-Morrison 法により近似逆行列を求める手順を並列化する手法につ
いて提案した. 行列分解を行う過程が逐次処理のため, この近似逆行列の計算の並列化は
それほど簡単ではなかった. しかし, 行列分解において列べクトルを $\tilde{m}$ 窟だけ計算する
度に通信を行い, このような計算と通信を交互に繰り返すことにより部分的な並列化が可
能となり, その速度向上にも–定の効果が認められた. 従って, 本稿で提案した手法は,
$\mathrm{P}\mathrm{C}$ クラスタシステムの環境で Sherman-Morrison 法による前処理計算を高速化すること
が可能である.
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