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1 はじめに

統計的推測において, 位置尺度母数分布モデルは基本的であり, 適当な損失関数の下で
リスクを最小にする推定量を求める問題は重要である. いくっかの損失関数の下での最
小のリスクをもつ共変推定量 (minimum risk equivariant, 略して MRE推定量) の形は既
に得られていて, そこでは補助統計量に基づく条件付分布が重要な役割を果たし, 特に, 2
乗損失の下での MRE推定量を具体的に求めることができる (Reid [R95], Lehmann and
Casella [LC98] $)$ . -方, 実験などにおいては, 時間に比例して観測されるデータを扱うこと
がある. このような場合, 線形回帰モデルが有用であり, これは位置尺度母数分布族と類
似したモデルと捉えられる. しかし, この線形回帰モデルの下での共変推定量については,
従来あまり論じられていなかった (Takeuchi[Ta03]).
本論では, 時間を伴うある線形回帰モデルにおいて, 2乗損失の下での位置及び尺度共変
推定について考察する. まず, このモデルにおける共変等定量を定義し, [LC98] と同様の
方法で, 2乗損失の下での MRE推定量の構成について論じ, その具体例として正規分布,
一様分布を挙げる. さらに, 小方・赤平 [OA04] に基づいて, MRE推定量の条件付信頼区
間への応用を試みるとともに, その信頼区間の妥当性についても数値的に確かめる.

2 設定
確率変数 $X_{1},$

$\cdots,$ $X_{n}$ が,

$X_{i}=\mu+\alpha t:+\sigma U_{i}$ $(\alpha\in R^{1}, \sigma\in R^{+}:=(0, \infty))$ $(i=1, \cdots, n)$ (2.1)

を満たすとする. ただし, $U_{i}$ $(i=1, \cdot. . ,n)$ はたがいに独立にいずれも確率密度関数
(probability density function, 略して p.d.f.) $f(u)$ をもつ分布に従う確率変数とし, $\mu\in$

$R^{1},$ $t_{1},$ $\cdots,$
$t_{n}\in R^{+}$ は既知の定数とする. ここで, $t_{1},$ $\cdots,$

$t_{n}$ は時間と見なすことができ
る. このとき, 各 $X_{i}$ の p.d工は $(1/\sigma)f((x_{i}-\mu-\alpha t_{i})/\sigma)(i=1, \cdots, n)$ となり, 確率ベク
トル $X:=(X_{1}, \cdots,X_{n})$ の同時 (joint $(\mathrm{j}.)$ ) $\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}$. は

$f_{X}(x):= \frac{1}{\sigma^{n}}\prod_{1=1}^{n}f(\frac{x_{1}-\mu-\alpha t_{1}}{\sigma})$ (2.2)

となる. ただし, $x:=(x_{1}. \cdots, x_{n})$ とする. そして, $X,$ $t:=(t_{1}, \cdots, t_{n})$ に基づいて, $\alpha,$
$\sigma$ の

推定を行うことを考える.
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定義 2.1 推定量 $\hat{\alpha}(X),\hat{\sigma}(X),$ $\delta(X),$ $\psi(X)$ が,任意の $\alpha\in R^{1},$ $\sigma\in R^{+}$ に対して

$\hat{\alpha}(X+\alpha t)=\hat{\alpha}(X)+\alpha$ (2.3)
$\hat{\sigma}(\sigma X)=\sigma\hat{\sigma}(X)$ (2.4)
$\delta(\sigma X+\alpha t)=\sigma\delta(X)+\alpha$ (2.5)
$\psi(\sigma X+\alpha t)=\psi(X)$ (2.6)

を満たすとき, $\hat{\alpha}(X),\hat{\sigma}(X),$ $\delta(X),$ $\psi(X)$ をそれぞれ位置共邪推定量 (location equiv-
ariant estimator) , 尺度共変推定量 (scale equivariant estimator),位置尺度共変推
定量 (location-scale equivariant estimator).不変推定量 (invariant estimator) とい
う.

3 最小リスク共変推定量の構成
31 $\alpha$ が未知, $\sigma$ が既知の場合

まず, (2.1) において, $\alpha$ は未知, $\sigma$ は既知とする. このとき, 一般性を失うことなく $\sigma=1$

とできるから, $X$ の $\mathrm{j}.\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}.(2.2)$ は

$f_{X}(x)= \prod_{1=1}^{n}f(x:-\mu-\alpha t_{i})$ (3.1)

となる. このとき, $X$ に基づく位置共変推定量を用いて $\alpha$ を推定することを考える. いま,
損失関数を $L(d, \alpha):=(d-\alpha)^{2}$ ( $2$ 乗損失) とし, リスクを平均損失で定義すれば, 任意の
位置共変推定量 $\hat{\alpha}(X)$ のリスクは,

$E_{\alpha}[L(\hat{\alpha}(X), \alpha)]=E_{\alpha}[(\hat{\alpha}(X)-\alpha)^{2}]$

$= \int_{-\infty}^{\infty}\cdots\int_{-\infty}^{\infty}\{\hat{\alpha}(x_{1}, \cdots, x_{n})-\alpha\}^{2}\prod_{1=1}^{n}f(x_{1}-\mu-\alpha t_{i})dx_{1}\cdots dx_{n}$

$= \int_{-\infty}^{\infty}$ . . . $\int_{-\infty}^{\infty}\{\hat{\alpha}(x_{1}-\alpha t_{1}, \cdots, x_{n}-\alpha t_{n})\}^{2}.\prod_{*=1}^{n}f(x_{i}-\mu-\alpha t_{1})dx_{1}\cdots dx_{n}$

となる. ここで, $y_{i}:=x_{i}-\alpha t_{i}(i=1, \cdots, n)$ と変数変換するとやコビアン $J=.\partial(x_{1}, \cdots, x_{n})/$

$\partial(y_{1}, \cdots, y_{n})$ について, $|J|=1$ であるから,

$E_{\alpha}[L( \hat{\alpha}(X), \alpha)]=\int_{-\infty}^{\infty}\cdots\int_{-\infty}^{\infty}\{\hat{\alpha}(y_{1}, \cdots,y_{n})\}^{2}\prod_{1=1}^{n}f(y_{2}-\mu)dy_{1}\cdots dy_{n}$

となるので, $\hat{\alpha}(X)$ のリスクは $\alpha$ に依存しない.

定理 3.1 $\hat{\alpha}_{0}(X)$ を任意の位置共変推定量とする. このとき, $\hat{\alpha}(X)$ が位置共変推定量にな
るための必要十分条件は

$\hat{\alpha}(X)=\hat{\alpha}_{0}(X)+u(X)$ (3.2)
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と表せることである. ただし, $u(x)$ は任意の $x\in R^{n},$ $\alpha\in R^{1},$ $t\in R^{n}$ に対して

$u(x+\alpha t)=u(x)$ (33)

を満たすとする.

証明 (3.2),(3.3) が成り立つと仮定すると,任意の $\alpha\in R^{1}$ に対して,

$\hat{\alpha}(X+\alpha t)=\hat{\alpha}_{0}(X+\alpha t)+u(X+\alpha t)$

$=\hat{\alpha}_{0}(X)+\alpha+u(X)$

$=\hat{\alpha}(X)+\alpha$

となるから, $\hat{\alpha}(X)$ は位置共変推定量になる.
逆に, $\hat{\alpha}(X)$ が位置共面諭定量であるとし,

$u(X):=\hat{\alpha}(X)-\hat{\alpha}_{0}(X)$

とおくと,

$u(X+\alpha t)=\hat{\alpha}(X+\alpha t)-\hat{\alpha}_{0}(X+\alpha t)$

$=(\hat{\alpha}(X)+\alpha)-(\hat{\alpha}_{0}(X)+\alpha)$

$=\hat{\alpha}(X)-\hat{\alpha}_{0}(X)$

$=u(X)$

となるから, (3.2),(3.3) が成り立つ. 口

定理 3.2 関数 $u(x)$ が (3.3) を満たすための必要十分条件は, $n\geq 2$ のとき, $u(x)$ が $y$: $:=$

$x_{i}-(t_{i}/t_{n})x_{n}(i=1, \cdots, n-1)$ の関数になることであり, $n=1$ のとき, $u(x)$ が定数にな
ることである.

証明 $n=1$ のときは明らかなので, $n\geq 2$ のときを示す. まず, $u(x)$ が (3.3) を満たすと
すると,

$u(x)=u(x- \frac{x_{n}}{t_{n}}t)$

$=u(x_{1}- \frac{t_{1}}{t_{n}}x_{n},$
$\cdots,$ $x_{n-1}- \frac{t_{n-1}}{t_{n}},0)$

$=:v(y_{1}, \cdots, y_{n-1})$

となるので, $u(x)$ は $y::=x_{i}-(t_{1}/t_{n})x_{n}(i=1, \cdots,n-1)$ の関数になる.
逆に, $u(x)$ が $y_{i}:=x_{i}-(t_{1}/t_{n})x_{n}(i=1, \cdots,n-1)$の関数であるとすると,

$u(x+ \alpha t)=v(x_{1}+\alpha t_{1}-\frac{t_{1}}{t_{n}}(x_{n}+\alpha t_{n}),$ $\cdots$ , $x_{n-1}+ \alpha t_{n-1}-\frac{t_{n-1}}{t_{n}}(x_{n}+\alpha t_{n}))$

$=v(x_{1}- \frac{t_{1}}{t_{n}}x_{n},$
$\cdots,$ $x_{n-1}- \frac{t_{n-1}}{t_{n}}x_{n})$

$=u(x)$
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となり, (3.3) を満たす. 口

定理 33 各 $i=1,$ $\cdots,$ $n-1$ について $\mathrm{Y}_{i}:=X_{i}-(t_{i}/t_{n})X_{n}$ とすると, $\mathrm{Y}:=(\mathrm{Y}_{1}, \cdots, \mathrm{Y}_{n-1})$

の分布は $\alpha$ に依存しない, すなわち, $\mathrm{Y}$ は補助統計量になる.

証明 まず, $Y_{i}:=X_{1}-(t_{i}/t_{n})X_{n}(i=1, \cdots, n-1),$ $S:=(X_{n}/t_{n})$ と変数変換すると,

となり, ヤコビアン $J=\partial(x_{1}, \cdots, x_{n})/\partial(y_{1}, \cdots, y_{n-1}, s)$ について, $|J|=t_{n}$ であるから,
$(\mathrm{Y}, S)$ の j.p.d.f. は

$f_{Y,S}(y, s)=t_{n} \prod_{1=1}^{n}f(y_{i}+t_{1}s-\mu-\alpha t_{\mathrm{t}})$ (3.4)

となる. ただし,便宜上, $y_{n}=0$ とする よって, $\mathrm{Y}$ の周辺 (marginal $(\mathrm{m}.)$ ) $\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}$. は

$f_{\mathrm{Y}}(y)= \int_{-\infty}^{\infty}t_{n}.,\prod_{=1}^{n}f(y_{i}+t:s-\mu-\alpha t_{1})ds$

$= \int_{-\infty}^{\infty}t_{n}\prod_{1=1}^{n}f(y_{i}-\mu-(\alpha-s)t:)ds$

となり, $s’:=\alpha-s$ と変数変換すると,

$f_{\mathrm{Y}}(y)= \int_{-\infty}^{\infty}t_{n}.\prod_{1=1}^{n}f(y:-\mu-s’t_{i})ds’$ (3.5)

となる. よって, $\mathrm{Y}$ の分布は $\alpha$ に依存しない. $\square$

定理 3.1, 定理 32, 定理 33より,位置共変推定量全体のクラス $\mathcal{L}$ は, 補助統計量 $\mathrm{Y}$ の

関数 $v(\mathrm{Y})$ を動かすことで得られる, すなわち, 任意の位置共変推定量 $\hat{\alpha}_{0}(X)$ に対して,
$\mathcal{L}=\{\hat{\alpha}_{0}(X)+v(\mathrm{Y})|v(\cdot)\}$ となる.

次に,位置共変推定量全体のクラスの中で,最小のリスクをもつ推定量, すなわち最小リ
スク共変 (minimum risk equivariant, 略してMRE) 推定量を求める.

定理 34 確率ベクトル $X$ の j.p.d.f. が (3.1) で与えられるものとし, 損失関数を 2乗損失
とする. このとき, $\hat{\alpha}_{0}(X)$ を任意の位置共晶推定量とすると,

$\hat{\alpha}^{*}(X):=\hat{\alpha}_{0}(X)-E_{\alpha=0}[\hat{\alpha}_{0}(X)|\mathrm{Y}]$

$= \frac{\int_{-\infty}^{\infty}z\prod_{i=1}^{n}f(X_{i}-\mu-zt_{i})dz}{\int_{-\infty}^{\infty}\prod_{i=1}^{n}f(X_{i}-\mu-zt_{i})dz}$ (3.6)
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が $\alpha$ の MRE推定量である.

証明 定理 31, 定理 32より, $\hat{\alpha}(X)=\hat{\alpha}_{0}(X)+v(\mathrm{Y})$ は位置湯壷推定量になる. ここで
$\hat{\alpha}(X)$ のリスクは $\alpha$ と無関係であるから,

$E_{\alpha=0}[\{\hat{\alpha}(X)\}^{2}]=E_{\alpha=0}[\{\hat{\alpha}_{0}(X)+v(\mathrm{Y})\}^{2}]$

を最小にすればよい. いま,

$E_{\alpha=0}[\{\hat{\alpha}(X)\}^{2}]$

$=E_{\alpha=0}[E_{\alpha=0}[\{\hat{\alpha}_{0}(X)+v(\mathrm{Y})\}^{2}|\mathrm{Y}]]$

$=E_{\alpha=0}[\{v(\mathrm{Y})\}^{2}+2E_{\alpha=0}[\hat{\alpha}_{0}(X)|\mathrm{Y}]v(\mathrm{Y})+E_{\alpha=0}[\{\hat{\alpha}_{0}(X)\}^{2}|\mathrm{Y}]]$

$=E_{\alpha=0}[\{v(\mathrm{Y})+E_{\alpha=0}[\hat{\alpha}_{0}(X)|\mathrm{Y}]\}^{2}$

.
$+E_{\alpha=0}[\{\hat{\alpha}_{0}(X)\}^{2}|\mathrm{Y}]-\{E_{\alpha=0}[\hat{\alpha}_{0}(X)|\mathrm{Y}]\}^{2}]$

となるから, $v^{*}(\mathrm{Y}):=-E_{\alpha=0}[\hat{\alpha}_{0}(X)|\mathrm{Y}]$ のときリスクは最小になる. 従って, $\hat{\alpha}^{*}(X):=$

$\hat{\alpha}_{0}(X)-E_{\alpha=0}[\hat{\alpha}_{0}(X)|\mathrm{Y}]$ は $\alpha$ の MRE推定量になる. ここで, $\hat{\alpha}_{0}(X)$ として, $\hat{\alpha}_{0}(X)=$

$X_{n}/t_{n}=:S$ をとると, $(\mathrm{Y}, S)$ の j.p.d.f., $\mathrm{Y}$ の p.d.f. はそれぞれ (3.4),(3.5) で与えられるの
で, $\mathrm{Y}$ が与えられたときの $S$ の c.p.d.f. は

$f_{S|\mathrm{Y}}(s|y; \alpha):=\frac{\prod_{:_{=1}}^{n}f(y_{1}-\mu-(\alpha-s)t_{1})}{\int_{-\infty}^{\infty}\prod_{1=1}^{n}f(y_{i}-\mu-zt_{1})dz}$

となる. よって,

$E_{\alpha=0}[S| \mathrm{Y}=y]=\frac{\int_{-\infty}^{\infty}s\prod_{i=1}^{n}f(y_{1}-\mu+st:)ds}{\int_{-\infty}^{\infty}\prod_{1=1}^{n}f(y_{1}-\mu-zt_{1})dz}$

$=. \frac{\int_{-\infty}^{\infty}s\prod|nf=1(x_{2}-t_{n}t\lrcorner- x_{n}-\mu+st_{i})ds}{\int_{-\infty}^{\infty}\prod_{1=1}^{n}f(x_{i}-\frac{t}{\ell}\dot{\mathrm{L}}nx_{n}-\mu-zt_{i})dz}$

$= \frac{\int_{-\infty}^{\infty}s\prod_{1=1}^{n}f(x_{i}-\mu-(_{n}\frac{x}{t}\mathrm{n}-s)t_{i})ds}{\int_{-\infty}^{\infty}\prod_{i=1}^{n}f(x_{1}-\mu-(_{n}\frac{x}{t}\mathrm{n}+z)t_{1})dz}$

となる. ここで, $s’:=(x_{n}/t_{n})-s,$ $z’:=(x_{n}/t_{n})+z$ と変数変換すると,

$E_{\alpha=0}[S| \mathrm{Y}=y]=\frac{\int_{-\infty}^{\infty}(_{n}\frac{x}{t}\mathrm{n}-s’)\prod_{1=1}^{n}f(x_{i}-\mu-s’t_{1})ds’}{\int_{-\infty}^{\infty}\prod_{:1}^{n}=f(_{X}:-\mu-zt_{i})dz’}$,

$= \frac{x_{n}}{t_{n}}-\frac{\int_{-\infty}^{\infty}s’\prod_{i=1}^{n}f(_{X}:-\mu-s’t_{1})ds’}{\int_{-\infty}^{\infty}\prod_{i=1}^{n}f(x_{*}-\mu-z’ t:)dz}.$

’

となる. 従って,

$\alpha^{*}(X)=S-E_{\alpha=0}[S|\mathrm{Y}]$

$= \frac{X_{n}}{t_{n}}-(\frac{X_{n}}{t_{n}}-\cdot\frac{\int_{-\infty}^{\infty}z\prod_{=1}^{n}\prime f(X_{i}-\mu-zt_{1})dz}{\int_{-\infty}^{\infty}\prod_{j}^{n}=1f(X_{i}-\mu-zt_{1})dz})$

$= \frac{\int_{-\infty}^{\infty}z\prod_{1=1}^{n}f(X_{i}-\mu-zt1)dz}{\int_{-\infty}^{\infty}\prod_{1=1}^{n}f(X_{1}-\mu-zt_{1})dz}$

.
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となり, (3.6) が成り立つ. 口

なお, (3.6) は通常の位置母数分布族の場合 $([\mathrm{A}05], [\mathrm{L}\mathrm{C}98])$ と類似した形をしており, $t$

を考慮したピットマン推定量と考えられる. また, (3.6) は $\alpha$ の–般事前密度を $\pi(\alpha)\equiv 1$

としたときの, $\alpha$ の–般ベイズ推定量と –致する.

例 35(正規分布). まず, (2.1) において $\sigma=1$ とし, $\mathrm{r}.\mathrm{v}$ . $U_{1},$ $\cdots,$
$U_{n}$ がたがいに独立にい

ずれも標準正規分布 $N(\mathrm{O}, 1)$ に従うとき, すなわち, その p.d.f. が

$f(u)= \frac{1}{\sqrt{2\pi}}e^{-\frac{u^{2}}{2}}$ , $u\in R^{1}$

であるとき, $X$ の $\mathrm{j}.\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}$. は

$f_{X}(x)= \frac{1}{(2\pi)^{n/2}}\exp\{-\frac{1}{2}\sum_{1=1}^{n}(x_{1}-\mu-\alpha t_{i})^{2}\}$

になるから, (3.6) より $\alpha$ の MRE推定量は

$\hat{\alpha}^{*}(X)=\frac{\int_{-\infty}^{\infty}\alpha\exp\{-\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{n}(X_{j}-\mu-\alpha t_{i})^{2}\}d\alpha}{\int_{-\infty}^{\infty}\exp\{-\frac{1}{2}\sum_{:}^{n}=1(X_{1}-\mu-\alpha t1)^{2}\}d\alpha}.=:\frac{A}{B}$ (3.7)

となる. (3.7) の分子については,

$A= \int_{-\infty}^{\infty}\alpha\exp[-\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{n}\{t_{:}^{2}\alpha^{2}-2(x_{:-\mu})t:\alpha+(X_{1}-\mu)^{2}\}]d\alpha$

$= \int_{-\infty}^{\infty}\alpha e\mathrm{x}\mathrm{p}[-\frac{1}{2}\{(\sum_{i=1}^{n}t^{2}|.)\alpha^{2}-2\sum_{1=1}^{n}(X_{1}-\mu)t_{i}\alpha+\sum_{i=1}^{n}(X_{1}-\mu)^{2}\}]d\alpha$

$= \int_{-\infty}^{\infty}\alpha\exp[-\frac{1}{2}(\sum_{i=1}^{n}t_{i}^{2})\{\alpha-\cdot.\frac{\sum_{1=1}^{n}(X_{i}-\mu)t_{1}}{\sum_{1=1}^{n}t_{i}^{2}}\}^{2}$

$+ \frac{1}{2}\{.\frac{(\sum_{*=1}^{n}(X_{1}-\mu)t_{i})^{2}}{\sum_{1=1}^{n}t_{i}^{2}}\}-\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{n}(X_{1}-\mu)^{2}]d\alpha$

$= \sqrt{\frac{2\pi}{\sum_{j=1}^{n}t_{i}^{2}}}\cdot\frac{\sum_{i=1}^{n}(X_{i}-\mu)t_{1}}{\sum_{i=1}^{n}t_{\dot{\iota}}^{2}}\exp[\frac{1}{2}\{\frac{(\sum_{i=1}^{n}(X_{1}-\mu)t_{1})^{2}}{\sum_{1=1}^{n}t_{i}^{2}}\}-\frac{1}{2}.\sum_{*=1}^{n}(X_{1}-\mu)^{2}]$

となる. (3.7) の分母についても同様に計算すると,

$B= \sqrt{\frac{2\pi}{\sum_{1=1}^{n}t_{;}^{2}}}e\mathrm{x}\mathrm{p}[\frac{1}{2}\{\frac{(\sum_{i=1}^{n}(X_{1}-\mu)t_{1})^{2}}{\sum_{1=1}^{n}t_{:}^{2}}\}-\frac{1}{2}\sum_{1=1}^{n}(X_{1}-\mu)^{2}]$

となる. よって, $\alpha$ の MRE推定量は

$\hat{\alpha}^{*}(X)=\frac{\sum_{:}^{n}=1(X_{i}-\mu)t_{i}}{\sum_{i=1}^{n}t_{i}^{2}}=\sum_{i=1}^{n}c_{i}(x_{:-\mu)}$ (3.8)
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となる. ただし, $c_{i}:=t_{i}/( \sum_{i=1}^{n}t_{i}^{2})(i=1, \cdots, n)$ とする. この場合, MRE推定量 (3.8) は最
尤推定量でもある.

例 36(一様分布). まず, (2.1) において $\sigma=1$ とし, 確率変数 $U_{1},$ $\cdots,$
$U_{n}$ がたがいに独

立にいずれも–様分布 $U(-1/2,1/2)$ に従うとき, すなわち, その p.d土が

$f(u):=\{$
1 $(- \frac{1}{2}<u<\frac{1}{2})$ ,
$0$ (その他)

であるとき, 各 $i=1,$ $\cdots,$ $n$ について,

$f_{X:}(x_{1})=\{$
1 $( \mu+\alpha t_{i}-\frac{1}{2}<X|<\mu+\alpha t_{i}+\frac{1}{2})$ ,
$0$ (その他)

となるので, $X=(X_{1}, \cdots, X_{n})$ の j.p.d.f. は,

$f_{X}(x)=\{$
1 $( \mu+\alpha t_{i}-\frac{1}{2}<x_{j}<\mu+\alpha t_{1}+\frac{1}{2} (i=1, \cdots, n))$ ,
$0$ (その他)

となる. ここで,

$\mu+\alpha t_{1}-\frac{1}{2}<X_{i}<\mu+\alpha t_{1}+\frac{1}{2}$ $(i=1, \cdots, n)$

$\Leftrightarrow\frac{X_{i}-\mu-(1/2)}{t_{1}}<\alpha<\frac{X_{1}-\mu+(1/2)}{t_{1}}$ $(i=1, \cdots, n)$ (3.9)

であるから, $\mathrm{Y}_{1}^{-}:=(X_{i}-\mu-(1/2))/t_{i},$ $\mathrm{Y}_{1}^{+}:=(X_{1}-\mu+(1/2))/t_{1}(i=1, \cdots, n)$ とし,
$\mathrm{Y}_{(1)}^{-}\leq\cdots\leq \mathrm{Y}_{\langle n)}^{-},$ $Y_{\langle 1)}^{+}\leq\cdots\leq Y_{(n)}^{+}$ をそれぞれ $(Y_{1}^{-}, \cdots, Y_{n}^{-}),$ $(\mathrm{Y}_{1}^{+}, \cdots, Y_{n}^{+})$ の順序統計量
とすれば,

(3.9) $\Leftrightarrow \mathrm{Y}_{(n)}^{-}<\alpha<Y_{(1)}^{+}$

となる. よって, $\alpha$ の MRE推定量は

(3.10)

$\hat{\alpha}^{*}(X)=\int_{\mathrm{Y}_{(n)}^{-}}^{\mathrm{Y}_{(1)}^{+}}\alpha d\alpha/\int_{\mathrm{Y}_{(n)}^{-}}^{\mathrm{Y}_{(1)}^{+}}d\alpha$

$= \frac{1}{2}\{(\mathrm{Y}_{\langle 1)}^{-})^{2}-(\mathrm{Y}_{(n)}^{+})^{2}\}/(Y_{(1)}^{+}-\mathrm{Y}_{(n)}^{-})$

$= \frac{1}{2}(Y_{(1)}^{+}+\mathrm{Y}_{(n)}^{-})$

$= \frac{1}{2}\{\min_{1\leq i\leq n}(\frac{X_{1}-\mu+\frac{1}{2}}{t_{1}})+_{1}\max_{\leq i\leq n}(\frac{X_{1}-\mu-\frac{1}{2}}{t_{i}})\}$

となる. ここで, (3.10) は通常の位置母数分布族の場合 $([\mathrm{L}\mathrm{C}98])$ と類似の形をしており, $t$

を考慮した補正統計量と考えられる.
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3.2 $\alpha$ が既知, $\sigma$ が未知の場合

ここでは,推定量 $\hat{\sigma}^{*}(X)$ が, 任意の $\alpha\in R^{1},$ $\sigma\in R^{+}$ に対して,

$\hat{\sigma}^{*}(\sigma X+\alpha t)=\sigma\hat{\sigma}^{*}(X)$ (3.11)

を満たす場合を考える. (3.11) を満たす推定量 $\hat{\sigma}(X)$ を強意の尺度共変推定量と呼ぶこと
にする. ここで, (3.11) は (2.4) よりも強い条件であることに注意. いま, $\mu=0$ としても–
般性は失われないから, $X$ の $\mathrm{j}.\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}.(2.2)$ は

$f_{X}(x)=|_{1} \overline{\sigma}f(\frac{x:-\alpha t_{j}}{\sigma})$ (3.12)

となる. 損失関数を

$L(d, \sigma):=(\frac{d-\sigma}{\sigma})^{2}$ (3.13)

とし, リスクを平均損失で定義すれば,任意の強意の尺度共変推定量に対して,

$E_{\sigma}[L(\hat{\sigma}(X), \sigma)]$

$=E_{\sigma}[ \{\frac{\hat{\sigma}(X)-\sigma}{\sigma}\}^{2}]$

$= \int\cdots\int\{\frac{\hat{\sigma}(x_{1},\cdots,x_{n})}{\sigma}-1\}^{2}\frac{1}{\sigma^{n}}\prod_{i=1}^{n}f(\frac{x_{i}-\alpha t_{1}}{\sigma})dx_{1}\cdots dx_{n}$

$= \int\cdots\int\{$ $\hat{\sigma}(\frac{x_{1}-\alpha t_{1}}{\sigma},$

$\cdots,$
$\frac{x_{n}-\alpha t_{n}}{\sigma})-1\}^{2}\frac{1}{\sigma^{n}}\prod_{i=1}^{n}f(\frac{x_{i}-\alpha t_{1}}{\sigma})dx_{1}\cdots dx_{n}$

となり, $y::=(x_{i}-\alpha t_{1})/.\sigma(i=1, \cdots, n)$ と変数変換すると, ヤコビアンは $\sigma^{n}$ であるから,

$E_{\sigma}[L( \hat{\sigma}(X), \sigma)]=\int\cdots\int\{\hat{\sigma}(y_{1}, \cdots, y_{n})-1\}^{2}\prod_{1=1}^{n}f(y_{i})dy_{1}\cdots dy_{n}$

となるので, リスクは $\sigma$ に依存しない.

定理 3.7 $X$ は $\mathrm{j}.\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}.(3.12)$ をもっとし, $\hat{\sigma}_{0}(X)$ を任意の強意の尺度共変推定量とする.
このとき, 推定量 $\hat{\sigma}(X)$ が強意の尺度弥山推定量になるための必要十分条件は

$\hat{\sigma}(X)=w(Z)\hat{\sigma}_{0}(X)$ (3.14)

を満たすような関数 $w(Z)$ が存在することである. ただし, $Z:=(Z_{1}, \cdots, Z_{n-1})$ は

$z_{:}:= \frac{Y_{j}}{\mathrm{Y}_{n-1}}$ $(i=1, \cdots,n-2)$ , $Z_{n-1}:= \frac{Y_{n1}}{|Y_{n1}|}=$ (3.15)
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とし, $1_{i}’’(i=1, \cdots, n-1)$ は定理 33で与えられるものとする.

証明. (3.14), (3.15) を仮定すると,

$\hat{\sigma}(\sigma X+\alpha t)=w(Z)\hat{\sigma}_{0}(\sigma X+\alpha t)$

$=w(Z)\cdot\sigma\hat{\sigma}_{0}(X)$

$=\sigma\hat{\sigma}(X)$

となるので, $\hat{\sigma}(X)$ は強意の尺度共変推定量になる.
逆に, $\hat{\sigma}(X)$ を強意の尺度共変推定量とすると,

$\frac{\hat{\sigma}(X)}{\hat{\sigma}_{0}(X)}=\frac{\hat{\sigma}(X_{1},\cdots,X_{n})}{\hat{\sigma}_{0}(X)}$

$= \frac{\frac{1}{|X_{n-1}-\frac{\iota_{n-1}}{ln}X_{\hslash}|}\hat{\sigma}(X_{1}-_{t}\perp_{n}{}^{t}X_{n},\cdot.\cdot.\cdot.’ X_{n-1}-\frac{t_{n-1}}{t_{n}}X_{n},0)}{\frac{1}{|X_{n-1}-\frac{n-1}{l_{\hslash}}X_{n}|}\hat{\sigma}_{0}(X_{1}-\dot{t}_{\hslash}t\perp x_{n},,X_{n-1}-\frac{t_{n-1}}{t_{n}}X_{n},0)}$

$=. \frac{\hat{\sigma}(\frac{\mathrm{x}_{1}\lrcorner {}^{\mathrm{t}}\mathrm{x}_{n}t_{n}}{|X_{\hslash-1}\frac{\iota_{n-1}}{\iota_{n}}X_{n}|}=.’\cdot.\cdot.\cdot.’=-\frac{\mathrm{x}_{n1}\frac{}{n}i\iota_{X_{n}}}{|\mathrm{x}_{n1}\frac{e_{n}=}{t_{\hslash}}\mathrm{x}_{n}|},0)}{\hat{\sigma}_{0}(_{|X_{n-1}}\mathrm{x}_{1}=_{\frac{\infty_{n-1}}{\mathrm{t}_{\hslash}}X_{n}|}^{t},=\frac{X_{n1}X_{\hslash}\iota_{n_{l\mathrm{n}}1}}{|X_{n1}X_{\hslash}|*_{n_{ln}1}}===\lrcorner {}^{t}X_{n}\mathrm{o})},‘,$

,
(3.16)

となり,

$( \frac{x_{1}\frac{t}{t}\iota_{X_{n}}n}{|X_{n-1}\frac{t_{n-1}}{t_{n}}X_{n}|}=,$

$\cdots,$
$\frac{X_{n-2}t_{n2t_{n}}X_{n}}{|X_{n-1}t_{n1t_{n}}X_{n}|}===,==\frac{X_{n1}t_{n-1t_{n}}X_{n}}{|X_{n1}X_{n}t_{n-1t_{n}}|}=)^{t}$

$\vdash+(\frac{X_{1}\frac{t}{t}\perp x_{n}n}{X_{n-1}\frac{t_{n-1}}{t_{n}}X_{n}’}=\cdots,$ $\frac{X_{n2}X_{n}t_{n2t_{n}}}{X_{n1}X_{n}t_{n1t_{n}}}====,==\frac{X_{n1}X_{n}t_{n1t_{n}}}{|X_{n1}X_{n}|t_{n1t_{n}}}==)^{t}$

は 1対 1対応だから, (3.16) は $Z$ の関数となる. よって,

$w(Z):= \frac{\hat{\sigma}(X)}{\hat{\sigma}_{0}(X)}$

とおけば, (3.14),(3.15) が成り立つ. 口

定理 3.8 定理 37の仮定の下で,

$\hat{\sigma}^{*}(X):=\frac{E_{\sigma=1}[\hat{\sigma}_{0}(X)|Z]}{E_{\sigma=1}[(\hat{\sigma}_{0}(X))^{2}|Z]}\hat{\sigma}_{0}(X)$ (3.17)

はMRE推定量になる. ただし, $Z$ は定理 37で与えられるものとする.

証明. 定理 37より, $\hat{\sigma}(X)=w(Z)\hat{\sigma}_{0}(X)$ は強意尺度共変推定量になる. $\hat{\sigma}(X)$ のリスク
は $\sigma$ に無関係であるから,

$E_{\sigma=1}[\{\hat{\sigma}(X)-1\}^{2}]=E_{\sigma}[\{w(Z)\hat{\sigma}_{0}(X)-1\}^{2}]$
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を最小にすればよい. ここで,

$E_{\sigma=1}[\{\hat{\sigma}(X)-1\}^{2}]$

$=E_{\sigma=1}[E_{\sigma=1}[\{w(Z)\hat{\sigma}_{0}(X)-1\}^{2}|Z]]$

$=E_{\sigma=1}[E_{\sigma=1}[(\hat{\sigma}_{0}(X))^{2}|Z](w(Z))^{2}-2E_{\sigma=1}[\hat{\sigma}_{0}(X)|Z]w(Z)+1]$

$=E_{\sigma=1}[E_{\sigma=1}[( \hat{\sigma}_{0}(X))^{2}|Z]\{w(Z)-\frac{E_{\sigma=1}[\hat{\sigma}_{0}(X)|Z]}{E_{\sigma=1}[(\hat{\sigma}_{0}(X))^{2}|Z]}\}^{2}-\frac{(E_{\sigma=1}[\hat{\sigma}_{0}(X)|Z])^{2}}{E_{\sigma=1}[(\hat{\sigma}_{0}(X))^{2}|Z]}+1]$

となるから,

$w^{*}(Z):= \frac{E_{\sigma=1}[\hat{\sigma}_{0}(X)|Z]}{E_{\sigma=1}[(\hat{\sigma}_{0}(X))^{2}|Z]}$

のとき, $\hat{\sigma}(X)$ のリスクは最小になる. よって, MRE 推定量は,

$\hat{\sigma}^{*}(X):=w^{*}(Z)\hat{\sigma}_{0}(X)$

$= \frac{E_{\sigma=1}[\hat{\sigma}_{0}(X)|Z]}{E_{\sigma=1}[(\hat{\sigma}_{0}(X))^{2}|Z]}\hat{\sigma}_{0}(X)$

となり, (3.17) が成り立つ. 口

33 $\alpha,$ $\sigma$ がともに未知の場合

まず, (2.1) において, $\alpha,$ $\sigma$ がともに未知とする. 一般性を失わずに $\mu=0$ としてよいか

ら, $X=(X_{1}, \cdots, X_{n})$ の $\mathrm{j}.\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}.(2.2)$ は

$f_{X}(x)= \frac{1}{\sigma^{n}}\prod_{i=1}^{n}f(\frac{x_{i}-\alpha t_{1}}{\sigma})$ (3.18)

となる. このとき, $X$ に基づく位置尺度共変推定量, 強意尺度共変推定量を用いて, $\alpha,$
$\sigma$ の

推定を行う, いま, $\alpha,$
$\sigma$ に対する損失関数をそれぞれ

$L(d, \alpha):=(\frac{d-\alpha}{\sigma})^{2}$ (3.19)

$L(d, \sigma):=(\frac{d-\sigma}{\sigma})^{2}$ (3.20)

とし, リスクを平均損失で定義する. このとき,任意の位置尺度共変推定量 $\delta(X)$ に対して,

$E_{\alpha,\sigma}[( \frac{\delta(X)-\alpha}{\sigma})^{2}]=\int\cdots\int\{\frac{\delta(x)-\alpha}{\sigma}\}^{2}\frac{1}{\sigma^{n}}\prod_{i=1}^{n}f(\frac{x_{1}-\alpha t_{j}}{\sigma})$ 伽

$= \int\cdots\int\{\delta(o\frac{e-\alpha t}{\sigma})\}^{2}\frac{1}{\sigma^{n}}\prod_{i=1}^{n}f(\frac{x_{1}-\alpha t_{i}}{\sigma})$伽

となり, $y_{i}:=(x_{i}-\alpha t_{1})/\sigma(i=1, \cdots, n)$ と変数変換すれば,

$E_{\alpha,\sigma}[( \frac{\delta(X)-\alpha}{\sigma})^{2}]=\int\cdots\int\{\delta(y)\}^{2}\prod_{1=1}^{n}f(y:)dy$

124



となるので, $\delta(X)$ のリスクは $\alpha,$ $\sigma$ に依存しない. また,第 32節より,任意の強意尺度共変
推定量のリスクも $\alpha,$

$\sigma$ に依存しない.

定理 39 $\delta_{0}(X)$ を任意の位置尺度共変推定量とし, $\hat{\sigma}_{0}(X)$ を任意の強意尺度共変推定量
とする. このとき, \mbox{\boldmath $\delta$}(X) が位置尺度共学推定量になるための必要十分条件は

$\delta(X)=\delta_{0}(X)-w(Z)\hat{\sigma}_{0}(X)$ (3.21)

を満たす関数 $w(Z)$ が存在することである. ただし, $Z:=(Z_{1}, \cdots, Z_{n-1})$ は

$Z_{i}:= \frac{\mathrm{Y}_{:}}{\mathrm{Y}_{n-1}}$ $(i=1, \cdots, n-2)$ , $Z_{n-1}:= \frac{\mathrm{Y}_{n1}}{|\mathrm{Y}_{n1}|}-$ (3.22)

とし, $\mathrm{Y}_{i}(i=1, \cdots, n-1)$ は定理 33で与えられるものとする.

証明 まず, (3.21),(3.22) が成り立つと仮定すると,

$\delta(\sigma X+\alpha t)=\mathit{5}_{0}(\sigma X+\alpha t)-w(Z)\hat{\sigma}_{0}(\sigma X+\alpha t)$

$=\sigma\delta_{0}(X)+\alpha-\sigma w(Z)\hat{\sigma}_{0}(X)$

$=\sigma(\delta_{0}(X)-w(Z)\hat{\sigma}_{0}(X))+\alpha$

$=\sigma\delta(X)+\alpha$

となるので, $\delta(X)$ は位置尺度共子下定量になる.
逆に, $\delta(X)$ を位置尺度共変推定量とすると,

$\frac{\delta_{0}(X)-\delta(X)}{\hat{\sigma}_{0}(X)}$

.
$= \frac{\delta_{0}(X_{1},\cdots,X_{n})-.\delta(X_{1},\cdots,X_{n})}{\hat{\sigma}_{0}(X_{1},\cdot\cdot,X_{n})}$

$= \frac{\frac{1}{|X_{n-1}-\frac{\iota_{n-1}}{\iota_{n}}X_{n}|}\{\delta_{0}(X_{1},\cdots,X_{n})-\frac{X}{t}\mathrm{n}\}n-\frac{1}{|X_{n-1}-\frac{\iota_{n-1}}{\mathrm{t}_{n}}X_{n}|}\{\mathit{5}(X_{1},\cdots,X_{n})-\frac{X}{t}\mathrm{k}\}n}{\frac{1}{|X_{n-1}-\frac{\iota_{n-1}}{\iota_{n}}X_{n}|}\hat{\sigma}_{0}(X_{1},\cdots,X_{n})}$

(3.23)

となり,

$( \frac{X_{1}-\frac{t}{t}\perp \mathrm{x}_{n}n}{|X_{n-1}-\frac{t_{n-1}}{t_{n}}X_{n}|},$

$\cdots,$
$\frac{X_{n2}t_{n2t_{n}}X_{n}}{|X_{n1}t_{n1t_{n}}X_{n}|}====,==\frac{X_{n1}\frac{t_{\mathfrak{n}1}}{t_{\mathfrak{n}}}X_{n}}{|X_{n1}\frac{t_{n1}=}{t_{n}}X_{n}|})^{t}$

$rightarrow(\frac{X_{1}-\frac{t}{t}\perp x_{n}\hslash}{X_{n-1}-\frac{t_{n-1}}{t_{n}}X_{n}},$

$\cdots,$
$\frac{X_{n2}t_{n2t_{n}}X_{n}}{X_{n1}t_{n1t_{n}}X_{n}’}======\frac{X_{n1}t_{n1t_{n}}X_{n}}{|X_{n1}X_{n}t_{n1t_{n}}|}==)^{t}$
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は 1対 1対応だから, (3.23) は $Z$ の関数となる. よって,

$w(Z):= \frac{\delta_{0}(X)-\delta(X)}{\hat{\sigma}_{0}(X)}$

とおけば, (3.21),(3.22) が成り立つ. 口

定理 3.10 $\delta_{0}(X)$ を任意の位置尺度共変推定量, $\hat{\sigma}_{0}(X)$ を任意の強意尺度共変推定量と
し,損失関数が (3.19) であるとき, $\alpha$ の MRE推定量は,

$\delta^{*}(X)=\delta_{0}(X)-\frac{E_{\alpha=0,\sigma=1}[\delta_{0}(X)\hat{\sigma}_{0}(X)|Z]}{E_{\alpha=0,\sigma=1}[\hat{\sigma}_{0}^{2}(X)|Z]}\hat{\sigma}_{0}(X)$ (3.24)

である.

旺明 定理 39より, $\delta(X)=\delta_{0}(X)-w(Z)\hat{\sigma}_{0}(X)$ は位置尺度共変推定量になる. また,
$\hat{\alpha}(X)$ のリスクは $\alpha,$

$\sigma$ と無関係であるから,

$E_{\alpha=0,\sigma=1}[\{\delta(X)\}^{2}]=E_{\alpha=0,\sigma=1}[\{\delta_{0}(X)-w(Z)\hat{\sigma}_{0}(X)\}^{2}]$

を最小にする $w(Z)$ を求めればよい. そこで,

$E_{\alpha=0,\sigma=1}[\{\delta(X)\}^{2}]$

$=E_{\alpha=0,\sigma=1}[E_{\alpha=0,\sigma=1}[\{\delta_{0}(X)-w(Z)\hat{\sigma}_{0}(X)\}^{2}|Z]]$

$=E_{\alpha=0,\sigma=1}[E_{\alpha=0,\sigma=1}[(\hat{\sigma}_{0}(X))^{2}|Z](w(Z))^{2}$

$-2E_{\alpha=0,\sigma=1}[\delta_{0}(X)\hat{\sigma}_{0}(X)|Z]w(Z)+E_{\alpha=0,\sigma=1}[(\delta_{0}(X))^{2}|Z]]$

$=E_{\alpha=0,\sigma=1}[E_{\alpha=0,\sigma=1}[( \hat{\sigma}_{0}(X))^{2}|Z]\{w(Z)-\frac{E_{\alpha=0,\sigma=1}[\delta_{0}(X)\hat{\sigma}_{0}(X)|Z]}{E_{\alpha=0,\sigma=1}[(\hat{\sigma}_{0}(X))^{2}|Z]}\}^{2}$

$- \frac{(E_{\alpha=0,\sigma=1}[\delta_{0}(X)\hat{\sigma}_{0}(X)|Z])^{2}}{E_{\alpha=0,\sigma=1}[(\hat{\sigma}_{0}(X))^{2}|Z]}+E_{\alpha=0,\sigma=1}[(\delta_{0}(X))^{2}|Z]]$

となるから,

$w^{*}(Z):= \frac{E_{\alpha=0,\sigma=1}[\delta_{0}(X)\hat{\sigma}_{0}(X)|Z]}{E_{\alpha=0,\sigma=1}[(\hat{\sigma}_{0}(X))^{2}|Z]}$

のとき. $\delta(X)$ のリスクは最小になる. よって, $\alpha$ の MRE推定量は.

$\delta^{*}(X):=\delta_{0}(X)-w^{*}(Z)\hat{\sigma}_{0}(X)$

$= \delta_{0}(X)-\frac{E_{\alpha=0,\sigma=1}[\delta_{0}(X)\hat{\sigma}_{0}(X)|Z]}{E_{\alpha=0,\sigma=1}[(\hat{\sigma}_{0}(X))^{2}|Z]}\hat{\sigma}_{0}(X)$

となり, (3.24) が成り立つ. 口
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また, $\sigma$ の損失関数が (3.20) であるとき, $\sigma$ の MRE推定量は定理 3.10で与えられるもの
と –致する. 次の定理は, $Z$ が補助統計量であることを示している.

定理 3.11 $Z=(Z_{1}, \cdots 7Z_{n-1})$ の分布は $\alpha,$
$\sigma$ に依存しない.

証明 定理 33と同様にして, $\mathrm{Y}=$ $(\mathrm{Y}_{1}, \cdots , Y_{n-1})$ の j.p.d.f. が

$f_{\mathrm{Y}}(y)= \frac{t_{n}}{\sigma^{n}}\int_{-\infty}^{\infty}\{\prod_{i=1}^{n-1}f(\frac{y_{i}-st_{1}}{\sigma})\}f(-\frac{sl_{n}}{\sigma})ds$

であることが分かる. ここで,

$\{$

$Z_{1}:=$ $\frac{\mathrm{Y}}{1\mathrm{Y}_{n-}}-1$

:.
$Z_{n-2}:= \frac{Y_{n-2}}{Y_{n-1}}$

$W:=\mathrm{Y}_{n-1}$

と変数変換すると,

$\{$

$Y_{1}=Z_{1}W$

:.
$Y_{n-2}=Z_{n-2}W$

$\mathrm{Y}_{n-1}=W$

となり, ヤコビアン $J=\partial(y_{1}, \cdots, y_{n-1})/\partial(z_{1}, \cdots, z_{n-2}, w)$ について, $|J|=w^{n-2}$ なので,
$(Z_{1}, \cdots, Z_{n-2}, W)$ の j.p.d.f. は

$fz_{1\prime}\cdots,z_{n-2},w(z_{1}, \cdots, z_{n-2}, w)$

$= \frac{t_{n}}{\sigma^{n}}\int_{-\infty}^{\infty}\{\prod_{i=1}^{n-2}f(\frac{z_{i}w-st_{1}}{\sigma})\}f(\frac{w-st_{n-1}}{\sigma})f(-\frac{st_{n}}{\sigma})ds\cdot w^{n-2}$

となる. よって, $(Z_{1}, \cdots, Z_{n-2})$ の m.p.d.f. は

$f_{Z_{1\prime}Z_{n-2}},\cdots(z_{1}, \cdots, z_{n-2})$

$= \frac{t_{n}}{\sigma^{n}}\int_{w=-\infty}^{\infty}\int_{\epsilon=-\infty}^{\infty}\{\prod_{:=1}^{n-2}f(\frac{z_{i}w-st:}{\sigma})\}f(\frac{w-st_{n-1}}{\sigma})f(-\frac{sl_{n}}{\sigma})\cdot w^{n-2}dsdw$

となる. ここで, $w’:=w/\sigma$ と変数変換すると,

$f_{Z_{1},\cdots,Z_{n-2}}(z_{1}, \cdots, z_{n-2})$

$= \frac{t_{n}}{\sigma}\int_{w=-\infty}^{\infty},\int_{\epsilon=-\infty}^{\infty}\{.\prod_{*=1}^{n-2}f(z_{1}w’-\frac{s}{\sigma}t_{j)}\}f(w’-\frac{s}{\sigma}t_{n-1})f(-\frac{s}{\sigma}t_{n})\cdot w^{\prime n-2}dsdw’$
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となり, さらに, $s’:=s/\sigma$ と変数変換すると,

$f_{Z_{1},\cdots,Z_{n-2}}(z_{1}, \cdot . . , z_{n-2})$

$=t_{n} \int_{w=-\infty}^{\infty},\int_{s’=-\infty}^{\infty}\{\prod_{i=1}^{n-2}f(z_{i}w’-s’t_{i})\}f(w’-s’t_{n-1})f(-s’t_{n})\cdot w^{Jn-2}ds’dw’$

となる. よって, $(Z_{1}, \cdots, Z_{n-2})$ の分布は $\alpha,$
$\sigma$ に依存しない.

また, $Z_{n-1}$ は $Y_{n-1}>0,$ $Y_{n-1}<0$ のとき, それぞれ $1,$ $-1$ をとり, $\mathrm{Y}_{n-1}$ の p.d.f. は

$f_{\mathrm{Y}_{n-1}}(y_{n-1})= \frac{t_{n}}{\sigma^{2}}\int_{-\infty}^{\infty}f(\frac{y_{n-1}-st_{n-1}}{\sigma})\cdot f(-\frac{st_{n}}{\sigma})ds$

となるから,

$P\{Z_{n-1}=1\}=P\{\mathrm{Y}_{n-1}>0\}$

$= \int_{y_{\hslash}-1}^{\infty}=0\{\frac{t_{n}}{\sigma^{2}}\int_{s=-\infty}^{\infty}f(\frac{y_{n-1}-st_{n-1}}{\sigma})\cdot f(-\frac{sl_{n}}{\sigma})ds\}dy_{n-1}$

となる. ここで, $y_{n-1}’:=y_{n-1}/\sigma$ と変数変換すると,

$P \{Z_{n-1}=1\}=\int_{y_{n-1}’=0}^{\infty}\{\frac{t_{n}}{\sigma}\int_{s=-\infty}^{\infty}f(y_{n-1}’-\frac{s}{\sigma}t_{n-1})\cdot f(-\frac{sl_{n}}{\sigma})ds\}dy_{n-1}’$

となり, さらに, $s’:=s/\sigma$ と変数変換すれば,

$P \{Z_{n-1}=1\}=t_{n}\int_{y_{n-1}’=0}^{\infty}\int_{s’=-\infty}^{\infty}f(y_{n-l}’-\mathit{8}^{J}t_{n-\mathit{1}})\cdot f(-s’t_{n})ds’dy_{n-1}’$

となるので, $Z_{n-1}$ の分布は $\alpha,$
$\sigma$ に依存しない. 従って, $Z=(Z_{1}, \cdots, Z_{n-1})$ の分布も $\alpha,$

$\sigma$

に依存しない. 口

4 信頼区間への応用
本節では, [OA04] に従って, 条件付推測に基づいた区間推定について論じる. 通常,未知

母数 $\theta$ をもつ母集団分布からの大きさ $n$ の無作為標本 $X=(X_{1},$ $\cdots$ ,Xn戸こ基づく十分
統計量 $S=S(X)$ が存在すれば, $S$ に基づいて未知母数 $\theta$ の推測を行えばよいことはよく
知られている $([\mathrm{L}\mathrm{C}98])$ . また, 十分統計量が存在しない場合には, 全標本 $X$ が補助統計量
$A(X)$ と統計量 $T(X)$ の組に 1対 1対応すれば, 条件付分布 $P_{T|A}$ を考えることによって, 統
計丁 $T$ の情報量損失を完全に回復できることが知られている $([\mathrm{F}34])$ . そこで, 上記の考え
方に基づいて, 第 31節 (例 35), 第 33節の状況で,補助統計量を与えたときの条件付分布
を用いて, 共変推定量に基づいた条件付信頼区間を構成する.
まず, 第 33節の場合を考える. $\delta(X)$ を任意の位置尺度共力走定量とし, $\hat{\sigma}(X)$ を任意の

強意の尺度共変推定量とする. このとき,

$v(X):= \frac{\delta(X)-\alpha}{\hat{\sigma}(X)}$ , $w(X):= \frac{\hat{\sigma}(X)}{\sigma}$
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とおくと,

$v(X)= \frac{(\mathit{5}(X)-\alpha)/\sigma}{\hat{\sigma}(X)/\sigma}=\delta(\frac{X-\alpha t}{\sigma})/\hat{\sigma}(\frac{X-\alpha t}{\sigma})$

$w(X)= \hat{\sigma}(\frac{X-\alpha t}{\sigma})$

となり, $(X-\alpha t)/\sigma$ の分布は $\alpha,$
$\sigma$ に依存しないので, $v(X),$ $w(X.)$ は枢軸量になる. そ

こで, $\delta(X),\hat{\sigma}(X)$ として MRE推定量をとり, $\alpha,$
$\sigma$ の条件付信頼区間を構成することを考

える.

まず,位置尺度共変推定量, 強意の尺度共変推定量として,それぞれ

$\delta_{0}(X):=\frac{X_{n}}{t_{n}}=:U$, $\hat{\sigma}_{0}(X):=|X_{n-1}-\frac{t_{n-1}}{t_{n}}X_{n}|=:S$

をとる. ここで, $\hat{\sigma}_{0}(X)$ は (3.12) を満たすことに注意. このとき, (3.24),(3.17) より, $\alpha,$
$\sigma$ の

MRE推定量はそれぞれ

$\delta^{*}(X)=U-w_{1}^{*}(Z)S$ , $\hat{\sigma}^{*}(X)=w_{2}^{*}(Z)S$

となる. ただし,

$w_{1}^{*}(Z)$ $:=E_{\alpha=0,\sigma=1}[ \frac{X_{n}}{t_{n}}|X_{n-1}-\frac{t_{n-1}}{t_{n}}X_{n}||Z]/E_{\alpha=0,\sigma=1}[|X_{n-1}-\frac{t_{n-1}}{t_{n}}X_{n}|^{2}|Z]$

$w_{2}^{*}(Z)$ $:=E_{\alpha=0,\sigma=1}[|X_{n-1}- \frac{t_{n-1}}{t_{n}}X_{n}||Z]/E_{\alpha=0,\sigma=1}[|X_{n-1}-\frac{t_{n-1}}{t_{n}}X_{n}|^{2}|Z]$

とする. これらの MRE推定量を用いて,枢軸量として

$v^{*}(X):= \frac{\delta^{*}(X)-\alpha}{\hat{\sigma}^{\mathrm{r}}(X)}$, $w^{*}(X):= \frac{\hat{\sigma}^{*}(X)}{\sigma}$

をとる. また,補助統計量として $Z:=(Z_{1}, \cdots, Z_{n-1})$ を用いる.
いま, $X$ の j p.d.f. は (3.18) であるから, $(x_{1}, \cdots, x_{n})^{t}rightarrow(u, s, z_{1}, \cdots\cdot, z_{n-2})^{t}$ と変数変換

すると,

$\{$

$x_{1}=z_{1}s+t_{1}u$

:.
$x_{n-1}=z_{n-1}s+t_{n-1}u$

$x_{n}=t_{n}u$

となる. ここで, ヤコビアン $J=\partial(x_{1}, \cdots, x_{n})/\partial(u, s, z_{1}, \cdots, z_{n-2})$ について, $|J|=t_{n}s^{n-2}$

となるから, $(U, S, Z)$ の j.p.d.f. }は

$f_{U,S,Z}(u, s, z)= \frac{t_{n}}{\sigma^{n}}s^{n-2}\prod_{1=1}^{n}f(\frac{z_{2}s+(u-\alpha)t_{1}}{\sigma})$
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となる.ただし,便宜上, $z_{n}:=0$ とする. さらに, $(u, s, z_{1}, \cdots, z_{n-2})^{t}rightarrow(v^{*}, w^{*}, z_{1}, \cdots, z_{n-2})^{t}$

と変数変換すると,

$\{$

$u= \sigma v^{*}w^{*}+\frac{\sigma w_{1}^{*}(z)}{w_{2}^{*}(z)}w^{*}+\alpha$

$s= \frac{\sigma}{w_{\dot{2}}(z)}w^{*}$

となり,ヤコビアン J $=\partial(u, s, z_{1}, \mathrm{v}\cdot\cdot, z_{n-2})/\partial(v^{*}, w^{*}, z_{1}, \cdots, z_{n-2})$について , $|J|=(\sigma^{2}w^{*})/$

$w_{2}^{*}(z)$ となるから, $(V^{*}, W^{*}, Z)$ の $\mathrm{j}.\cdot \mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}$. は

$f_{VWZ}.,\cdot,(v^{*}, w^{*}, Z)$

$=i_{n}( \frac{1}{w_{2}^{*}(z)})^{n-1}\cdot(w^{*})^{n-1}\prod_{i=1}^{n}f((\frac{z_{i}+t_{1}w_{1}^{*}(z)}{w_{2}^{*}(z)}+t_{1}v^{*})w^{*})$

となる. よって, $Z$ を与えたときの $(V^{*}, W^{*})$ の c.p.d.f. は

$f_{VW^{*}|Z}.,(v^{*}, w^{*}|z)$

$=. \frac{(w^{*})^{n-1}\prod_{1=1}^{n}f((\frac{z_{j}+t_{j}w\mathrm{i}(z\}}{w_{\dot{2}}(z)}+t_{i}v^{*})w^{*})}{\int_{v=-\infty}^{\infty}\int_{w^{l}=0}^{\infty}(w^{*})^{n-1}\prod_{i=1}^{n}f((\frac{z_{j}+t_{i}w_{1}^{*}\langle z)}{w_{\dot{2}}(z)}+t_{i}v^{*})w^{*})dv^{*}dw^{*}}$

となる. 従って, $Z$ を与えたときの $V^{*}$ の c.p.d.f. は

$f_{V|Z}.(v^{*}|z)$

$=. \frac{\int_{w=0}^{\infty}(w^{*})^{n-1}\prod_{i=1}^{n}f((\frac{z.+tw_{1}^{*}(z)}{w_{2}\langle z)}:+t_{i}v^{*})w^{*})dw^{*}}{\int_{v^{*}=-\infty}^{\infty}\int w^{*}=0(\infty w^{*})^{n-1}\prod_{i=1}^{n}f((\frac{z:+t_{j}w_{1}^{*}(z)}{w_{2}^{*}(z)}+t_{|v}*)w^{*})dv^{*}dw^{*}}$ (41)

になり, $Z$ を与えたときの $W^{*}$ の c.p.d.f. は

$f_{W|Z}.(w^{*}|z)$

$=.. \frac{\int_{v^{*}=-\infty}^{\infty}(w^{*})^{n-1}\prod|n.f=1((\frac{z.+tw_{1}^{l}\langle z)}{w_{2}\{z)}:+t_{i}v^{*})w^{*})dv^{*}}{\int_{v=-\infty}^{\infty}\int_{w=0}^{\infty}(w^{*})^{n-1}.\prod_{1=1}^{n}f((\frac{z_{j}+t_{j}w\mathrm{i}(z)}{w_{\dot{2}}(z)}+t_{|v^{*}})w^{*})dv^{*}dw^{*}}$

.

(42)

になる. よって, (4.1) より,任意の $0<\gamma<1$ について,

$P_{V|Z}.\{v_{1}\leq V^{*}\leq v_{2}\}=1-\gamma$

となる $v_{1},$ $v_{2}$ を定めれば,

$Pv\cdot|z\{\delta^{*}-v_{2}\hat{\sigma}^{*}\leq\alpha\leq\delta^{*}-v_{1}\hat{\sigma}^{*}\}=1-\gamma$

となるから,信頼係数 $1-\gamma$ の $\alpha$ の条件付信頼区間 $[\delta^{*}-v_{2}\hat{\sigma}^{*}, \delta^{*}-v_{1}\hat{\sigma}^{*}]$ が得られる. また,
(4.2) より,任意の $0<\gamma<1$ について,

$P_{W\cdot|Z}\{w_{1}\leq W^{*}\leq w_{2}\}=1-\gamma$
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となる $w_{1},$ $w_{2}$ を定めれば,

$P_{W|Z}. \{\frac{\hat{\sigma}^{*}}{w_{2}}\leq\sigma\leq\frac{\hat{\sigma}^{*}}{w_{1}}\}=1-\gamma$

となるから,信頼係数 $1-\gamma$ の $\sigma$ の条件付信頼区間 $[\hat{\sigma}^{*}/w_{2},\hat{\sigma}^{*}/w_{1}]$ が得られる.

次に, 例 35の場合, すなわち, $\alpha$ が未知, $\sigma=1$ で, 確率変数 $U_{1},$ $\cdots$ , $U_{n}$ がたがいに独
立にいずれも標準正規分布 $N(\mathrm{O}, 1)$ に従う場合を考える. このとき, 例 3.5より, $\alpha$ の MRE
推定量 $\hat{\alpha}^{*}(X)$ は (3.8) で与えられる. そこで, 補助統計量として定理 33で与えられる
$\mathrm{Y}=(Y_{1}, \cdots, \mathrm{Y}_{n-1})$ を用いて, $\hat{\alpha}^{*}(X)$ に基づく $\alpha$ の条件付信頼区間を求めることを考える.
いま, $v^{*}(X):=\hat{\alpha}^{*}(X)-\alpha$ とおくと,

$v^{*}(X)=\hat{\alpha}^{*}(X)-\alpha=\hat{\alpha}^{*}(X-\alpha t)$

となり, $X-\alpha t$ の分布は $\alpha$ に依存しないので, $v^{*}(X)$ は枢軸量になる. また, $X=$
$(X_{1}, \cdots, X_{n})$ の j.p.d.f. は

ム (x) $= \frac{1}{(2\pi)^{n/2}}\exp\{-\frac{1}{2}\sum_{1=1}^{n}(x_{1}-\mu-\alpha t_{i})^{2}\}$

となる. ここで, $(x_{1}, \cdots, x_{n})^{t}\vdasharrow(y_{1}, \cdots, y_{n-1}, v^{*})^{t}$ と変数変換すると,

$\{$

$y_{q}=x_{1}-_{t}\perp_{n}{}^{t}x_{n}$

:.
$y_{n-1}=x_{n-1}- \frac{t_{n-1}}{t_{n}}x_{n}$

$v^{*}= \sum_{i=1}^{n}c_{j}(_{X}:-\mu)-\alpha$

となり, 上から $(n-1)$ 個の式は,

$\{$

$\iota^{2}$

$t_{1}y_{1}=t_{1}x_{1}-_{\overline{t}_{n}}\perp_{X_{n}}$

:.
$t_{n-1}y_{n-1}=t_{n-1}x_{n-1}- \frac{t_{n-1}^{2}}{t_{\hslash}}x_{n}$

となるから, $T:= \sum_{1=1}^{n}.t^{2}$: とおけば,

$\sum_{i=1}^{n-1}t_{1}y_{i}=\sum_{i=1}^{n-1}t:x:-\frac{x_{n}}{t_{n}}\sum_{1=1}^{n-1}t_{i}^{2}=\sum_{1=1}^{n-1}t_{1}x_{i}-\frac{x_{n}}{t_{n}}(T-t_{n}^{2})$
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となる. この辺々を $T$ で割ると,

$\sum_{\=1}^{n-1}c_{i}y_{i}=\sum_{i=1}^{n-1}c_{i}x_{1}-\frac{x_{n}}{t_{n}}(1-\frac{t_{n}^{2}}{T})$

$= \sum_{\mathrm{t}=1}^{n-1}c_{i^{X}:+c_{n}x_{n}-\frac{x_{n}}{t_{n}}}$

$=( \sum_{i=1}^{n}c_{j}(x_{i}-\mu)-\alpha)+\mu\sum_{1=1}^{n}c_{j}+\alpha-\frac{x_{n}}{t_{n}}$

$=v^{*}+ \mu\sum_{i=1}^{n}c_{i}+\alpha-\frac{x_{n}}{t_{n}}$

となるから,

$\frac{x_{n}}{t_{n}}=v^{*}-\sum_{i=1}^{n-1}c:y_{1}+\mu\sum_{i=1}^{n}t_{i}+\alpha$

を得る. ただし, $ci:=t_{i}/T(i=1, \cdots, n)$ とする. 従って,

$\{$

$x_{1}=y_{1}+t_{1}(v^{*}- \sum_{i=1}^{n-1}c_{*}.y_{1}+\mu\sum_{:_{=1}}^{n}t_{i}+\alpha)=:g_{1}.(y, v^{*})+t_{1}\alpha$

:.
$x_{n-1}=y_{n-1}+t_{n-1}(v^{*}- \sum_{1=1}^{n-1}.c_{i}y_{j}+\mu\sum_{:=1}^{n}t_{i}+\alpha)=:g_{n-1}(y, v^{*})+t_{n-1}\alpha$

$x_{n}=t_{n}(v^{*}- \sum_{1=1^{C}}^{n-1}:y_{i}+\mu\sum_{i=1}^{n}t_{i}+\alpha)=:g_{n}(y, v^{*})+t_{n}\alpha$

となる. ここで, ヤコビアン $J=\partial(x_{1}, \cdots, x_{n})/\partial(y_{1}, \cdots, y_{n-1}, v^{*})$ について, $C(t):=|J|$

とすれば, $(\mathrm{Y}, V^{*})$ の $\mathrm{j}.\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}$ . は

$f_{Y,V} \cdot(y,v^{*})=\frac{C(t)}{(2\pi)^{n/2}}\exp\{-\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{n}(g_{i}(y, v^{*})-\mu)^{2}\}$

となり, $\mathrm{Y}$ が与えられたときの $V^{*}$ の c.p.d.f. は

$f_{V\cdot|Y}(v^{*}|y)= \frac{\exp\{-\frac{1}{2}\sum_{*=1}^{n}(g:(y,v^{*})-\mu)^{2}\}}{\int_{-\infty}^{\infty}\exp\{-\frac{1}{2}\sum_{=1}^{n}(g:(y,v^{*})-\mu)^{2}\}dv^{*}}..\cdot$ (4.3)

となる. よって, (4.3) に基づいて,任意の $0<\gamma<1$ に対して,

$1-\gamma=P_{V^{*}|\mathrm{Y}}\{v_{1}\leq V^{*}\leq v_{2}\}$

を満たすような $v_{1},$ $v_{2}$ を定めれば,

$[\hat{\alpha}^{*}(X)-v_{2},\hat{\alpha}^{*}(X)-v_{1}]$

が信頼係数 $1-\gamma$ の $\alpha$ の条件付信頼区間になる.
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実際に, $\mu=0,$ $t_{i}=i(i=1, \cdots, n)$ とし, $\mathrm{A}\mathrm{a}$ くつかの $\alpha$ の値に対してシミ $\not\subset$ レーション

を行って得られた条件付信頼区間が表 4.1\sim 表 46である. いずれの場合も, $\alpha$ の真値が区

間に含まれ, また, 得られた条件付信頼区間の幅が非常に小さいことが分かる. さらに, 標
本の大きさ $n$ がそれほど大きくなくとも, この推測方式は有用な結果を与えることが分か
る. 以上のことから, 上記の条件付信頼区間による推測方式は妥当なものであるといえる.

表 4.1 $\alpha=\pm 005$ の場合の信頼係数 $1-\gamma$ の $\alpha$ の条件付信頼区間.

表 42 \alpha =\pm 05の場合の信頼係数 1--\mbox{\boldmath $\gamma$}の \alpha の条件付信頼区間.
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表 43 $\alpha=\pm 1$ の場合の信頼係数 $1-\gamma$ の $\alpha$ の条件付信頼区間.

表 4.4 \alpha =\pm 5の場合の信頼係数 1--\mbox{\boldmath $\gamma$} の \alpha の条件付信頼区間.

表 45 $\alpha=\pm 10$ の場合の信頼係数 $1-\gamma$ の $\alpha$ の条件付信頼区間.
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表 46 \alpha =\pm 50の場合の信頼係数 1--\mbox{\boldmath $\gamma$}の \alpha の条件付信頼区間.

5 おわりに

本論においては,時間を伴うある線形回帰モデルにおける共変推定量を定義し, 2乗損失
の下での最小リスク共変推定量の構成について考察した.第 31節では, $\alpha$ が未知, $\sigma$ が既
知の場合に, MRE推定量は通常の位置母数分布族の場合 $([\mathrm{A}03],[\mathrm{L}\mathrm{C}98])$ のピットマン推
定量と類似の形で与えられることを述べ,実際に正規分布, 一様分布の例を挙げ,具体的に
MRE推定量を求めた. また, 第 32節, 第 33節では, それぞれ $\alpha$ が既知, $\sigma$ が未知の場合,
$\alpha,$

$\sigma$ がともに未知の場合の MRE推定量の構成について論じた.
第 4節では,補助統計量を与えたときの条件付分布を用いて,共闘推定量に基づいた条件

付信頼区間の構成について論じた. 特に,第 31節の正規分布の場合にシミ $=$. レーションを
行い, 条件付分布に基づく推測方式が妥当であることを数値的に確かめた.
本論では, 正規分布, 一様分布の場合を扱ったが,他の分布の場合も MRE推定量を求め
ることができるであろう. また,本論で設定した位置及び尺度共変性に関する構造はもっ
と –般に群の構造に拡張でき,群論を用いた議論も可能であろう. 本論で, 条件付信頼区
間について論じたが,補助統計量を与えたときの条件付検定にも応用できると考えられる.
この場合, [R95], [Th90], [Th93] で述べられている補助統計量を与えたときの条件付分布
の近似に基づいて,条件付検定を考えることができるかもしれない.
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