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1 前置き
カイラルな共形場理論を作用素環を用いて数学的に研究する方法について述べる. 同じ対
象を別の方法で研究するものとして, 頂点作用素代数があり, それとの対比をしばしば行
う. なおこの原稿は, 日本数学会 2005年企画特別講演の予稿 [24], 作用素論作用素環論
研究会の報告集 [25] が元になっていることを最初にお断りしておく.
場の量子論の数学的構造を研究しようという試みは古くからたくさんある. ここでは

作用素環論に基づく方法を説明するのだが, その考え方の元になるのは Wightman field
である. 数学的には Wightman field とは時空上の作用素転記関数であって, 適当な条件
を満たすものである. (詳しくはたとえば [41] を見よ. ) 普通の超関数は試験関数に対し
て複素数の値を返すが, 作用素値超関数は試験関数に対して (非有界) 線形作用素を値と
して返す. そこで, しかるべき, 作用素値超関数の族があったとしよう. その中から–つ
の元 \Phi を取る. さらに時空領域 O を固定して, そこに台が含まれるような試験関数 \mbox{\boldmath $\varphi$} を
取る. こうして, $\langle\Phi, \varphi\rangle$ を考える. このようにして得られる作用素たちの生成する, 有界
線形作用素たちのなす作用素環を $A(\mathcal{O})$ とおく. 考える作用素環は von Neumann 環と呼
ばれるタイプのものである. (たとえば最初から自己共役作用素たちだけを考え, $\exp(it)$

の肩に乗せれば有界線形作用素たちが得られる. ) これによって, 共通の Hilbert 空間
に作用する, 時空領域でパラメトライズされた作用素環の族 $\{A(\mathcal{O})\}$ ができる. そこで,

Wightman field のことは忘れて, 作用素環の族 $\{A(\mathcal{O})\}$ の満たすと期待される条件を公
理として要請し, その公理系からの帰結を数学的に研究して行こうというのが代数的場の
量子論 (Algebraic Quantum Field Theory) と呼ばれる考え方である これには, Araki,
Haag, Kastler らによる長い研究の歴史があり, 基本的なテキストは [19] である. ここで
対象にしている作用素環の族 $\{A(\mathcal{O})\}$ は, 時空領域の包含関係について有向族をなして
いるようなものを考えるので,「作用素環のネット」という用語が普通使われている. 時空
領域の対称性も考慮に入れる必要があるが, それは時空の対称性を表す群の, 今考えてい
る Hilbert 空間への射影的ユニタリ表現によって数学的に表される. この考え方では, ど

のような空間でも, どのような時空対称性でも, 統–的に考えることができる. 伝統的に
は 4次元 Minkowski 空間の場合がもっとも長い間研究されてきたが, 一般の多様体, さ

らには「非可換時空」上で考えようという試みもある.

2 代数的共形場理論
近年盛んに考えられている跡形場理論は, 2次元 Minkowski 空間, あるいはそこから派
生した 1次元円周の上で, 共形対称性という高い時空の対称性を要請すると, 数学的にも
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物理的にもたいへん興味深いというものである. (物理的側面も含めた, 共形場理論一般
の大部なテキストとして [9] をあげておく. ) これを代数的場の量子論の立場から考えて
みよう.
まず 2次元 Minkowski 空間を考える. ここで「時空の対称性」 として共形変換, すな

わち各階ごとに異なるスケールで拡大縮小するような変換も許して考える. 空間変数を
$x$ , 時間変数を $t$ としたときに, 新たな変数 $t+x,$ $t-x$ を考えれば, この新しい変数につ
いて研究の対象となる代数系を二つに分解することができる. このようにして得られる
片方の理論をカイラルな共警部理論と呼ぶ. 新しい–つの変数 $t\pm x$ は 1次元空間を動く
が, これに無限遠点を加えて compact 化した 1次元円周 $S^{1}$ が, カイラルな共形場理論
の「時空」にあたる空間である. 無限遠点を動かすような変換, たとえば $S^{1}$ 上の回転も
変換の中に入れておきたいのでこのような compact 化が行われる また, t\pm x が変数な
ので, 時間変数と空間変数は混ざっているが, $+$ この $S^{1}$ を「時空」にあたるものとして
考察を進めればよい. すなわち, $S^{1}$ を出発点の「時空」に取り, この上の作用素値超関
数の族を考え, また空間の対称性を表す群としては, $S^{1}$ の上の向きを保つ微分同相写像
全体 $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(S^{1})$ を考えるということである. この立場から, 作用素環のネットを公理化す
ることを考えよう.

$S^{1}$ の, 連結開集合であって, 空でもなく, 稠密でもないものを区間と呼ぶ. ( $S^{1}$ 全体
やそこから 1点を除いたものは区間ではないことに注意する. ) 区間 $I$ を上の「時空領
域」 と考え, 区間 $I$ たちでパラメトライズされた作用素環 $A(I)$ の族ができる. これを
公理化したものが, $S^{1}$ 上の作用素環の局所共形ネットであり, ここではこのタイプの作
用素環のネットしか考えないので, これを単に作用素環のネットと呼ぼう. (今, 上の意
味での区間たちは包含関係について有向族ではないので, ネットという名前は本来不適
切だがよく使われている. ) 正確な公理は [26] にゆずるが, たとえば $I\subset J$ であれば,
$A(I)\subset A(J)$ が自然に要請される. また, もともとの 2次元Minkowski 空間上で空間的
に離れた領域問では, 光速でも片方から他方に到達できないので, 何の相互作用もなく,
対応する時空領域上の作用素環の元たちは互いに交換する, というのが局所性の考え方
である. この局所性の公理は今の設定では, $I$ と $J$ が交わらない時, $A(I)$ の元と $A(J)$

の元は可換である, という形を取る. また, $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(S^{1})$ についてはこの群が今考えている
Hilbert 空間上に射影的ユニタリ表現 $u$ を持ち, $u_{g}A(I)u_{\mathit{9}}^{*}=A(gI)$ を満たす, というこ
とが公理となる. これを共変性の公理と呼ぶ. ここで gI は, 区間 $I$ の, 微分同相写像 g
による像である. このときこの Hilbert 空間は, Diff$(S^{1})$ に「対応」する無限次元 Lie 環
である Virasoro algebra の表現空間となり, これによって central charge $c$ と呼ばれる正
の実数値を取る不変量が定義される.

3 頂点作用素代数
方, $S^{1}$ 上の作用素値超関数たちを直接に, 代数的に公理化した代数系が, 頂点作用素

代数というものである. これは代数系であるから, 演算と公理があるのだが, その公理系
を初めて見ても何のことだか絶対にわからないであろう. そこでまず, 意味の方から説明
する. 考えているものは円周 $S^{1}$ 上の作用素値超関数たちなので, それを作用素値超関数
は複素平面の単位円の上を動く変数を $z$ と書いて $a(z)= \sum_{n\in \mathrm{Z}}a_{n}z^{-n-1}$ と Fourier 級数
展開する. (とりあえず収束の問題は気にしない. ) 係数 $a_{n}$ は (非有界) 作用素である. こ

こで $z^{-n-1}$ の係数を $a_{n}$ としていることにはもちろん理由があるが, 単なる取り決めだと
思ってもよい. 今考えている Hilbert 空間には真空ベクトルと呼ばれる特別なベクトル $\Omega$
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がある. 物理的に期待される状況では, $a(z)$ に $a_{-1}\Omega$ を対応させる写像が, 量子場の集
合から, Hilbert 空間の稠密部分空間 $V$ への全単射になっているので, 抽象的な立場で
はこれを公理として要請する. この全単射を通じて, 作用素値超関数とベクトルを同–視
する. これは GNS 構成で作用素とベクトルを同–視するようなものだが, 今は作用素で
はなく, 作用素値超関数の族を考えていることに注意する. これによって, a, b\in V に対
し, $a$ の方は上のように作用素値超関数として Fourier 級数展開して係数 $a_{n}$ を作り, そ
れをベクトルと思った $b$ にほどこして得られるベクトル $a_{n}b$ を考える. 形式的にはこれ
は, $n\in \mathbb{Z}$ ごとに, 積演算」 $(a, b)-ra_{n}b$ があると思える. この状況を代数的に公理化し
たものが頂点作用素代数であり, あるベクトル空間 $V$ に, $n\in \mathbb{Z}$ でパラメトライズされ
た可算個の積演算, $(a, b)-*a_{n}b$ があって, これらの演算がある公理を満たす, というも
のである. ただし, この「ある公理」たちが, 交換法則とか結合法則などのように見てす
ぐ意味がわかるものではまったくないとということが問題である.
さらにこの $V$ には自然な grading $V=\oplus_{n=0}^{\infty}V_{n}$ が入っていて, $(V_{k})_{nn}(V_{l})\subset V_{k+l-n-l}$

ということも公理として要請される. ここで $k+l-n-1<0$ のときは積の値が $0$ と解
釈される. ( $0$ とはベクトル空間としての $0$ベクトルである. ) 公理全体の正確な形につい
てはたとえば, 元祖 [17] を見よ.
以上のように, 同じ物理的対象である, $S^{1}$ 上の共形場理論を数学的に公理化した代

数系として, 作用素環のネットと頂点作用素代数があるわけである. これらは本来同じ対
象を公理化したものなので 1対 1対応があることが期待される. すなわち, 片方の公理を
満たす対象があればもう片方の公理を満たすものが canonical に作れると言うことがあっ
て欲しいが, どちらの方向にも大きな技術的困難があり, . このようなタイプの定理は知
られていない. (頂点作用素代数では, そもそも state の空間に正定値内積が入らないよ
うな, non-unitary case も考えており, このような場合が作用素環に対応しないことはも
ちろんである. この種の対応を考える際には unitary な場合に限定する必要がある. ) 非
常におおざっぱなレベルでは, 頂点作用素代数と作用素環のネットとの関係は, Lie 環と
Lie 群の関係のようなものではないかと思われるのだが, これから解明すべき点が多い.
そこで今のところ行われているのは, 個別の例の構成, さまざまな性質の研究などの

レベルで, 二つの理論の問の対応を探ることであり, このレベルでは多くの成功例があ
る. そもそも, 最初に問題になるのは公理系を満たすような例をどうやって作るかである
が, 群の公理や環の公理の場合などと比べてはるかに難しい. 頂点作用素代数の方では具
体例をーから作る方法として,

$\bullet$ Even lattice

$\bullet$ Affine Kac-Moody 代数/Virasoro 代数

から作るものがあり, すでにある例を使って新しい例を作る方法として,

$\bullet$ テンソル積

$\bullet$ Simple current extension

$\bullet$ Orbifold construction

$\bullet$ Coset construction

がある. これらについては, 頂点作用素代数の方が先行しており, 作用素環の側で対応す
るものが後から作られた.
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Even lattice とは, 有限 rank の自由 Abel 群 $L$ で, 有理数に値を持つ対称 Z-線形形式

$\langle\cdot, \cdot, \rangle$ : $L\cross Larrow \mathbb{Q}$

を持ち, さらに任意の $\alpha\in L$ に対し $\langle\alpha, \alpha\rangle\in 2\mathbb{Z}$ となるもののことである Staszkiewicz
がこれから作用素環のネットが作れるという博士論文を書いた力\searrow unpublished なままで
詳しい性質はよく調べられていなかった. これについては, 最近の Dong-Xu [12] の論文で
満足すべき結果が得られた. 特別なタイプの lattice については, [29] による構成がある.
また, Kac-Moody/Virasoro algebra からの作用素環のネットの構成は, A. Wassermann
[42] とその学生たちによって行われた さらに, Buchholz-Mack-Todorov [5] による先行
する構成も重要である.
後の方の 4つの構成のうち, 後の 3つは作用素環の言葉で言えばそれぞれ, (有限アー

ベル群による)接合積, (有限群による)不動点環, 相対可換子環のことである. テンソル
積と, simple current extension は簡単な構成である Simple current extension は実質的
には Doplicher-Haag-Roberts の頃から考えられている. $\mathrm{O}\mathrm{r}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d}/\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}$ construction に
ついては, Xu $[44, 45]$ で研究された. 作用素環のネットは, 作用素環の族であり, 真空
ベクトルを持つ Hilbert 空陸に作用していないといけないので, 接合積を取る操作と不動
点環を取る操作は対称ではないことに注意する. 伝統的な呼び方で言えば, 前者に使える
自己同型は, Doplicher-Haag-Roberts 自己同型, 後者に使える自己同型はゲージ群の元
である. (なお, 作用素環の方の subfactor 理論でも類似の構成が考えられており, 私も
昔 orbifold subfactor というのをやっていた Subfactor 理論では, 接合積を考えること
も不動点環を考えることもほぼ対称であり, 接合積の方に orbifold という名前を使うこ
とがよくあったが, 作用素環のネットの場合は, orbifold と呼ばれるのは, 不動点環の方
である. )
このほかに, 作用素環のネットの方では, Longo の $Q$-system による拡張という構成

が, [26] で始められ, [46] でさらに応用された. この方法を頂点作用素代数の方に翻訳す
るのは簡単である. (たとえば [33] における–般論を見よ. ) 一般に共形場理論において,
すべての例は, 上の列挙した 6つの方法の組み合わせによって得られるという予想がある
が, Q-system による構成は, この予想が正しくないことを示している.
このほかに, 頂点作用素代数の–般論における大きな成果としては, Zhu [47] による

character の modular invariance の証明, Huang [21] による Verlinde 予想の証明がある.
いずれにおいても Zhu [47] の $C_{2}$-finiteness 条件が大きな役割を果たしているが, 対応す
る成果は作用素面においては知られていない. しかし, $C_{2}$-finiteness 条件については下
で述べる, [30] の complete rationality が対応する条件ではないかと考えられるので, こ

れに基づく更なる研究が待たれるところである.

4 作用素環のネットの表現論

作用素環のネットの構造を調べる強力な手段として, 表現論を考えることが重要である.
対応する表現論は頂点作用素代数にもあるが, 表現論こそ, 作用素環的アプローチが強み
を発揮する側面である.
作用素環のネットでは, 考えている作用素環たちはもともと共通の Hilbert 空間に作用

しているのだが, 単に環の族だと思えば別の (Hilbert) 空間への作用を考えることはもち
ろんできる. (ただし, この新しい Hilbert 空間の方にはもはや, 真空ベクトルにあたるも
のはない. ) このような表現論については古くから Doplicher-Haag-Roberts の有名な理論
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[13] が成立しており, それを今の $S^{1}$ 上のネットの話に書き換えることも, Fredenhagen-
Rehren-Schroer [16] によって行われている. Doplicher-Haag-Roberts 理論のポイントは,
環の族の表現を考える代わりに, -つの大きな環のしかるべき自己準同型を考えればよ
い, というものである. この「大きな環」は気分としては, 今考えている族の作用素環た
ちによって生成される環なのだが, 正確な定義にはもっと注意が必要である. この見方の
利点は, 自己準同型は容易に合成できる, ということである. この演算が「表現のテンソ
ル積」に当たるものを与えるのである. ここで, 群や Hopf代数の表現のテンソル積は容
易に定義できるが, 環や環の族のテンソル積は直ちには定義できないことに注意しよう.
このように自己準同型を経由することによって, 表現のテンソル積がうまく定義され, 期
待される性質が満たされるのである. これによって, 表現たちのなす圏ががテンソル圏に
なり, さらに, 今考えている $S^{1}$ 上のネットの場合は, braided なテンソル圏になるので
ある. また, Jones の subfactor 理論によって, 表現の「次元」が定義できる. これは, 代
数的場の量子論では伝統的に「統計次元」と呼ばれていたもので, 量子群論における 「量
子次元」 とも同様のものである. これは自己準同型の値域の Jones 指数の平方根として
定義される. この値は, 1以上の実数値か, 無限大を取る.

Jones の subfactor 理論 [23] では, [15] に解説したように二つの作用素環 $N\subset M$ の

組の表現論を考えることが重要であった. ここでは, 作用素環の族の表現論を考えるので
ある. 二個の作用素環の表現論と, 作用素環の連続濃度の族の表現論ではだいぶ話が違い
そうだが, 実は驚くほど多くの共通点がある. このことは, Longo [34] に始まり, そもそ
もこれが, もともと subfactor 理論を研究していた私が現在作用素環のネットを研究して
いる理由である. $S^{1}$ 上の作用素環のネットは, subfactor $N\subset M$ の「連続版」のような
もので, 前者の後者に対する関係は, 1径数自己同型群の自己同型に対する関係のような
ものである.
作用素環のネットにおいても, 量子群や頂点作用素代数の表現論と同様, 既約な表現

モジュール (の同値類) が有限個しかない時が興味深い. このような作用素環のネットや,
頂点作用素代数は有理的であると言う. このとき表現論は有限群のようなものになってい
るわけである. このような有限個の既約な対象を持つ圏は, 1のべき根における量子群や
そこから生じる 3次元トポロジーの量子不変量においても重要である. (作用素環の立場か
らの, 量子不変量の扱いについては [15], [32] やそこでの引用文献を見ていただきたい. )

[30] において我々は, 完全有理性と呼ばれる, 有理性より強い条件を導入し, その特
徴づけを与えた. その後 [38] によって, かなり弱い–般的な仮定の下では, この条件は有
理性と同値であることが証明された. さらにこの弱い条件も, 実は自動的に成り立ってい
るのではないかという予想もある. 完全有理性は, テンソル積, simple current extension,
orbifold construction, (cofinite 条件を満たす) coset construction などの操作で保たれる
ことが容易にわかるので, 作用素環のネットの有理性の判定がかなり容易にできるわけで
ある. また完全有理性がなりたつときは, 表現のなす圏が, modular であることも [30] で
証明されている. 頂点作用素代数については有理性が, orbifold construction で保たれる
かどうかは有名な未解決問題である.
次に誘導表現の理論に移ろう. 群と部分群があるときに, 小さい方の群の表現から, 大

きい方の群の表現を作るのが誘導表現である. これと同様に, 作用素環のネット $A(I)$ が,
別の作用素環のネット $B(I)$ に対して, $A(I)\subset B(I)$ のようになっているときに, 前者の
表現から後者の表現を作りたいのである. この方法は作用素環のネットでは, a-induction
と呼ばれており, 最初 [36] によって導入され, 基本的な性質や例が [43] によって研究さ
れ, さらに詳しい性質が, [1], [2], [3] によって調べられた. $A(I)$ の表現 $\lambda$ から誘導され
るものを $\alpha_{\lambda}^{\pm}$ と書く. この「誘導」には braiding が必要で, その際に braiding の交差の
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どちらを選ぶかということがあるので, その選択を士で表した. 正確に言うと, 上のよ
うな状況で–般に $A(I)$ の表現から作れるものは, $B(I)$ の表現ではなく, 頂点作用素代数
の twisted modul のようなものにすぎないのであるが, どのくらい本当の表現から離れて
いるか\searrow またいつ, 本当の表現になるかなどが詳しくわかっている. $A(I)$ が完全有理的
であるとして, その既約表現たちを $\lambda$ と書く. このとき, $Z_{\lambda,\mu}=\dim \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\alpha_{\lambda}^{+}, \alpha_{\mu}^{-})$ と定
義すると, 非負整数成分の行列 $Z$ が得られるが, [3] では Ocneanu の graphical calculus
に基づき, この行列 $Z$ が, modular tensor category から生じる $SL(2, \mathbb{Z})$ の表現の値域
の元たちと交換することが示された. この行列 $Z$ のサイズは, $A(I)$ の既約表現 (の同値
類) の数である. この手続きによって, 完全有理的な作用素環のネット $A(I)$ を固定すれ
ば, その拡張 $B(I)$ に対し, 行列 $Z$ が定まることになる. 上のような, $SL(2, \mathbb{Z})$ のユニ

タリ表現の値域と交換する行列は modular invariant と呼ばれていて, ユニタリ表現を固
定するたびに (適当な正規化条件の下で) 有限個しかないことが知られている. またこの
「有限個」は実際の例では 1個や 2個であることも少なくない.

5 分類理論
上のように $\alpha$-induction と modular invariant を使うことによって, -つの作用素環の
ネット $A(I)$ が与えられた時に, その延長ネット $B(I)\supset A(I)$ をすべて分類する, いう
問題が研究できる. $A(I)$ が完全有理的である場合にはこの延長問題の解は有限個しかな
いことが–般的に証明でき, 少なくとも原理的には全部分類できるものであることが示さ
れる. (このとき, [22] の結果が解析的に重要な役割を果たす. ) このことの応用として,
$c<1$ を満たす作用素環のネットは [26] で完全に分類された. この分類リストは容易に
わかる無限系列. すなわち Virasoro 代数から作られる Virasoro ネットと, その指数 2の
simple current extension たちと, 4つの例外型からなる 例外型が起こる central charge
の値は, $c=21/22$ , 25/26, 144/145, 154/155である このうち 3つは coset と解釈できる
が, 残りの–つはこれまで知られていない, 真に新しいタイプのものと考えられる. こ

れらはまた, A-D-E 型の Dynkin 図形の適当な組によってラベルをつけることができる.
Cappelli-Itzykson-Zuber [7] による, minimal model の modular invariant の分類がこの
もとになっている. Dynkin 図形の組によるラベル付けも [7] で始められた.
この例外形の作り方が Longo の Q-system によるものである. その作り方を頂点作用

素代数の理論に翻訳すると次の問題になる.
[頂点作用素代数 $V$ に対し, その有限個の既約モジュール陽と有限の mulitplicity

$n_{j}$ を使って, $W=\oplus n_{j}V_{j}$ を作る. ただし, $V$ 自身はモジュール $V_{0}$ とみなし, これに
ついては $n_{0}=1$ とする. このとき, $V_{0}$ の Virasoro 元を使って $W$ に頂点作用素代数の構
造を入れよ.」
これが [35], [36] で考えられた作用素環のネットの拡張問題のフオーミュレーションと

とカテゴリー的に同じ問題であることは Kirillov-Ostrik [331によって指摘された. した
がって, 上で説明した [26] の結果は直ちに頂点作用素代数の結果に翻訳することができ,
上の拡張問題で $V$ が $c<1$ の Virasoro 頂点作用素代数である場合は, 完全に解けたこと
になる. この問題の特別な場合はこれまで, 頂点作用素代数の方でも研究されてきたもの
であるが, 完全な分類結果は得られていなかった. C=21/22,25/26の例は 2つの既約モ
ジュールの直和, c=144/145,154/155の例は 4つの既約モジュールの直和であることに
注意する.
以上はカイラルな共形場理論における $c<1$ の場合の分類定理であるが, 2次元 Mi-
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knowski 空間上の共形場理論, その「半分」の境界共形場理論についても, 同様の路線に
よる分類定理が, [27], [31] において得られていることを注意しておく. 境界共形場理論
の作用素環的取り扱いの–般論は [37] で確立された.

6 Moonshine
Moonshine とは, 有限群と保形関数の問の不思議な関係につけられた名前であり, 1979
年に Conway-Norton [8] の Moonshine 予想として最初に現れた. この予想自体はすでに
Borcherds [4] によって 1992年に肯定的に解かれているが, 依然として多くの謎が残され
ている. これらの数学は作用素環とは無関係に発展してきたものであるが, 本来作用素環
の枠組みで捉えることができるものである. 最近, Popa, 小沢らによって離散群と作用素
環との関係は大きく進展しているが, 有限群と作用素環の関係についても, これまで群
作用の研究で知られていたこととは別の種類の興味深い現象があるということを説明し
たい.
有限単純群の分類はとてつもない時間と労力の末, 近年ついに完成した. 1983年に完

成が宣言された時には実はまだ本当に完成したとは言えていなかったようだが, いずれに
せよ, 分類リストは次のものである.

$\bullet$ 素数位数の巡回群

$\bullet$ 5次以上の交代群

$\bullet$ 16系列の Lie 型単純群

$\bullet$ 26個の散在型単純群

3番目の Lie 型とは, 有限体上の行列群のことであり, たとえば $PSL(n, \mathrm{F}_{q})$ などであ
る. 散在型とはほかの 3種のどれでもないものであり, 1861年 Mathieu によって発見さ
れたもの以来 26個ですべてである. その中で位数最大のものが Monster と呼ばれる群で
あり, 1973年 Fisher-Griess によってその存在が予想され, 1980年 Griess [18] によって
証明が完成した. その位数は

$2^{46}\cdot 3^{20}\cdot 5^{9}\cdot 7^{6}\cdot 11^{2}\cdot 13^{3}\cdot 17\cdot 19\cdot 23\cdot 29\cdot 31\cdot 41\cdot 47\cdot 59\cdot 71\sim 8\cross 10^{53}$

である.
さてまったく違う (ように見える) 話として, 古典的なモジュラー関数の話がある. $\tau$

を複素平面の上半平面の元とする. exp(2\mbox{\boldmath $\pi$}什)=q と書いて, 次の j-関数と呼ばれる関数
を考える.

$j(\tau)=q^{-1}+744+196884q+21493760q^{2}+8642909970q^{3}+\cdots$ .
この関数は次の不変性を満たすことが知られている.

$j( \frac{a\tau+b}{c\tau+d})=j(\tau)$ , $\in SL(2, \mathbb{Z})$ .

この不変性を満たす関数を–般にモジュラー関数と呼ぶ. (作用素環の人はモジュラー
関数と聞くと, 局所コンパクト群の Haar 測度から生じるものの方を思い浮かべるかも
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しれないが, それとは関係ない. ) モジュラー群 $SL(2, \mathbb{Z})$ の保型関数のことである. モ

ジュラー不変性を要求し, $\tau\vdash\Rightarrow\tau+1$ で不変なことを使って $q$ の関数として表し, さら
にその Laurent 展開が $q^{-1}$ から始まることも要求すれば, その関数は定数項を除いて上
の形に決まってしまうことは 19世紀から知られている. 定数項はどう取ってもよいのだ
が, 歴史的に $\theta$ 関数の適当な比で書くことが行われており, そうすると上の 744が現れ
る. この $j$ -関数は, $SL(2, \mathbb{Z})$ に対する Hauptmodul とも呼ばれる (一般に, $SL(2, \mathbb{R})$ の

genus $0$ と呼ばれるある種の部分群 $G$ に対し, 上のような Laurent 級数で, $G$ の元によ
る 1次分数変換で不変ななもののうち, ある特別な関数が $G$ に対する Hauptmodul と呼
ばれる. )1970年代, $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{y}$ は上の j-関数の最初の非自明な係数 196884と, Monster
の非自明な最小の既約表現の次元 196883が「ほとんど同じ」であることに気がついた.
(当時は, Monster の存在はまだ証明されていなかったが, その存在は確実と思われてお
り, character などもすでにたくさん計算されていた. ) 当初これは意味があるとは考え
られなかったが, その後, $i$ -関数の他の係数も? Monster の既約表現の次元と関係するこ
とが次のように見出された.

196884 $=$ 1+196883,
21493760 $=$ 1+196883+21296876,

864299970 $=$ $2\cdot 1+2$ .196883+21296876+842609326.

ここで, 196883, 21296876, 842609326はいずれも Monster の既約表現の次元である.
もちろん, どんな数でも自明な既約表現の次元である 1の何倍かと書けるに決まってい
るのだが, 上の関係はそのような自明な関係式とは考えがたい. これに基づき, Conway-
Norton は, モジュラー関数と Monster の両者に表れるさまざまな数字の関係を見出した.
しかし多くのことが予想の段階にとどまっていたのであり, 中心的な命題がMoonshine 予
想と名づけらた. (ここで, Moonshine とは「月光」のことではなく, 英語の俗語で,「た
わごと」という意味である. モジュラー関数と散在型有限単純群が関係しているという考
えがあまりにもばかげているためこの名前がついた. )
その Moonshine 予想の内容は次の通りである まず, 何らかの無限次元代数系 $V$ が

あり, それは Gvector space として, 代数的直和 V=\oplus n\infty =。陽と書けており, 各脇は
有限次元であると考える. そして, Monster の各元 $g$ は, $V$ の自己同型として作用し, 各
琉を global に保っていると考える. すなわち各脇は Monster の表現空間となっている.
上の Monster の既約表現で次元が, 1次元, 196883次元, 21296876次元, 842609326次
元, . . . のものを順に $\pi_{1},$ $\pi_{2},$ $\pi_{3},$ $\pi_{4},$ $\ldots$ と名づける Monster の表現空間として, $V_{0}$ は
$\pi_{1}$ , 防は $0$ , 脆は $\pi_{1}\oplus\pi_{2},$ $V_{3}$ は $\pi_{1}\oplus\pi_{2}\oplus\pi_{3}$ , 砺は $2\pi_{1}\oplus 2\pi_{2}\oplus\pi_{3}\oplus\pi_{4},$

$\ldots$ と分解して
いると考える. さらに上の j-関数 (から定数項を引いたもの) は,

$q^{-1} \sum_{n=0}^{\infty}\dim(V_{n})q^{n}$

となっていると思うのである. ここで, $\sum$ の前に $q^{-1}$ がついているのは central charge
から生じる調整項である. これを $V$ の vacuum character と言う. 上のべき級数は,

$q^{-1} \sum_{n=0}^{\infty}\mathrm{c}\mathrm{h}_{V_{n}}(e)q^{n}$
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とも書けることに注意する. ただしここで, $\mathrm{c}\mathrm{h}$ は Monster の表現の character, $e$ は Monster
の単位元を表す. すると, $e$ 以外の Monster の元 $g$ についても同様にべき級数,

$q^{-1} \sum_{n=0}^{\infty}\mathrm{c}\mathrm{h}_{V_{\mathrm{n}}}(g)q^{n}$

を考えることができる. あとからちゃんと収束することもわかるが, 今はとりあえず形式
的べき級数として考えよう. これを, $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{y}$-Thompson series と言う. これらがすべて,
$SL(2, \mathbb{R})$ のある部分群 $G_{g}$ (具体的に指定されている) に対する Hauptmodul である, と
いうのが Moonshine 予想である.
当然のことながら, この問題において最初の大きな難関は,「何らかの無限次元代数系

$V\mathrm{J}$ とは何か\searrow ということである. 適切な代数系はこの時点で存在していなかったため,
Borcherds が新しい概念を導入し, それを元に Frenkel-Lepowsky-Meurman [17] が定義
したのが, 頂点作用素代数の始まりである. さらに Ftenkel-Lepowsky-Meurman はある
具体的な頂点作用素代数が上の j-関数に対応し, また代数系としてのその自己同型群が
ちょうど Monster であることを証明した. この具体例は, Moonshine 頂点作用素代数と
呼ばれ, 通常 $V^{\mathrm{Q}}$’と書かれる. ( $\#$ がついているのは「自然」な構成だからである. 有限群
のもっとも 「自然」な現れ方が無限次元代数を経由しているということである. )
この Moonshine 頂点作用素代数 $V^{\mathfrak{h}}$ に対し, Monster の元 $g$ ごとに上の Laurent 級数

を考えると, 171種類のものが得られる. (Monster の元の数に比べ, この数がはるかに小
さいのは, Monster の共役類の数が 194個しかないからである. ) したがって, Moonshine
予想を証明するにはこの 171種類の級数がすべて, ある種の Hauptmodul であることを
示せばよい. Borcherds [4] はこの Moonshine 予想全体を証明した. これが彼の 1998年
の Fields 賞の業績である.

7 Moonshine ネットと Monster
さて, 前で説明したように頂点作用素代数と, 作用素環のネットの対応をながめてみる
と, 頂点作用素代数側でもっとも有名かつ重要である Moonshine 頂点作用素代数の対応
物が作用素環側に欠けていることに気づく. この構成を行い, 期待される性質を証明した
のが [29] である. これには, 男付き頂点作用素代数の考え方 [10] を用いる.

Moonshine 頂点作用素代数 $V\#$ は上記のように [17] によって構成された. この構成
は Leech lattice と呼ばれる rank 24の例外型 lattice からまず, 頂点作用素代数を作り,
$\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}$ で不動点環に移り, さらに $\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}$ で接合積を取るという段階で行われる. –方, こ

れは central charge 1/2の Virasoro 頂点作用素代数 $L(1/2,0)$ の 48個のテンソル積の拡
大と思えることが [11] において見出された つまり, $L(\mathrm{J}./2,0)^{\otimes 48}\subset V\# l\mathrm{h}$ subfactor の
ような包含関係であり, 頂点作用素代数では index という概念はないが, index の類似物
を考えれば $2^{48}$ となっているのである. Virasoro 頂点作用素代数 $L(1/2,0)$ の作用素環的
対応物は, Virasoro ネット $\mathrm{V}\mathrm{i}\mathrm{r}_{1/2}$ としてすでによくわかっているのでこれの 48個のテン
ソル積を作り, それをしかるべく拡大して Moonshine ネットを作ると言うのが作戦であ
る. この種の拡大問題には, 上のように Longo の $\mathrm{Q}$-system [35] が有効であることがわ
かっているのであった. 頂点作用素代数の方でも, この考え方によって Moonshine 頂点
作用素代数を構成する宮本 [40] の方法がある. 宮本 [39] による自己同型の構成法はその
まま作用素環の方に翻訳することができ, この研究で有効である. これによって構成され
る作用素環のネットは次の性質を持っている
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$\bullet$ Central charge は 24である.

$\bullet$ Vacuum character は j-関数の定数項を除いたものである.

$\bullet$ 既約表現は自分自身しかない.

$\bullet$ 自己同型群が Monster である.

1番目の性質は簡単にわかる. 48個のテンソル積を作った段階で central charge は
48 $\mathrm{x}1/2=24$ となり, 拡大するステップでは central charge は不変だからである Vacuum
character は頂点作用素代数の場合と同様に定義され, 2番目の性質も比較的容易にわかる.
(Hilbert空間 $H$ は, 回転群のユニタリ表現の生成元の固有空間分解によって $H=\oplus_{n=0}^{\infty}H_{n}$

と分解されることを使う. ここで負の $n$ が出ないこと公理の–つである. )3番目の性質
はしばしば holomorphic と呼ばれる. 既約な DHR endomorphism が写像しかないと言っ
ても同じことである. これは, [30] における $\mu$-index の性質を使えば即座にわかる. –番
証明が困難なのは 4番目の性質である. ここに出てくる自己同型とは次の性質を満たすユ
ニタリ作用素 $U$ のことである.

$\bullet U\Omega=\Omega$ .
・任意の区間 $I$ に対し, $UA(I)U^{*}=A(I)$ .
通常の作用素環の感覚だと, いつでも内部自己同型がたくさんあるので, 自己同型群が

有限群と言うのは奇妙な気がするかもしれないが, ここでいう作用素環のネットの自己同
型群は, 通常の作用素環 $M$ との対比で言うと, $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M)/\overline{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}}(M)$ に似たもので,「小さい」
群なのである. たとえばこれが自明になる作用素環のネットも簡単に作れる. Subfactor
の自己同型との対比で言うと, Jones projection たちをすべて固定するという条件がつい
ているようなものである. この 4番目の性質を示すには, 頂点作用素代数としての自己同
型と作用素環のネットとしての自己同型が同–視できることを示す. そのためには, 頂点
作用素代数の元がちゃんと作用素武器関数とみなせて都合のよい性質を満たすことを示す
ことが必要になる. 一般の頂点作用素代数は純代数的に公理化されているのでそのような
ことが示せる期待は持てないが, 今の場合は次のように進めばよい.

$\bullet$ Virasoro algebra のレベルでは, 作用素値超関数としての解釈はきちんとできる.

$\bullet$ Virasoro 頂点作用素代数の元を Moonshine 頂点作用素代数の自己同型で移したも
のも, 作用素値超関数としてきちんと解釈できる.

$\bullet$ そのような元がすべてを尽くす.

2番目のステップでは, Driessler-Fr\"olich [14], $\mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{z}arrow \mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{z}- \mathrm{M}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}[6]$ による作
用素値超関数の性質を使う. これによって, 証明が完結する. さらに Moonshine 予想の
ステートメントもそのまま作用素環の言葉で書くことができ, Borcherds の結果がそのま
ま成り立つこともここまで来ればすぐにわかる. したがって Moonshine 予想はすべて作
用素環の枠組みで捕らえられる現象なのである.
また, 2番目に大きい, 散在型有限単純群である Baby Monster についても同様の構成

が可能である. これは, 頂点作用素代数の方では H\"ohn [20] によるもので, central charge
が 23.5である頂点作用素代数を coset construction によって構成するものである. この

方法はそのまま作用素環に翻訳し, 上と同様の自己同型を用いた議論により, すべての期
待される性質を証明することができる.
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8 終わりに
これからの発展として, Riemann 面上の共形場理論や代数幾何学との関係, 特に mirror
symmetry との関係や, さらにモジュラー関数を経由して楕円曲線との関係などが期待さ
れるが, それはこれからの研究課題である. また非可換幾何学においても, モジュラー関
数は現れる. [28] に現れるモジュラー関数がその方面と関係するのかもしれないが, これ
についても何もわかっていない. まだまだ研究すべきことは山のようにあるのである.
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