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1 導入

Dirichlet 指標 $\chi$ が実指標でないとき、 Dirichlet $L$ 関数

$L(s, \chi)=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{\chi(n)}{n^{\epsilon}}$

に対して、 正定数 C が存在し、 次の zer\sim free region が与えられている。

$\sigma>1-\frac{C}{\log(d(|t|+2))}$ , $s=\sigma+it$

$\chi$ が実指標の時は、 実軸において高々1つの例外の零点 (Siegel の零点) を除けば、 同様の
主張が証明される。 ここでは Siegel の零点の問題についての Siegel-Tatuzawaの定理につ
いて考察を述べる。従って、 今後指標は全て実の Dirichlet 指標として、話を進める。
さて、 Siegel によって次のような結果が示されている。

定理 (Siegel, $19\theta 5,$ $[2]$ 参照)
任意の \epsilon >0に対して、 non-effilective な正定数 C(\epsilon ) が存在し、次を満たす。

$L(1, \chi)>\frac{C(\epsilon)}{d^{\epsilon}}$ .

ここで \mbox{\boldmath $\chi$} は任意の実 Dirichlet 指標で、 d は指標の導手とする。
(non-effective とは、 定数 C(\epsilon ) は理論上存在は証明できるが、その証明方法から
値を計算することはできないことを意味する。 )

この主張から、実指標の場合に non-efft\tilde \mbox{\boldmath $\kappa$}tiveな正定数 C(\epsilon ) で、 実軸における

Dirichlet $L$ 関数の zer&ee $\mathrm{r}\mathrm{e}_{\dot{\mathrm{i}}^{\mathrm{o}\mathrm{n}}}$

$\sigma>1-\frac{C(\epsilon)}{d^{\mathrm{g}}}$

を与えることができる。
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我々は、 effectiveな定数で zero-free region を与えることで、 Siegel の零点が存在しない
ことを示したい。 しかし、 これは現在も解決していない大問題である。 ただ、 Tatuzawa
によって、例外を含んだ状態なら、 effective な定数で Siegel の定理の主張がいえることが
示されている。

定理 (Tatuzawa, 1951, [13])
任意の \epsilon >0に対して、 efflective な正定数 C(\epsilon ) が存在し、 次を満たす。

$L(1, \chi)>\frac{C(\epsilon)}{d^{\epsilon}}$

ここで、 \mbox{\boldmath $\chi$} は高々 l つの例外を除いた実 Dirichlet 指標であり、 dは指標の導手と
する。

(注) Tatuzawa の定理から Siegel の定理は導くことができる。

Dirichlet $L$ 関数の場合、 Siegel の定理や Tatuzawa の定理は同じタイプの補助関数を用
いて証明されるが、 Tatuzawa の定理の方が補助関数に要求する条件が厳しい。従って、
Siegel-Tatuzawa型の定理を他の L 関数に対して示そうとした場合、 Tatuzawa型の定理
の証明に用いる補助関数を見つけることは、 Siegel型の定理の証明に用いる補助関数を見
つけるよりも困難な場合が多い。
例えば Siegel の定理の類似が得られている $L$ 関数は次のものたちである。

$|$

$\bullet \mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{p}\text{但し}$現 fo在 rmは fSか iegら elなのる零点関の数非 $\text{存在性が。}[3]$

,
$\text{知}[4]$ ら参れ照て。いる。 [7] 参照。

$\bullet$ cusp form $f,$ $g$ からなる Rankin-Selberg $L$ 関数 $L_{f\Phi g}$。

$f=g$ の時は [11], $f\neq g$ の時は [8] 参照。
但し現在は Siegel の零点の非存在性が知られている。 [1], [7], [12] 参照。

また、 上記のうち、Tatuzawaの定理の類似が得られている L 関数は次のものたちである。

$\bullet$ cusp form $f,$ $g$ からなる Rankin-Selberg $L$ 関数 $L_{f@g^{\text{。}}}$

$f=g$ の時は [6], [11] に注意すれば証明できる。
$f\neq g$ の時は [9] 参照。

75



ここで上げた例に関していえば、Siegel型の定理の証明で用いる補助関数を利用して Tatuzawa
型の定理も証明できるものはDirichlet $L$ 関数と、Rankin-Selberg $L$ 関数 $L_{f\otimes f}$ である。そ
の理由には L 関数の極の有無が大きく影響している。 まずそれを説明する。

Dirichlet $L$ 関数に対して、 Siegel, Tatuzawa の定理は次の補助関数たちを利用して証明
される. ([2], [13] 参照)。

$\zeta(s)L(s, \chi)$ , $\zeta(s)L(s,\chi_{1})L.(s,\chi_{2})L(s,\chi_{1}\chi_{2})$

これらは大雑把に書くと、 以下の性質を持っている。

(a) Dirichlet 級数表示で現れる係数が非負で、 初項が 1。
(b) $s=1$ で pole を持つ。
$(\mathrm{b})’ s=1$ で simple pole を持つ。
(c) 補助関数の留数が $L(1, \chi)$ で評価できる。

(a)(b)(c) の性質が Siegel の定理の証明に必要な条件で、 (aa)(b)’(C) が Tatuzawa の定理の
証明で利用する条件である。従って、 一般には Siegel型の定理を証明するための補助関数
が見つかっても、それを用いて Tatuzawa型の定理を証明できると言い切れないのである。
上記のタイプの補助関数の係数の正値性や極がポイントになっているとすれば、Dirichlet

$L$ 関数に次いで $L_{f\emptyset f}$ の Tatuzawa型の定理が証明できることは自然である。特に $s=1$
で simple pole を持っていることが効いている。そこで、極を持たない $L_{f\otimes g}(f\neq g)$ の

Tatuzawa型の定理が証明されていることに注目したい。この証明は [9] を参照していただ
ければ分かるが、更に新しいタイプの補助関数を導入することで、補助関数に対する極の
要求 (b)’を緩めて証明を与えている。今回は [9] で紹介した結果を更に拡張し、一般的に
オイラー積で定義される L 関数に対して、 Siegel-Tatuzawa型の定理を証明するための方
法を考察したので、それを報告したい。 これは名古屋大学多元数理・松本耕二氏との共同
研究である。

2 主結果

$J$ は自然数、 $P$ を素数として、 $a(j,p)(1\leq i\leq J)$ を複素数として、 次のような $L$ 関数
を考える。

$\mathcal{L}(s, \chi)=\prod_{p:\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}}\prod_{j=1}^{J}(1-\frac{a(j,p)\chi(p)}{p^{\delta}})^{-1}$

この L 関数に対して Tatuzawa型の定理を示すことが目標である。 さて、 この L 関数は次
の $(\mathrm{A}1)-(\mathrm{A}3)$ を満たしていると仮定する。
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$L_{1}(s, \chi)=\mathcal{L}(s, \chi)$ と置くことにする。 $L_{1}(s, \chi)$ が次頁の (H3) を満たすと仮定する。更
に、 上の $(\mathrm{A}1)-(\mathrm{A}3)$ を満たす $K$ 個の $L$ 関数

$L_{k}(s, \chi)=\prod_{p:\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}}\prod_{j=1}^{J(k)}(1-\frac{a_{k}(j,p)\chi(p)}{p^{s}})^{-1}$ , $(1\leq k\leq K)$

にを選び、 $e_{k}(1\leq k\leq K)$ を自然数として

$\Lambda(s, \chi)=\prod_{k=1}^{K}L_{k}(s, \chi)^{\epsilon_{k}}$

とおき、 $\sigma>1$ で、 $\log\Lambda(s, \chi)$ を

$\log\Lambda(s, \chi)=\sum_{p:\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}}\sum_{h=1}^{\infty}\frac{\chi^{h}(p)}{hp^{h\epsilon}}b(h,p)$

と展開した時、 次頁の $(\mathrm{H}\mathrm{I}),(\mathrm{H}2)$ を満たすと仮定する。
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Hypothesis.

(H1) $b(h,p)\geq 0$

(H2) $\chi=\chi_{0}$ 自明な指標の時, $\Lambda(s)=\Lambda(s, \chi 0)$ と書くことにする。 $r$ を $\Lambda(s)$ の

$s=1$ における極の位数とする。
このとき $1\leq r\leq e_{1}$ となる。

(H3) effixtive な定数 $C_{1}>0$ が存在して、 $L_{1}(s,\chi)$ が次の範囲で実軸上に零点
がないとできる。

$\sigma>1-\frac{C_{1}}{\log d}$ , $(0<|t|\leq 1)$ .

この時、 $L_{1}(s, \chi)$ に対して、 次の Tatuzawa型の定理が証明できる。

定理 1
$X$ を全ての実の primitive な Dirichlet 指標全体の集合とする。 $L_{1}(s,\chi)$ が (H3)
を満たし、 更に、 $(\mathrm{A}1)-(\mathrm{A}3),(\mathrm{H}1)(\mathrm{H}2)$ を満たすような $L_{k}(s,\chi)(2\leq k\leq K)$ が
存在すれば、任意の $\epsilon>0$ に対して、 effective な正定数 $C(\epsilon)$ が存在し、次を
満たす。

$|L_{1}(1, \chi)|>\frac{C(\epsilon)}{d^{\epsilon}}$

ここで、 \mbox{\boldmath $\chi$} は高々ひとつの例外を除いた任意の X の元であり、 d は \mbox{\boldmath $\chi$} の導手。

この定理の証明で用いる補助関数は次の通りである。

$\varphi(s,\chi_{1},\chi_{2})=\Lambda(s)\Lambda(s,\chi_{1})\Lambda(s, \chi_{2})\Lambda(s,\chi_{1}\chi_{2})$,
$\varphi(s,\chi)=\Lambda(s)\Lambda(s,\chi)$ ,

$\varphi_{0}(s,\chi)=\zeta(s)\varphi(s,\chi)$ ,

ここで、 $\chi_{1}\chi_{2}$ は自明ではないとしている。 これらの補助関数を用いると、 [9] と同様の方
法で定理 1を証明することができる。

(Hl戸は補助関数の Dirichlet級数表示における係数が非負であること、初項が 1である
という性質 (a) を保障するもので、従来の設定方法と同じである。 (H2) は従来の極の位数
に関する条件 (b)’を緩めたものである。その点に注意すると、 (H3) の条件が増えた分、 –

般に Tatuzawa型の定理の証明に対して「補助関数が見つけやすくなった」 と思えないか
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もしれないが、そうではない。実は、 通常 (H3) は $(\mathrm{H}\mathrm{I})(\mathrm{H}2)$ から導かれることが多い。特
に $\overline{L_{1}(s,\chi)}$ が $\Lambda(s, \chi)$ の因子になっている時は、 (H3) は $(\mathrm{H}\mathrm{I})(\mathrm{H}2)$ より導かれることがス
タンダードな方法で証明できる。

3 Symmetric power $L$関数への応用

定理 1を用いて、 symmetric powerL 関数に対する Tatuzawa型の定理を示すことが出
来る。 まず、 f(z) を重さ k レベル N の newform とする。 $f(z)\text{の}\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}$級数表示を

$f(z)= \sum_{n=1}^{\infty}a(n)e^{2\pi}|nz$

と書くとき、 素数 $P$ に対てし $\theta_{\mathrm{p}}$ を次のように定義する。

$a(p)=2p^{\frac{k-1}{2}}\cos\theta_{p}$ .

$n$ を自然数として n-th symmetric power $L$ 関数を

$L_{sym,n}(s, \chi)=\prod_{ANj}\prod_{=0}^{n}(1-\frac{\chi(p)e^{\dot{\mathrm{t}}\theta_{\mathrm{p}}(n-2j)}}{p^{f}})^{-1}$

と定義する。
さて、 R. Murty によって、 自明な指標の場合、 $L_{*ym,n}(s,\chi)$ が $\sigma=1$ 上で零点を持た

ないことが示された ([10] 参照)。 その証明の中で、 R. Murty は次の補助関数を導入して
いる。

$n$ が偏数の時

$\Lambda(s,\chi)=L_{sym,0}(s, \chi)L_{sym,2}(s, \chi)\cdots L_{\epsilon ym,2n}(s,\chi)$

$n$ が奇数の時

$\Lambda(s,\chi)=(L_{\delta ym},\mathrm{o}(s, \chi)L_{sym,1}(s, \chi)L_{wm,2}(s,\chi)\cdots L_{\epsilon ym,2n+1}(s,\chi))^{2}$

$\mathrm{x}L_{wm,2n+2}(s, \chi)$ .

(R. Murty によって導入された補助関数は指標が自明な場合。 )

これらは $(\mathrm{H}\mathrm{I})(\mathrm{H}2)$ を満たしていて、 (H3) も証明することが出来る。従って、 定理 1を適
用すると次の結果が得られる。
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定理 2
$X$ は定理 1と同じ集合とする。 n-th symmetric power $L$ 関数 Lsym,$n(s, \chi)$ に対
して、 $n$ が偶数 (resp. 奇数) の時、 $L_{sym,m}(s,\chi),$ $0\leq m\leq 2n$ (resp. $2n+2$) が
任意の指標 $\chi\in X$ に対して整関数として全平面に解析接続でき、 (A2)(A3) を
満たしているとする。 この時、 任意の $\epsilon>0$ に対して、 effective な正定数 $\mathrm{C}(\epsilon)$

が存在し、次を満たす。

$|L_{sym,n}(1, \chi)|>\frac{C(\epsilon)}{d^{\epsilon}}$

ここで、 \mbox{\boldmath $\chi$} は高々ひとつの例外を除いた任意の X の元であり、 d は \mbox{\boldmath $\chi$} の応手。

(注) 1章の導入で. $L_{f}$ が Siegel の零点を持たないことには触れたが、あえて Tatuzawa 型
の定理を考えるなら、定理 1を使って証明を与えることも可能。
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