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1. 前置き

講演では当初表題の内容について話をさせて頂く予定であったが, その後の研究の進
展により更に–般的な結果について話をさせて頂いた. ではあるが, ここでは当初講演
で話す予定であった内容に限定して述べる事としたい. 動機から結果, 証明に至る流れ
を説明するにはその方がよいと思ったからである. より -般の結果については [5], ま
たは [6] を参照して頂きたい.

2. 背景
表題にある Rankin-Selberg $L$ 函数と切っても切れぬ関係にあるのが Rankin-Selberg

法である. Rankin-Selberg法とは所謂 unfolding trick を用いて保型形式の基本領域上
のある種の積分 (平均) を計算する手法であると言える. 今回の話は Rankin-Selberg法
と Fourier解析の間の類似を考察するという観点がベースにある. きっかけは著者と
Lagarias による [2] の結果 (後述) である. この観点からすれば得られた結果は最初の
歩とも言えないが, 結果だけ見ればそれなりに面白いのではないかと思う. 結果につい
ては次節で述べるので著者の妄想につき合わされたくない場合は調節から読んで頂き
たい. この節では著者の期待する Rankin-Selberg法と Fourier解析の類似とはいかなる
ものであるかを説明したい.

まず Rankin-Selberg法を最も簡単な場合で復習する. 上半平面巧の変数を $z=x+iy$,
$s=\sigma+it$ を $\sigma>1$ なる複素数とする. $\Gamma=PSL_{2}(\mathrm{Z})$ 上の実解析的 Eisenstein 級数
$E^{*}(z, s)$ とは級数

$E^{*}(z, s)=$ yr
$-s_{\Gamma(s)\zeta(2s)\sum_{\gamma\in \mathrm{r}_{\infty}\backslash \Gamma}({\rm Im}\gamma z)^{\mathit{8}}}$

で定義される関数である. ここで $\zeta(s)$ は Riemannゼータ函数, $\Gamma_{\infty}=\{\pm(1n)1|n\in \mathrm{Z}\}$ .
定義から $E^{*}(z, s)$ は $z$ の関数として $\Gamma$ の作用に関して不変である. 即ち $E^{*}(\gamma z, s)=$

$E^{*}(z, s)$ . また $s$ の函数として全平面に有理型に解析接続され $s=0,1$ を除いて正則で
関数等式 $E^{*}(z, s)=E^{*}(z, 1-s)$ を持つことが知られている.
いま $\phi(z)$ をめ上の関数で $\Gamma$ の作用に関して不変なものとする. また $yarrow\infty$ のとき

$\phi(x+iy)=O(y^{-N})\forall N>0$ であると仮定する. $\phi(z)$ の $\Gamma$不変性から特に $\phi(z+1)=\phi(z)$ .

数理解析研究所講究録
1512巻 2006年 124-133 124



従って $\phi(z)$ は Fourier 展開される. それを $\phi(z)=\sum_{n\in \mathrm{Z}}\phi_{n}(y)e^{2\pi inx}$ とする. $\phi_{0}(y)$ を
$\phi(z)$ の定数項と呼ぶ. ここで r\巧上の積分

$\int_{\mathrm{r}\backslash \mathfrak{y}}\phi(z)E^{*}(z, s)\frac{dxdy}{y^{2}}$ (2.1)

を考える. $\sigma>1$ と仮定すると $E^{*}(z, s)$ の定義と $\phi(z)$ の $\Gamma$ 不変性から

$\int_{\Gamma\backslash \mathrm{B}}\phi(z)E^{*}(z, s)\frac{dxdy}{y^{2}}=\pi^{-s}\Gamma(s)\zeta(2s)\sum_{\gamma\in \mathrm{r}_{\infty}\backslash \Gamma}\int_{\Gamma\backslash \mathrm{r}}\phi(\gamma z)({\rm Im}\gamma z)^{\delta}\frac{dxdy}{y^{2}}$

$= \pi^{-s}\Gamma(s)\zeta(2s)\int_{\Gamma_{\infty}\backslash fl}\phi(z)({\rm Im} z)^{s}\frac{dxdy}{y^{2}}$ .

ここで $\mathrm{r}_{\infty}$ の基本領域を $0<x<1,$ $y>0$ と選べば

$\int_{\Gamma_{\infty}\backslash \mathrm{r}}\phi(z)({\rm Im} z)^{s}\frac{dxdy}{y^{2}}=\int_{0}^{\infty}(\int_{0}^{1}\phi(z)dx)y^{\mathit{8}}\frac{dy}{y^{2}}=\int_{0}^{\infty}\phi_{0}(y)y^{s-1}\frac{dy}{y}$ .

以上より

$\int_{\Gamma\backslash \emptyset}\phi(z)E^{*}(z,.s)\frac{dxdy}{y^{2}}=\pi^{-s}\Gamma(s)\zeta(2s)\int_{0}^{\infty}\phi_{0}(y)y^{s-1}\frac{dy}{y}$. (2.2)

$\emptyset(z)$ の増大度に関する仮定から左辺は勝手な $s$ について意味を持ち, 右辺の解析接続を
与える. しかも $E^{*}(z, s)$ の関数等式から右辺を解析接続した関数の関数等式が従う. 以
上が Rankin-Selberg法の概略である. 右辺が興味ある対象であるときその解析的性質
を導くのに用いられる事が多い.
次に筆者と Lagarias が [2] で得た結果を簡単に述べる. $F$ を $F=\{x+iy;|x|\leq$

$\frac{1}{2},$ $x^{2}+y^{2}\geq 1\}$ で定義される $\Gamma$ の基本領域の–つとする. また $\mathcal{F}_{T}:=\{z\in \mathcal{F};y\leq T\}$

とする. このとき任意に固定された $T\geq 1$ について

$Z_{T}(s):= \int_{F_{T}}E^{*}(x+iy, s)\frac{dxdy}{y^{2}}$ (2.3)

と定義する. $E^{*}(z, s)$ の性質から $Z_{T}(s)$ は C 上 s $=0,1$ を除いて正則で, 関数等式
$Z_{T}(s)=Z_{T}(1-s)$ を持つことが分かる 筆者と Lagarias は [2] において $Z_{T}(s)$ が

Riemann予想の類似を満たす事を示した. 即ち $Z_{T}(s)$ の零点は全て関数等式の折り返
し線 $\sigma=1/2$ 上にある. ここで $0<\sigma<1$ において

$\lim_{Tarrow+\infty}Z_{T}(s)\equiv 0$ (2.4)

であることに注意しておく.
最後に Fourier解析で知られている以下の事実を紹介する.

命題 1. ある $\delta>0$ に対して $|f(t)|<<e^{-|t|^{2+\delta}}$ を満たす $\mathrm{R}$ 上の関数 $f(t)$ について考え
る. これらについて $f(t)$ の Fourier変換

$F(z)= \frac{1}{\sqrt{2\pi}}\int_{-\infty}^{\infty}f(t)e^{izt}dt$ (2.5)
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は $z$ の整関数となる. $F(z)$ の全ての零点は実軸上にあると仮定する. このとき実軸上
で実数値をとる genus $0$ または 1の整関数 $\phi(t)$ について

$F_{\phi}(z)= \frac{1}{\sqrt{2\pi}}\int_{-\infty}^{\infty}\phi(\dot{j}t)f(t)e^{izt}dt$ (2.6)

で定まる (整) 関数の零点も全て実軸上にある.

ここで $\phi(z)$ を $\Gamma$ 不変な巧上の関数とし

$Z_{T,\phi}(s):= \int_{F}\phi(z)\chi_{T}(z)E^{*}(x+iy, s)\frac{dxdy}{y^{2}}$ $(T\geq 1)$ (2.7)

を考える. ここで $\chi_{T}(z)$ は $\mathcal{F}_{T}$ の特性関数 1. 定義から $\phi(z)\equiv 1$ のとき $Z_{T,\phi}(s)=Z_{T}(s)$ .

(2.6) と (2.7) の右辺は何となく似ている そして筆者と Lagarias の結果から (2.6) に
関する (2.5) の対応物と考えられる (2.3) に対して (2.5) に関する仮定と同様の仮定は満
たされている. 従って $\phi(z)$ に関する適当な条件のもとで命題 1の類似が成り立たないだ
ろうかという期待が沸く. また $\phi(z)$ に適当な増大度条件を仮定すれば (2.7) で $Tarrow+\infty$

とした

$Z_{\phi}(s)= \int_{F}\phi(z)E^{*}(x+iy, s)\frac{dxdy}{y^{2}}$ (2.8)

も定義されるから, [2] の結果から適当な $Z_{\phi}(s)$ の零点について何か言えないだろうか
という疑問も沸く 2. 明らかに (2.8) は (2.1) そのものであり, $Z_{\phi}(s)$ について命題 1の
類似を考える事は Rankin-Selberg 法と Fourier解析の類似を考える事であると言える
だろう. この観点から以下のような問題を設定してみる.

問題 1 $T\geq 1$ を–つ固定する. また $\int_{0}^{1}\phi(x+iy)dx\not\equiv \mathrm{O}$ を仮定する. $Z_{T,\phi}(s)$ の零点が

全て $\sigma=1/2$ 上にあるために $\phi$ が満たすべき条件は何か ?

問題 2 問題 1と同様に $\int_{0}^{1}\phi(x+iy)dx\not\equiv \mathrm{O}$ を仮定する. $Z_{\phi}(s)$ の零点が全て $\sigma=1/2$上

にあるために $\phi$ が満たすべき条件は何か ?

注 1. $\int_{0}^{1}\phi(x+iy)dx\not\equiv \mathrm{O}$ という制限は $Z_{\phi}(s)= \pi^{-s}\Gamma(s)\zeta(2s)\int_{0}^{\infty}(\int_{0}^{1}\phi(z)dx)y^{s-2}dy$

による $Z_{\phi}(s)\not\equiv \mathrm{O}$ という要請である.

注 2. $\phi(z)\equiv 1$ のとき $Z_{T,\phi}(s)$ の零点は全て $\sigma=1/2$ 上にあるから問題 1は無意味な問
いではない、また問題 2については \mbox{\boldmath $\phi$} の範囲を F上の関数から複素数値測度まで広げ
て考えれば零点が全て $\sigma=1/2$ 上にある例を挙げることができる. 即ち, $F$上の複素数
値測度 $d\mu$ に対し $Z_{\mu}(s)= \int_{F}E^{*}(z, s)d\mu(z)$ と定めると特別な $d\mu$ に関して $Z_{\mu}(s)$ の零点
は全て $\sigma=1/2$ 上にある事がいえる (cf. $[2|$ ).

$1_{Z}\not\in F$ の時は $\gamma z\in F$ となるような $\gamma\in\Gamma$ を選んで $\chi\tau(z)=\chi\tau(\gamma z)$ と定義する.
$2Z_{\phi}(s)$ の零点については [2] でも問題提起している.
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問題を設定してみたものの, これらに解答を与えることは非常に困難な事が予想され
る. 何故ならばある $\phi(z)$ に対しては $Z_{\phi}(s)$ の零点は Riemannゼータ函数の零点と直接
関係しているからである、
次節から述べる結果は上記の問題を頭の片隅におきつつ, まずは $Z_{\phi}(s)$ の典型例であ

る Rankin-Selberg $L$ 函数の零点を調べて得られたものである. 上記の問題に対するヒ
ントが得られる所までは至っていないが, 解析的な議論だけで広い非分領域が得られる
手法は面白いと思う.

3. 結果
$S_{12}$ を $\Gamma=PSL_{2}(\mathrm{Z})$ 上の重さ 12の正則 cusp form の成すベクトル空間とする. $S_{12}$

は–次元で Ramanujanデルタ関数 $\Delta(z)=q$ �譲 1 $(1-q^{n})^{24}=\Sigma_{n=1}^{\infty}\tau(n)q^{n},$ $q=e^{2\pi iz}$

で生成される事はよく知られている. $\Delta$ に付随する Rankin-SelbergL 函数 $L(s, \Delta\cross\Delta)$

とは次の Dirichlet級数で定義される関数である:

$L(s, \Delta\cross\Delta)=\zeta(2s)\sum_{n=1}^{\infty}\frac{\tau(n)^{2}}{n^{s+11}}$ . (3.1)

ここで $\zeta(s)$ は Riemannゼータ函数. 以下では特に断わらない限り $\phi(z)=y^{12}|\Delta(z)|^{2}$ と

する. $\Delta$ が重さ 12の cusp form であることから $\phi(z)$ は $\mathrm{r}$-不変で $yarrow\infty$ のとき急減少.
また

$| \Delta(z)|^{2}=\sum_{m=0}^{\infty}(\sum_{n=1}^{\infty}\tau(n)\tau(n+m)e^{-2\pi(2n+m)y})e^{2\pi imx}$

であるから $\phi(z)$ の定数項 \mbox{\boldmath $\phi$}o(のは

$\phi_{0}(y)=y^{12}\sum_{n=1}^{\infty}\tau(n)^{2}e^{-4\pi ny}$ . (3.2)

故に (2.2), (2.8) から $\sigma>1$ のとき

$Z_{\phi}(s)=\pi^{-e}(4\pi)^{-s-11}\Gamma(s)\Gamma(s+11)L(s, \Delta\cross\Delta)$ . (3.3)

以上の議論は他の正則 cusp form に対しても同様であり, $Z_{\phi}(s)$ はそれぞれの正則 cusp
form に付随する Rankin-Selberg $L$ 函数に他ならない. 従って前節の問題に対してはま
ず Rankin-Selberg $L$ 函数を調べる事が重要である. 今回の結果は Rankin-SelbergL 函
数のある近似関数については広い非零領域を持つことが証明できるというものである.
証明には [2] の $Z_{T}(s)$ の Riemann予想の証明に用いた結果を用いるが, $Z_{T}(s)$ の零点の
性質を直接使用ものにはなっていない.
結果を $L(s, \Delta \mathrm{x}\Delta)$ に限定して述べる. $S_{12}$ が–次元という特殊事情から主張が幾分

簡単に述べられる. より -般の場合に関しては [5], または [6] を参照して欲しい.

定理 1. $\tau(m)\neq 0$ である任意の自然数 $m$ について等式

$\frac{\Gamma(11)}{(\Delta,\Delta)}$ ろ (8) $= \frac{\Gamma(11)}{(\Delta,\Delta)}\pi^{-s}(4\pi)^{-s-11}\Gamma(s)\Gamma(s+11)L(s, \Delta\cross\Delta)$

$=(4\pi)^{-s}\Gamma(s+11)\zeta^{*}(2s)m^{-s}+(4\pi)^{s-1}\Gamma(12-s)$ ぐ $(2s-1)m^{\epsilon-1}$

(3.4)
$+\Gamma(s+11)\Gamma(12-s)\{W_{m}^{+}(s)+W_{m}^{-}(s)\}$,
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$W_{m}^{+}(s)= \sum_{n=1}^{\infty}\frac{\tau(m+n)}{\tau(m)}(\frac{m}{m+n})^{\frac{11}{2}}n^{s-1}\sigma_{1-2\epsilon}(n)P_{s-1}^{-11}(\frac{2m+n}{n})$ ,

$W_{m}^{-}(s)= \sum_{n=1}^{m-1}\frac{\tau(m-n)}{\tau(m)}(\frac{m}{m-n})^{\frac{11}{2}}n^{\epsilon-1}\sigma_{1-2\epsilon}(n)P_{\epsilon-1}^{-11}(\frac{2m-n}{n})$ , (3.5)

が垂直帯領域

$|{\rm Re}(s)-1/2|<5$ (3.6)
内で成り立つ. 但し $s=1/2$ では極限 $sarrow 1/2$ の意味で考える. ここで $(, )\}\mathrm{h}S_{12}$

の Petersson 内積, ぐ $(s)=\pi^{-s/2}\Gamma(s/2)\zeta(s),$ $\sigma_{\nu}(n)=\Sigma_{d|nf}d^{\nu}$ また理 (z) は第–種
Legendre陪関数無限級数 $W_{m}^{+}(s)$ は (3.6) のコンパクトな部分集合で

$W_{m}^{+}(s)= \sum_{n=1}^{N-1}\frac{\tau(m+n)}{\tau(m)}(\frac{m}{m+n})^{2}n^{\epsilon-1}\sigma_{1-2\epsilon}(n)P_{s-1}^{-11}(\frac{2m+n}{n})+O(N^{|\sigma-1/2|-5+\epsilon})\mathrm{n}$

(3.7)
と評価され (3.6) 内で広義一様収束する.

注 3. Lemher予想によれば全ての自然数 $m$ について $\tau(m)\neq 0$ .
定理 1を用いて $Z_{\phi}(s)$ の近似関数 $L_{m}(s, N)$ を定義する. まず自然数 $N$ について

$W_{m}^{+}(s, N)= \sum_{n=1}^{N}\frac{\tau(m+n)}{\tau(m)}(\frac{m}{m+n})^{2}n^{\epsilon-1}\sigma_{1-2s}(n)P_{s-1}^{-11}(\frac{2m+n}{n})\llcorner 1$ (3.8)

とおく. また $W_{m}^{+}(s, 0)\equiv 0$ と約束する. これを用いて $L_{m}(s, N)$ を

$\frac{\Gamma(11)}{(\Delta,\Delta)}L_{m}(s, N)=(4\pi)^{-s}\Gamma(s+11)$ ぐ $(2s)m^{-\epsilon}+(4\pi)^{\epsilon-1}\Gamma(12-s)$ ぐ $(2s-1)m^{\epsilon-1}$

$+\Gamma(s+11)\Gamma(12 - s)\{W_{m}^{+}(s, N)+W_{m}^{-}(s)\}$ , (3.9)

で定義する. 固定された $m$ について (3.6) 内で広義一様に $\lim_{Narrow\infty}L_{m}(s, N)=Z_{\phi}(s)$ とな

るから $L_{m}(s, N)$ は $Z_{\phi}(s)$ をこの意味で近似する関数である. $n^{s-}\pi\sigma_{1-2s}(n)1$ と $P_{\epsilon-1}^{\mu}(z)$

が $s|\Rightarrow 1-s$ で不変である事から $W_{m}^{+}(s, N)=W_{m}^{+}(1-s, N)$ であり, これから $L_{m}(s, N)$

も関数等式

$L_{m}(s, N)=L_{m}(1-s, N)$ (3.10)
を持つ. この $L_{m}(s, N)$ の非零領域に関して次が示される.

定理 2. $m$ を $\tau(m)\neq 0$である自然数とする. 任意に与えられた整数 $N\geq 0$ と実数 $a>0$
に対して定数 $C=C_{m,N}$,。

$>0$ が存在して $L_{m}(s, N)$ は領域

$\frac{\log\{C\log^{1}2(|t|+1)\}}{\log(|t|+1)}<|\sigma-\frac{1}{2}|<a$ , (3.11)

内に零点を持たない. 特に任意の $0<\sigma_{1}<\sigma_{2}$ について

$N(T, \sigma_{1}, \sigma_{2})=O_{\sigma_{1},\sigma_{2}}(1)$ . (3.12)
ここで $N(T, \sigma_{1}, \sigma_{2})$ は $L_{m}(s, N)$ の $\sigma_{1}\leq{\rm Re}(s)-1/2\leq\sigma_{2},$ $|t|\leq T$ 内の零点の個数.
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注 4. Selberg は彼の軟化子を用いた方法により, $\zeta(s)$ の $\sigma\geq a,$ $|t|\leq T$内の零点の個数
を $N(T, a)$ としたとき, $N(T, 1/2+4\delta)<<T^{1-\delta}\log T$ と $\delta\geq 0$ について–様に評価で
きる事を示している. これから殆ど全ての \mbox{\boldmath $\zeta$}(s) の零点は

$| \sigma-\frac{1}{2}|\leq\frac{\eta(t)}{\log(|t|+3)}$

内にある事が従う. ここで $\eta(t)$ は無限大まで増加する任意の正値関数定理 2は $Z_{\phi}(s)=$

(r因子) $\cross$ L(s, \Delta $\cross$ \Delta )=(r因子) $\cross$ \mbox{\boldmath $\zeta$}(s)L(s, $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}\Delta$ ) の近似関数 $L_{m}(s, N)$ の零点が全て
この様な領域にある事を示している.

4. 定理 1の証明

以下では $E_{\epsilon}^{*}(z)=E^{*}(z, s)$ とも記すこととする 定理 1は Petersson 内積 $(\Delta E_{s}^{*}, P_{m})$

を二通りに計算する事で得られる (Petersson 内積の定義は [4, p.330] 等を参照のこと).
Noda は [3] で定理 1と本質的に同様の結果を [4] の $C^{\infty}$ modular form の holomorphic
projection の性質を用いて示している. しかし $S_{k}$ の次元が–般の場合に拡張する事を
視野にいれると直接 Petersson 内積を扱う方が都合がよい.

$m$ を自然数とする. P腕を $\Gamma$ 上の重さ 12の Poincar\’e級数とする. $\Delta,$ $P_{m}\in S_{12}$ である
事と $S_{12}$ が–次元である事から $P_{m}$ は $\Delta$ により

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(z)=\frac{\Gamma(11)}{(\triangle,\Delta)}(4\pi m)^{-11}\tau(m)\Delta(z)$ (4.1)

と表示される. 従って

$( \Delta E_{s}^{*}, P_{m})=\frac{\Gamma(11)}{(\Delta,\Delta)}(4\pi m)^{-11}\tau(m)(\triangle E_{\epsilon}^{*}, \Delta)$

$= \frac{\Gamma(11)}{(\Delta,\Delta)}(4\pi m)^{-11}\tau(m)\pi^{-\epsilon}(4\pi)^{-\epsilon-11}\Gamma(s)\Gamma(s+11)L(s, \Delta\cross\Delta)$. $(4.2)$

$\Delta(z)$ が cusp formである事から (4.2) は全ての $s\in \mathrm{C}$ について成り立つ.
方, [3] の Lemma 1により $0<\sigma<1$ の範囲で $\Delta(z)E(z, s)$ は bounded growth な

$C^{\infty}$ modular formである (bounded growthの定義は [4, p.330, (6) $]$ を参照のこと). 従っ
$\vee \mathrm{C}$ [$4$ , Prop.1, $(\mathrm{B})$] $\mathrm{B}_{1}\text{ら}$

$( \Delta E_{\epsilon}^{*}, P_{m})=\int_{0}^{\infty}(\sum_{n=1}^{\infty}\tau(n)a_{m-n}(y, s)e^{-2\pi n\mathrm{y}})e^{-2\pi my}y^{10}dy(0<{\rm Re}(s)<1)$ .
(4.3)

ここで $a_{n}(y, s)$ は $E^{*}(z, s)$ の Fourier係数で

$a_{n}(y, s)=\{$

$\zeta^{*}(2s)y^{\epsilon}+\zeta^{*}(2s-1)y^{1-\epsilon}$ $n=0,$ $s\neq 1/2$ ,
$2|n|^{s-1/2}\sigma_{1-2\epsilon}(|n|)\sqrt{y}K_{s-1/2}(2\pi|n|y)$ $n\neq 0$ .

(4.4)
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形式的に計算すれば (4.3) の右辺は

$\sum_{n=0}^{m-1}\tau(m-n)\int_{0}^{\infty}a_{n}(y, s)e^{-2\pi(2m-n)y}y^{10}dy$

(4.5)
$+ \sum_{n=1}^{\infty}\tau(m+n)\int_{0}^{\infty}a_{n}(y, s)e^{-2\pi(2m+n)y}y^{10}dy$ .

で, この順序交換は正当化される. $n=0$ のとき

$\int_{0}^{\infty}a_{0}(y, s)e^{-4\pi my}y^{10}dy$

$=(4\pi m)^{-s-11}\Gamma(s+11)\zeta^{*}(2s)+(4\pi m)^{\epsilon-12}\Gamma(12-s)\zeta^{*}(2s-1)$ . (4.6)

また $n\geq 1$ のとき

$\int_{0}^{\infty}K_{\nu}(x)e^{-ax}x^{\mu-1}dx=\sqrt{\frac{\pi}{2}}\frac{\Gamma(\mu+\nu)\Gamma(\mu-\nu)}{(a^{2}-1)^{\mu/2-1/4}}P_{\nu-1/2}^{-\mu+1/2}(a)$ (4.7)

を用いて

$\int_{0}^{\infty}a_{n}(y, s)e^{-2\pi(2m\pm n)y}y^{10}dy$

$=(4 \pi m)^{-11}\Gamma(s+11)\Gamma(12-s)(\frac{m}{m\pm n})^{2}n^{\epsilon-1}\sigma_{1-2\epsilon}(n)P_{\epsilon-1}^{-11}(\frac{2m\pm n}{n}).(4.8)\mathrm{u}$

以上により

$(\Delta E_{\epsilon}^{*}, P_{m})=(4\pi m)^{-11}\tau(m)[(4\pi)^{-s}\Gamma(s+11)\zeta^{*}(2s)m^{-\epsilon}$

$+(4\pi)^{s-1}\Gamma(12-s)\zeta^{*}(2s-1)m^{\epsilon-1}]$

$+(4\pi m)^{-11}\Gamma(s+11)\Gamma(12-s)$

$\cross\sum_{n=1}^{m-1}\tau(m-n)(\frac{m}{m-n})^{11}\tau n^{s-1}\sigma_{1-2\epsilon}(n)P_{\epsilon-1}^{-11}(\frac{2m-n}{n})$

(4.9)
$+(4\pi m)^{-11}\Gamma(s+11)\Gamma(12-s)$

$\mathrm{x}\sum_{n=1}^{\infty}\tau(m+n)(\frac{m}{m+n})^{\iota_{2}\mathrm{L}}n^{\epsilon-1}\sigma_{1-2\epsilon}(n)P_{\epsilon-1}^{-11}(\frac{2m+n}{n}.)$ .

(4.3) と (4.9) から $0<\sigma<1$ において (3.4) を得る. 領域 (3.6) で (3.4) が成り立ってい
る事を言うためには (3.4) の左辺は $s=0,1$ を除いて $\mathrm{C}$ 全体で正則であることから, 右
辺の無限級数が (36) で広義一様収束する事を確かめればよい. これは容易に確かめら
れるが詳細は割愛する 口

5. 定理 2の証明

関数等式 (3.10) から右半平面 $\sigma\geq 1/2$ において調べれば十分である. 定義より

$L_{m}(s, N)=(4\pi)^{-s-11}\Gamma(s+11)\zeta^{*}(2s)m^{-\epsilon}\{1+R_{m}(s, N)\}$ (5.1)
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と書ける. ここで

$R_{m}(s, N)=(4 \pi m)^{2s-1}\frac{\Gamma(12-s)}{\Gamma(s+11)}\frac{\zeta^{*}(2s-1)}{\zeta^{*}(2s)}$

(5.2)
$+(4 \pi m)^{s}\frac{\Gamma(12-s)\{W_{m}^{+}(s,N)+W_{m}^{-}(s)\}}{\zeta^{*}(2s)}$ .

(5.1) において因子 (4\mbox{\boldmath $\pi$})-8-11r(s+ll)ぐ $(2s)$ は $\sigma\geq 1/2$ において零点を持たないから,
ある $\sigma\geq 1/2$ 内の集合 $A$ において

$|R_{m}(s, N)|<1$ $\forall s\in A$ (5.3)
が示されれば $L_{m}(s, N)$ は $A$に零点を持たない事が結論される. 以下, 帯領域 $1/2\leq\sigma\leq a$

において団 $arrow\infty$ である時

$|R_{m}(s, N)|=O(|t|^{1-2\sigma}\log|t|)$ (5.4)

と評価される事を示す. ここで $O$-定数は $m,$ $N,$ $a$ に依存する. これにより (3.11) の如
き領域で $1+R_{m}(s, N)\neq 0$ である事が結論される. 従って同じ領域で $L_{m}(s, N)\neq 0$ で
ある. いま

$I_{m}(s)=(4 \pi m)^{2\epsilon-1}\frac{\Gamma(12-s)}{\Gamma(s+11)}\frac{\zeta^{*}(2s-1)}{\zeta^{*}(2s)}$, (5.5)

$J_{m}(s, N)=(4 \pi m)^{s}\frac{\Gamma(12-s)\{W_{m}^{+}(s,N)+W_{m}^{-}(s)\}}{\zeta^{*}(2s)}$ , (5.6)

とおく. これらは $1/2\leq\sigma\leq a$ において $|t|arrow\infty$ のとき

$|I_{m}(s)|=O(|t|^{1-2\sigma})$ (5.7)
$|\sqrt m(s, N)|=O(|t|^{1-2\sigma}\log|t|)$ . (5.8)

と評価され, これから評価 (5.4) が従う. 従って (5.7) と (5.8) を示せばよい.

(5.7) の証明. $\xi(s)=s(s-1)\zeta^{*}(s)$ とお $\langle$ . まず Stirling の公式により $1/2\leq\sigma\leq a$ にお
いて $|t|arrow\infty$ のとき

$|(4 \pi m)^{2\epsilon-1}\frac{\Gamma(12-s)}{\Gamma(s+11)}\frac{\zeta^{*}(2s-1)}{\zeta^{*}(2s)}|=O(|t|^{1-2\sigma}|\frac{\xi(2s-1)}{\xi(2s)}|)$ .

ここで [2, Proof of Th. 2] から $\sigma\geq 1/2$ において

$| \frac{\xi(2s-1)}{\xi(2s)}|\leq 1$ (5.9)

が成り立つ 3ので (5.7) が従う. 口

(5.8) の証明. $J_{m}(s, N)$ の定義と (3.5) から

$(4 \pi m)^{\epsilon}\frac{\Gamma(12-s)}{\zeta^{*}(2s)}P_{s-1}^{-11}(\cosh\zeta)$ $(\zeta>0)$

$3$この不等式を示す事が [2] における $Z_{T}(s)$ の Riemann 予想の証明の鍵.
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を評価すればよい. [8] の $P_{\nu}^{\mu}(z)$ の漸近式から $1/2\leq\sigma<a$ において国 $arrow\infty$ のとき

$P_{s-1}^{-11}( \cosh\zeta)=\frac{1}{\sqrt{\pi}}\frac{\Gamma(s)}{\Gamma(s+11)}\frac{1}{(s-1)^{\frac{1}{2}}}=1-e^{-2\zeta}e^{-\zeta/2}$

(5.10)
$\cross[e^{(s-:)\zeta}+e^{\pm\frac{3}{2}\pi i}e^{-(s-\frac{1}{2})\zeta}+O(|s-1|^{-1})]$ .

ここで $O$-定数は $\zeta>0$ に依存する. これより

$|(4 \pi m)^{\epsilon}\frac{\Gamma(12-s)}{\zeta^{*}(2s)}P_{s-1}^{-11}(\cosh\zeta)|\leq\frac{(4\pi^{\mathit{2}}m)^{\sigma}}{\sqrt{\pi}}|\frac{\Gamma(12-s)}{\Gamma(s+11)}|\frac{1}{|\zeta(2s)|}\frac{1}{\sqrt{|s-1|}}$

$\cross=1-e^{-2\zeta}e^{-\zeta/2}[e^{(\sigma-1/2)\zeta}+e^{-(\sigma-1/2)\zeta}+O(|s-1|^{-1})]$ .

再び Stirhing の公式より $| \frac{\Gamma(12-s)}{\Gamma(s+11)}|=O(|t|^{1-2\sigma})$ . また, ある定数 $A>0$ が存在して

$\sigma\geq 1/2-A/\log(|t|\dashv- 2)$ において

$|\zeta(2s)|^{-1}=O(\log(|t|+2))$ (5.11)

が知られているので ([7, p.60]), $1/2\leq\sigma<a$ において $|b|arrow\infty$ のとき

$|(4 \pi m)^{\epsilon}\frac{\Gamma(12-s)}{\zeta^{*}(2s)}P_{s-1}^{-11}(\cosh\zeta)|=O(|t|^{1-\mathit{2}\sigma}\log|t|)$. (5.12)

固定された $m$ について

$1+ \frac{2}{m-1}<\frac{2m-n}{n}<2m-1$ $(1 \leq n\leq m-1)$

(5.13)
$1+ \frac{2m}{N}<\frac{2m+n}{n}<2m+1$ $(1 \leq n\leq N)$

だから (3.5) と (5.12) により (5.8) が成り立つ. 口

6. 結び

定理 2のより望ましい形は, ある自然数 $m$ について十分大きな全ての $N$ に対して
$L_{m}(s, N)$ の全ての零点が $\sigma=1/2$ 上にある事が示される事である. もしこれが示され
れば $L(s, \Delta\cross\Delta)$ , 更には $\zeta(s)$ の Riemann予想が示される ! しかしその様な事が示せ
るとしても, それには全く新しいアイディアが必要になると思われる. 何故ならば定理
2の証明を概観すれば分かる様に, 定理 2の証明には Fourier係数 $\tau(n)$ の性質は代数的
な性質はおろか評価さえ用いていない. これは [5] で扱っているより -般の場合でも同
様である. $Z_{\phi}(s)$ が Hecke eigenでない cusp form の Rankin-Selberg $L$ 函数である場合,
$Z_{\phi}(s)$ の Riemann予想は–般には成り立たない. 従って Fourier係数の乗法性を用いな.
いで示せる事は定理 2程度に限定されると思われるのである. より詳細な解析を行う事
により $\tau(n)$ の乗法性を用いずに $L_{m}(s, N)$ の $1/2\leq\sigma\leq 1$ における零点の個数を $O(1)$

(但し $m,$ $N$ に依存する) と評価する事は可能かもしれない (cf. [1]). しかしそれ以上の
事を言うためには $\tau(n)$ の乗法性が本質的な役割を果たす議論が必要となるであろう.
手掛かりは今のところ無く, その様な事が可能かさえ明らかではないのだが.
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