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Eulerの研究の中にも登場し、ここ 10年余の間内外で盛んに研究されている多重ゼータ
値について、 リーマンゼータ関数の特殊値あるいはベルヌーイ数との関係で調べた結果を
述べたい。 多重ゼータ値が脚光を浴びた所以のひとつは、 これらの値のなす $\mathrm{Q}$ 上の代数
が、数学あるいは物理学の様々な場面で現れ重要であることにあり、様々な分野間のまだ
十分に解明し尽くせていない相互関係を示唆していると思われることにある。
多重ゼータ値の定義には、等号なしのもの (MZV) と等号付きのもの (MZSV) があ

り、値は互いに他の線形結合で表示できるが、各重さにおけるベクトル空間の素性を細か
く理解しようとするときには、 どちら力\vdash 方だけに絞って取り扱うと、重要な性質が見落
とされる傾向にあるように思う。MZVで記述すると美しい対称性が容易に把握されるの
に、 MZSV で記述するとかなり歪な様相しか見て取れない場合もあるし、 逆に MZSV で
解釈すると整然と纏まる性質が、MZV においては複雑な様相を呈することもある。
本稿では、等号付き多重ゼータ値 (MZSV) のりーマンゼータ値との関係について近年

得られた成果を、等号なしの多重ゼータ値 (MZV) の場合の話を絡めながら述べてみよ
うと思う。 最後に重さ 8の MZSV について、 ここで述べた関係式によってリーマンゼー
開値の有理数倍と判明する和の取り方を図にしてみる。

1 MZV, MZSV & Sum Formula
この節では 2種類の多重ゼータ値 (MZV と MZSV) の定義の後、双方の Sum Formula

を紹介したいと思う。

$n$個の正整数からなる多重インデックス $\mathrm{k}=(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ を考え、 $k=k_{1}+k_{2}+\cdots+\ovalbox{\tt\small REJECT}$

を $\mathrm{k}$ の $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}_{\text{、}}n$ を $\mathrm{k}$ の $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{h}_{\text{、}}s=\#\{i|k_{i}\geq 2\}$ を $\mathrm{k}$ の height とよぶ。 $n\geq s\geq 1$ かつ

$k\geq n+s$ をみたす整数 $k,$ $n,$ $s$ に対して、これを weight, depth, height とする多重インデッ
クスの全体を $I(k, n, s)$ と書く。 また、特に $k_{1}>1$ を満たす多重インデックスを admissible
とよび、 これらのなす $I(k, n, s)$ の部分集合を $I_{0}(k, n, s)$ と書く。 $I(k, n, s)(I_{0}(k, n, s))$ か

ら height の条件を外した和集合を $I(k, n, *)(I_{0}(k, n, *))_{\text{、}}$ depth の条件を外した和集合を
$I(k, *, s)(I_{0}(k, *, s))$ で記す。

$\mathrm{k}\in I_{0}(k, n, s)$ に対して、 多重ゼータ値 $\mathrm{M}\mathrm{Z}\mathrm{V}:\zeta(\mathrm{k})$ と、 MZSV:ぐ (k) を、

$\zeta(\mathrm{k}\rangle=\zeta(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})=\sum_{m_{1}>m_{2}>\cdots>m_{n}>0}\frac{1}{m_{\iota^{k_{1}}}m_{2}^{k_{2}\ldots k_{n}}m_{n}}$,
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ぐ $(\mathrm{k})=$ ぐ $(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})=\sum_{m_{1}\geq m_{2}\geq\cdots\geq m_{n}\geq 1}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}m_{2}^{k_{2}}\cdots m_{n^{k_{n}}}}$

でする。前者を multiple zeta value (MZV)、後者を multiple zeta-star value (MZSV) と呼
んでいるが、 これらの値は互いに他の Q線形関係式で書ける。

1990年代になって予想され証明された重要な成果のひとつに、多重ゼータ値の和公式
がある。 これは上で用意した記号を用いて次のように表示される。

定理 1.1 (Sum Formula $[7][6][17]$ ) 整数 $0<n<k$ に対して以下が成り立つ。

$\sum_{\mathrm{k}\in I_{0}(k,n,*)}$
ぐ $(\mathrm{k})$ $=(_{n}^{k}=_{1}^{1})\zeta(k)$ .

$\sum_{\mathrm{k}\in I_{0}(k,n,*)}\zeta(\mathrm{k})=\zeta(k)$
.

これは例えば、

$\zeta(2,1)=\zeta(3)$ , $\zeta^{*}(2,1)=2\zeta(3)$ ,

$\zeta(3,1)+\zeta(2,2)=\zeta(4)$ , $\zeta^{*}(3,1)+\zeta^{*}(2,2)=3\zeta(4)$ ,

など、左辺の多重ゼータ値の和をリーマンゼータ値の有理数倍で書くという形の公式に
なっている。つまり weight と depth を固定した MZSV の和は全て、その weight のリーマ
ンゼータ値の張る 1次元部分空間に属しているのである。

2 \llcorner {t{回和について

$0<n<k$ に対して、

$I(k, n, *)=\{(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})|k_{1}+k_{2}+\cdots+k_{n}=k, k_{i}\geq 1\}$

とし、 $I(k, n, *)$ の 2元 $\mathrm{k},$
$\mathrm{k}’$ が長さ $n$ の巡回置換の幕でうつりあうとき、 これらを巡回

同値と呼び、 $\mathrm{k}\sim \mathrm{k}’$ と書く。 そして $I(k, n, *)$ の巡回同値類の全体を

$\Pi(k, n)=I(k, n, *)/\sim$

とする。 このとき、以前の H0ffman氏との共同研究で得られたMZVの巡回和公式は以下
のように述べられる。
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定理 21(MZVの巡回和公式 [9]) $\Pi(k, n)(0<n<k)$ の任意の元 $\alpha$ に対して次が成立
する。

$\sum_{(k_{1},k_{2},\ldots,k_{n})\in\alpha}\sum_{i=0}^{k_{1}-2}\zeta(k_{1}-i, k_{2}, k_{3}, \ldots, k_{n}, i+1)=\sum_{(k_{1},k_{2},\ldots,k_{n})\in\alpha}\zeta(k_{1}+1, k_{2}, k_{3}, \ldots, k_{n})$

これに対して、今回の若林徳子氏と筆者の共同研究で得られた MZSV の巡回和公式は
以下のように述べられる。

定理 2.2 (MZSV の巡回和公式 [14]) $\Pi(k, n)(0<n<k)$ の任意の元 $\alpha$ に対して次が成
立する。

$\sum_{(k_{1},k_{2},\ldots,k_{n})\in\alpha}\sum_{:=0}^{-}\zeta^{*}(k_{1}-\mathrm{i}, k_{2}, k_{3}k_{1}2, \ldots, k_{n}, i+1)=\frac{k\cdot\#\alpha}{n}\zeta(k+1)$ .

MZVの巡回和公式と比較すると、右辺が著しく簡素なリーマンゼータ値の整数倍になっ
ている。 I(k, $n,$ *) に含まれる巡回同値類の個数は容易に特定できるため、 この定理から
容易に和公式を再証明できる。この定理自体の証明は、母関数の議論を使わず、部分分数
の比較的初等的な計算からなる。すでに均整の取れた格好に見えていた和公式が実はこの
ように細分化できるものであったことになる。

3 MZSVの和の母関数について
本節では MZSV の和の母関数を構成し、その満たす微分方程式を解くことにより得ら

れる、 MZSV の和とリーマンゼータ値との関係式について述べる。
1990年代後半に、 Sum Formulaの様々な証明が得られたが、その中で最も洗練された

もののひとつが、 この和の母関数の満たす微分方程式を解くという手順をとっている。筆
者は Zagier氏との共同研究 ([15]) においてこの手法を拡張し、重さ深さ高さの 3者を
固定した MZV和についてリーマンゼータ値との関係を示した。MZSV にこの手法を適用
した場合、重さ深さ高さの 3者を固定した和について現段階では完全には値を書きき
るところまで行っておらず、いくつかの条件下での結果が得られている ([1],[2])。 ここで
は青木貴史氏と筆者の共同研究の結果を挙げる。

定理 3.1 ([2]) 整数 $s>0,$ $k\geq 2s$ に対して以下が成り立つ。

$\sum_{\mathrm{k}\in I_{0}(k,*,\ell)}\text{ぐ}(\mathrm{k})=2(1-2^{1-k})\zeta(\mathrm{k})$ .

先に述べたように、MZV の場合には上と類似の結果として、 Zagier 氏との共同研究
([15]) がある。MZV の場合には、重さ・深さ・高さの 3者を固定したMZV和がリーマン
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ゼータ値の多項式として表記できるため、和の母関数のなす微分方程式は–般の場合に
ガウスの超幾何関数として解ける。 しかしながら、 MZSV におけるこの和は、 リーマン

ゼータ値の多項式で張られる部分空間からはみ出ると予想されており、実際に計算は困難
を極めるものとなる。青木氏と昆布康博氏との共同研究 ([1]) により上述の場合以外にも
いくつかの特殊条件下では解決しており、 リーマンゼータ値の多項式で書ける系列を与え
ている。

次に、 インデックスが全て同じ数であった場合の MZSV、すなわち

ぐ $(k, k, k, \ldots, k)$

の値について述べる. ここで用いるベノレヌーイ数 $B_{n}$ は、 母関数 $\frac{te^{t}}{e^{t}-1}=\sum_{n=0}^{\infty}B_{n^{\frac{t^{\mathrm{n}}}{n!}}}$ で定

義し、 1の原始 $k$乗根を $\omega_{k}=e^{\underline{2}\pi}\tau^{-}$ で表し、記号
のとき、母関数を扱う計算により次の結果が得られる。
(1) 整数 $k>1$ に対して以下が成り立つ。

$1+ \sum_{n=1}^{\infty}\zeta^{\mathrm{r}}(\frac{k,k}{n}$, , $kx^{n}= \exp(\sum_{n=1}^{\infty}\frac{\zeta(kn)}{n}x^{n})$ .

(2) 正整数 $k,$ $n>0$ に対して以下が成り立つ。

$a_{1}+2az+ \cdots+na_{\hslash}=n\circ\succeq 0\sum_{j}\prod_{l=1}^{n}(\frac{|B_{2kl}|}{2l\{(2kl)!\}})^{a_{l}}\frac{1}{a_{\{!}}(2\pi)^{2kn}$

(1),(2) いずれも母関数

の満たす微分方程式を解くことにより導かれる。MZV の場合にも、 $\zeta(k, k, k, \ldots, k)$ の値
について同様の手法による対応する結果が知られている。
また、 sinx の無限積展開を用いることで次のような表記も得られる。

(3) 正整数 $k,$ $n>0$ に対して以下が成り立つ。

$. \epsilon 0+\epsilon_{1}+\cdots+\epsilon_{k-1}=kn\sum_{\forall\epsilon_{\mathrm{j}}\geq 0}(\prod_{j=0}^{k-1}|2^{2\epsilon_{\mathrm{j}}}-2||B_{2\epsilon_{j}}|)\omega_{k}^{\Sigma m\epsilon_{m}}n=0\frac{\pi^{2kn}}{(2kn)!}h-1$
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$\text{何_{}\pm}^{\wedge}.0$

$\llcorner 0_{\mathrm{O}}^{X}$

$\vdash x^{\Phi\vee}\mathrm{o}\triangleleft$

リーマンゼータ値になる重さ 8のMZSVの和
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$\sin x$ の無限積展開を用いた (3) の結果については、九州大学の金子昌信氏によって $k=1$

の場合の計算がなされ、筆者もそれを参考にした。 また、 九州大学の宗田氏の修士論文
([10]) においても (3) と同じ表記が独立に得られている。
最後に、 上述の (2) と (3) を比較することによって、ベルヌーイ数について次の関係式

が導かれる。
(4) 整数 $n>1$ に対して以下が成り立つ。

$\frac{|B_{2n}|}{(2n)!\cdot 2n}=\frac{1}{2n(1-2^{1-2n})-1}$
$a_{1}+2a_{2}+ \cdot\cdot+\mathrm{n}a_{n}=n\sum_{a_{\mathrm{j}}\geq 0}\cdot\prod_{l=1}^{n-1}(\frac{|B_{2l}|}{(2l)!\cdot 2l})^{a_{l}}\frac{1}{a_{l!}}$
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