
方圓奇巧の解説

藤井康生 (Y聞 uo Fujii)

1 著者有馬頼撞 について

方圓奇巧の著者有馬頼撞は久留米藩の第七代藩主である. 有馬頼憧は正徳 4年 (1714) に久
留米城内に生まれ天明 3年 (1783) 70歳で即世する. 久留米市梅林寺に葬られている.
著書は多く, 約 37の著作が有る. その中で出版されたものは, 豊田文景の名で出版された

『拾磯算法』 (明和 6年, 1769) だけである.
『拾磯算法』は点蜜術をはじめ, 当時の和算全般にわたる最高水準の問題が体系的にまとめ
られている.

『拾磯算法』の内訳は
1巻 点蜜 9問 自約 5問 増約 5問 菖管 4問
2巻 計子 7問 温品 8問 綴術 5問 変数 13問 容術 9問
3巻 分果 5問 趨鐘 5問 品題 5面 面策 5面 変式 4問
4巻 作式 4問 極数 9問 整数 12問
5巻 堆積 8問 招差 10間 求積 18問 補遺弧背密法 3問

以上本文 150問と補遺 3問である.
補遺の弧背密法は円弧に関する問題で

1. 円の直径と矢が与えられた時, 背 (弧の長さ) を求める問題
($S=2d$ aroein $\sqrt{\overline{d}}$ の級数展開)

2. 円の直径と背が与えられた時, 矢を求める問題
( $c= \frac{d}{2}(1-\infty \mathrm{s}\frac{s}{d})$ の級数展開)

3. 円の直径と背が与えられた時, 弦を求める問題
($a=d_{8}i \mathrm{n}\frac{s}{d}$ の級数展開)

の 3問である.

拾磯算法には書璋の異なる版がある. その中で初版と考えられているものの末尾には拾磯算
法後編嗣出と載せられている. この拾磯算法後編はついに出版されることはなかった. 有馬頼
撞の著書を見ると拾磯算法後編は『方圓奇巧』 (明和 3年, 1766) を中心にまとめたものであ
ることが予想される. この『方圓奇巧』は松永良弼 (生年は不明, 没年は延享元年, 1744) の
『方口算経\sim (元文 4年, 1739) を元にしたものである. 序文中にも 「裸直齋良弼氏松永称安右
衛門者所著方圓算経全備五巻而閲之其原路深奥建可謂妙術故眼其高妙秘蔵簾中尚尖今也取其
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例以更施術文分技巧而成冊子名日方圓奇巧』 とある.
『方圓奇巧\sim の内訳は
上巻 方回真術
円術 第–求円周幕 第二求円周
弧術 第三求弧背寡 第四求弧背 第五求弧矢 第六求弧弦 第七求弧積
中巻

累斜術 第八求門中距斜矢第九求一中距斜弦
方術 第十額角中営団 第十–求鋼中径 第十二求平中径幕傍求負引幕

第十三求平中径働求角積 第十四求角面幕 第十五求角面
第十六求距面矢或設係面矢 第十七求距面斜或謂係面斜

角縞平方術 山路主住述作
下巻 括術
其–求謡言 其二求弧矢 其三求弧弦 其四求弧積 其五求弧中距斜矢
其六求弧中距斜弦 其七求角中径 其八求平中径 其九求角積 其十求角面
其十–求幽幽矢 其十二求距面斜謂係有角中径係面面斜数求其距斜
巻中採用真数皆数末位而用之故不等位数
附巻 術路

原術定矩之図乗数者用右傍書除数者用差傍書
括術審尋法之図多書同事前

以上である. 方圓奇巧は現代風に言うと三角関数. 逆三角関数の級数展開を述べている. こ
れらの級数の中でも累斜位や方術で述べられている式は複雑であるが, どのようにして導き
だされたものである力\searrow その方法は載せられていない. 後世の和算家にとっても困難であった
ようである. 画角面の式 (正多角形の–辺を求める式) を石黒信由は『諸角綴術之解 J (文化 4

年, $1807\rangle$ において, 白石長調は r旦夕通術捷法解\sim (文政 6年, 1823) において導いている.
石黒や白石は電導面の式を導くために, 膨大な計算をしたようである. 本稿では微分法や幕級
数を用いて解説する.

2 方圏喬巧 上巻方圓真術

2.1 興野

円周の二乗および円周を表わす級数を述べている.

2.1.1 鯖–凍円属寡

直径が与えられた時, 円周の 2乗を表わす級数を求める. 円周を $S$, 直径を $d$ とする.

為 =($d)2. $A_{1}= \frac{1}{12}A0,$ $A_{2}= \frac{4}{\theta 0}A_{1}$ . 痴 $= \frac{9}{\mathfrak{X}}A_{2}$. $A_{4}= \frac{16}{0}A\mathrm{a},$
$\ldots$
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とし

$S^{2}=$痴十 $A_{1}+A_{2}+A\mathrm{a}+$ 鳥 $+\cdots$

$=(u \rangle^{l}\{1+\frac{1}{12}+\frac{1}{12}\frac{4}{30}+\frac{149}{123056}+\frac{1}{12}\frac{4}{30}\frac{9}{66}\frac{19}{\infty}+\cdots\}$

$=(u)^{2} \{1+\frac{1^{l}}{3\cdot 4}+\frac{1^{2}\cdot 2^{l}}{\theta\cdot 4\cdot 4\cdot 5\cdot 6}+\frac{1^{2}.\cdot 2^{2}\cdot\theta^{2}}{\theta\cdot 45\cdot 0\cdot 7\cdot 8}$

$+ \frac{1^{2}\cdot.2^{2}.\cdot\theta^{l}\cdot 4^{2}}{\theta\cdot 4\cdot 567\cdot 8\cdot 9\cdot 10}+\cdots\}$

これは第三求弧背霧の特別な場合である.
本文では $A_{\mathrm{O}}$ を原数, $A_{1}$ を–差, 係数養の分子 1を–差乗率, 分母を 12を–差除率, $A_{2}$

を二差, 係数奏の分子 4を二差乗串, 分母 30を二輪銀簾} ..., 以下同様に呼んでいる. 以後
同様に用いているが省略する.

2.1.2 第二京円口

直径が与えられた時, 円周を表わす級数を求める. 円周を $S$, 直径を $d$ とする.

両 =&も $A_{1}= \frac{1}{24}A_{0},$ $A_{l}= \frac{9}{80}A_{1}$. 島 $= \frac{25}{168}A_{2}$ . A ” $\frac{49}{288}A_{\epsilon}\ldots$ .
とし

$S=$両 $+A_{1}+A_{l}+A_{S}+A_{4}+\cdots$

$=3d \{1+\frac{1}{24}+\frac{1}{u}\frac{9}{80}+\frac{19}{24\infty}\frac{25}{1\theta 8}+\frac{1}{24}\frac{9}{80}\frac{25}{1\mathrm{o}\mathrm{e}}\frac{49}{288}+\cdots\}$

$=^{u\{1+\frac{1^{l}}{4\cdot 2\cdot\theta}+\frac{1^{2}.\cdot\theta^{2}}{4^{l}\cdot 23\cdot 4\cdot 5}+\frac{1^{2}\cdot\theta^{2}6^{\mathrm{g}}}{4^{\}\cdot 2\cdot\theta\cdot 45\cdot 6\cdot 7}:}$

$+: \frac{1^{2}\theta^{2}.\cdot 6^{l,}\mathit{7}^{2}}{4^{4}\cdot 2\cdot\theta 45\cdot 6\cdot 7\cdot 8\cdot 9}+\cdots\}$

これは第四求弧背 (1) の特別な欝合である.
円周法 3 $141\mathfrak{H}9266\theta 68979\theta 2\bm{3}8\ovalbox{\tt\small REJECT} 26\mathrm{U}\theta 8\theta 279602884197109mathfrak{M}751$ 微強 , を載せている.
この億を上記級数によつで求めたとすると, 77差\sim 78差まで求めた事になる.
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2.2 弧術

2.2.1 第三票弧曹霜

直径と矢が与えられている時, 弧の 2乗を表わす級数を求める 円弧を S, 直径を d, 矢
を $\mathrm{c}$ とする.

両 $=4d,’ A_{1}= \frac{2}{\bm{6}}\frac{c}{d}A_{\mathrm{Q}},$ $A_{l}= \frac{8}{16}\frac{\mathrm{c}}{d}A_{1}$ , 痴 $= \frac{18}{28}A_{2}$ . $A_{4}= \frac{\theta 2}{45}\frac{c}{d}A_{\theta\prime}\ldots$

とし

$S^{2}=$両 $+A_{1}\dotplus A_{l}+As+$’両 $+\cdots$

$=4d \{1+\frac{2}{6}\frac{\mathrm{c}}{d}+\frac{2}{6}\frac{8}{1\S}(\frac{\mathrm{c}}{d})^{2}+\frac{2}{6}\frac{8}{1\mathrm{b}}\frac{18}{28}(\frac{\mathrm{c}}{d})^{\theta}+\frac{2}{6}\frac{8}{15}\frac{18}{28}\frac{\theta 2}{45}(\frac{\mathrm{c}}{d})^{4}+\cdots\}$

$S=W,$ $c= \frac{d}{2}(1-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\theta)=d\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}^{l}\frac{\theta}{2}$ ,

$\mathrm{d}\mathrm{n}\frac{\theta}{2}=\sqrt{\frac{\mathrm{c}}{d}}$,

$S^{2}=(d \theta)^{2}=(2d\mathrm{a}\mathrm{r}\infty \mathrm{i}\mathrm{n}\sqrt{\frac{\mathrm{c}}{d}})^{2}=u^{2}\sum_{narrow 1}^{\infty}\frac{2^{l(n-1)}(n-1)!^{2}}{n(2n-1\rangle^{1}}(\frac{\iota}{d})^{n}$

第–求円周寡は上式において $c= \frac{1}{4}d$ とした場合である. このとき $\theta=^{w}$ である. この事は
正六角形を考えていることに成る.

2.2.2 露四京翼青

{1) 有樫矢壌青 直径と矢が与えられている時, 弧を表わす級数を求める. 円弧を $S$, 直
径を $d$. 矢を $\mathrm{c}$ とする.

$A_{\Phi}=\sqrt{4d},$ $A_{1}= \frac{1}{6}\frac{c}{d}A_{0},$ $A_{2}= \frac{9}{20}\frac{c}{d}A_{1},$ $A_{\} \approx\frac{\mathfrak{B}\mathrm{c}}{42d}A_{2},$ $A_{4}= \frac{49}{72}\frac{c}{d}$As, $\ldots$
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とし

$S=A_{0}+A_{1}+A_{2}+A_{\theta}+A_{4}+\cdots$

$= \sqrt{4d}\{1+\frac{1}{6}\frac{c}{d}+\frac{1}{\bm{6}}\frac{9}{20}(\frac{c}{d})^{2}+\frac{1}{6}\frac{9}{20}\frac{25}{42}(\frac{c}{d})^{\}+\frac{1}{6}\frac{9}{20}\frac{25}{42}\frac{49}{72}(\frac{c}{d}\rangle^{4}+\cdots\}$

$= \sqrt{4d}\{1+\frac{1^{2}}{2\theta}:\frac{c}{d}+\frac{1^{l}\theta^{2}}{2\cdot l4\cdot 5}:(\frac{\mathrm{c}}{d})^{2}$

$+ \frac{1^{2}.\cdot\theta^{2}\cdot 6^{2}}{2\cdot\theta 4\cdot 6\cdot 6\cdot 7}(\frac{\bm{\mathrm{c}}}{d})^{s}+\frac{1^{2}\cdot\theta^{\mathit{1}}5^{2}\cdot r}{2\cdot\theta\cdot 4\cdot S6\cdot 7\cdot 8\cdot 9}:(\frac{\mathrm{c}}{d})^{4}+\cdots\}$

$S=W=2d_{\mathrm{d}\mathrm{r}\dot{\emptyset}\mathrm{n}} \sqrt{\frac{c}{d}}=2\sqrt{d}\sum_{nA}^{\infty}\frac{(2n-1)\mathrm{I}1}{(2n)1\mathrm{I}(2n+1)}(\frac{c}{d})^{n}$

第–求円周幕と同様, 第二求円周は上式において $c=\tau^{d\text{とした場合である}}1$ .
(2) 有矢弛票鷺 矢と弦が与えられている時, 弧を表わす級数を求める. 円弧を S. 直径
を $d$, 矢を $\mathrm{C}_{1}$ 弦を $a$ とする. $d= \frac{a^{l}+4\mathrm{c}^{l}}{4e}$ より,

$A_{0}= \frac{a^{\}+4d}{a}$ . $A_{1}= \frac{1}{\theta}\frac{c}{d}A_{0},$ $A_{2}= \frac{2}{6}\frac{\bm{\mathrm{c}}}{d}A_{1},$ $A_{S}= \frac{4}{7}\frac{c}{d}A_{2},$ $A_{4}= \frac{6}{9}\frac{c}{d}A\mathfrak{g},$
$\ldots$

とし

$S=A_{0}-A_{1}-A_{l}-A_{\mathrm{a}}-A_{4}$ –...

$= \frac{a^{l}+4d}{a}\{1-\frac{1}{\theta}\frac{c}{d}-\frac{1}{\theta}\frac{2}{5}(\frac{c}{d})^{2}-\frac{1}{3}\frac{\mathit{2}}{5}\frac{4}{7}(\frac{\mathrm{c}}{d})^{\theta}-\frac{1}{\theta}\frac{2}{6}\frac{4}{7}\frac{\bm{6}}{9}(\frac{c}{d})^{4}+\cdots\}$

$A’B’$ : $AB=d:(d arrow c)\prime A’B’=\frac{ad}{d-c},$ $a^{l}+4d=4i$ より $a^{2}=4o(d-\mathrm{c})$ ,

$A’B’= \frac{a^{2}d}{a(d-c)}=\frac{4\epsilon(d-\mathrm{c})d}{a(d-\mathrm{c})}=\frac{4d}{a}=\frac{a^{2}+4\epsilon^{2}}{a}$
.

$=A_{0}$ ,

より

$A_{0}=2d \tan\frac{\theta}{2}=\frac{2d\epsilon \bm{\mathrm{i}}_{\mathrm{B}}^{\theta}}{\sqrt{1-\mathfrak{g}\ln^{l\theta}l}}$
,

となる. $x=\sqrt{\mathrm{a}}$ , とし $\sqrt{1-\theta}\mathrm{a}\mathrm{r}\dot{\mathrm{r}}\mathrm{n}x$ の級数展開.

$\sqrt{1-\theta}$uoein $x=x- \sum_{n\sim 1}^{\infty}\frac{(2n-2)!}{(2n+1\rangle 1}!x^{1n+1}$ ,

を用いて,

$\mathrm{a}\mathrm{r}\alpha\dot{\mathrm{m}}$。$= \frac{x}{\sqrt{1-\theta}}\{1-\sum_{n\sim 1}^{\infty}\frac{(2n-2)!!}{(2n+1)11}x^{2n}.\}$

を考えたものに対応している.
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(3) 有覆弦求曹 直径と弦が与えられている時, 弧を表わす級数を求める. 円弧を $S$ , 直
径を $d$, 矢を $c$ , 弦を $a$ とする. $c= \frac{d-\sqrt{-a}}{2}$ より,

$A_{0}=a,$ $A_{1}= \frac{2ac}{\theta d}=\frac{2}{\theta}\frac{c}{d}A_{0},$ $A_{2}= \frac{4}{6}\frac{e}{d}A_{1},$ $A_{\mathrm{a}}- arrow\frac{6}{7}\frac{c}{d}.\mathrm{A}_{l},$ $A_{4}= \frac{8}{9}\frac{c}{d}A_{\theta},$
$\ldots$

として

$S=A_{0}+A_{1}+A_{2}+A_{S}+A_{4}+\cdots$

$=a \{1+\frac{2}{\theta}\frac{c}{d}+\frac{2}{\theta}\frac{4}{5}(\frac{c}{d})^{l}+\frac{2}{\theta}\frac{4}{5}\frac{6}{7}(\frac{c}{d})^{S}+\frac{2}{\bm{3}}\frac{4}{5}\frac{6}{7}\frac{8}{9}(\frac{c}{d})^{4}+\cdots\}$

これは

$A_{0}=a=AB=ds \mathrm{i}\mathrm{n}\theta=2ds\mathrm{i}\mathrm{n}\frac{\theta}{2}$ coe $\frac{\theta}{2}\overline{\sim}2d8\mathrm{i}\mathrm{n}\frac{\theta}{2}\sqrt{1-\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}^{2}\frac{\theta}{2}}$ .
によって, $x=$盛 として. $\sqrt{-\sim}^{l}\mathrm{I}\mathrm{t}i^{\ln}$ の級数展開,

$\frac{\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}x}{\sqrt{1-}}=\sum_{\hslash-0}^{\infty}\frac{(2n)\mathrm{I}1}{(2n+1)\mathrm{I}1}x^{2n+1}$

を用いて,

aroein $x= \sqrt{1-x^{l}}x\sum_{n=0}^{\infty}\frac{(2n)\mathrm{I}!}{(2n+1)1!}x^{2n}$

を考えたものに対応している.
次に

$B_{0}=a,$ $B_{1}= \frac{2ac}{u}=\frac{2}{\theta}\frac{c}{d}B_{0},$ $B_{2}=(B_{1}- \frac{a^{2}}{M}B_{0})_{5}^{4}\sim,$ $B_{3}=(B_{2} arrow.\frac{2a^{l}}{10d^{2}}B_{1})\frac{6}{7},$
$\cdots$

としている, ここで $A\mathrm{n}=B_{\mathfrak{n}}$ である事を示す.
$B_{0}=$両, $B_{1}=A_{1}$ であるので $B_{k}=A_{k}$ とすると,

$A_{k}= \frac{2k}{\mathit{2}k+1}A_{k-1}(\frac{c}{d}),$ $A_{k+1}= \frac{2(k+1)}{2k+\theta}A_{\mathrm{k}}(\frac{c}{d})$

$B_{k+1}= \{B_{k}-B_{k-1}\frac{k}{2(2k+1)}\frac{a^{2}}{\theta}\}\frac{2(k+1)}{2k+\theta}$

$=,$ $\frac{2(k+1)}{2k+8}\{A_{k}-A_{k-\iota\frac{k}{2(2k+1\rangle}}(_{F}^{a^{2}})\}$

$= \frac{2(k+1)}{2k+\theta}\frac{A_{h-1}}{2k+1}[(2k)\frac{c}{d}-\frac{k}{2}4\{\frac{c}{d}-(\frac{\mathrm{c}}{d})^{2}\}]$

$\overline{\sim}\frac{2(k+1)}{2k\dotplus\theta}\frac{2k}{2k+1}A_{k-1}(\frac{c}{d})^{2}=A_{\mathrm{k}+1}$

これによって $B_{\iota+1}=A_{h+1}$ が成り立つ, よって $B_{n}=A_{n}$ が示せた.
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(4) 有樫強京背 直径と弦が与えられている時, 弧を表わす級数を求める. 円弧を $S$ , 直

径を $d$, 弦を $a$ とする.

$A_{\mathrm{O}}=a,$
$A_{1}= \sim\frac{a^{2}}{\theta}A_{0}61,$ $A_{:}= \frac{9}{20}\frac{a^{2}}{\theta}A_{1},$ $A_{\theta}= \frac{25}{42}\frac{a^{2}}{\theta}A_{2},$ $A_{4}= \frac{49a^{2}}{72\phi}A_{S},$

$\ldots$

として

.S $=A_{0}+A_{1}+A_{2}+A_{\}+A_{4}+\cdots$

$=a \{1+\frac{1}{6}(\frac{a}{d})^{2}+\frac{1}{6}\frac{\theta^{2}}{20}(\frac{a}{d})^{4}+\frac{1}{6}\frac{S^{2}}{20}\frac{\mathrm{b}^{2}}{42}(\frac{a}{d})^{0}+\frac{1}{6}\frac{\theta^{2}}{\mathit{2}0}\frac{6^{2}}{42}\frac{r}{n}+\cdots\}$

これは

$S=W=d \mathrm{a}\mathrm{r}\alpha i\mathrm{n}\frac{a}{d}$ , rin $\theta=\frac{a}{d}$ $x= \frac{a}{d}$ ,

とし

aroeh $x= \sum_{n-0}^{\infty}\frac{(2n-1)\mathrm{t}!}{(2n)\mathrm{I}[(2n+1)}x^{2n+1}=\sum_{||=0}^{\infty}\frac{(2n-1)^{1!^{2}}}{(2n+1)^{\mathrm{I}}}.x^{2n+1}$

と考えたものに対応している.

(5) 有事矢監求曹之新術 直径, 矢と弦が与えられている時, 弧を表わす級数を求める.

円弧を S. 直径を $d$. 矢を $\mathrm{c}$ , 弦を $a$ とする.

$A_{0}=d,$ $A_{1}= \frac{1}{6}\frac{\mathrm{c}}{d}A_{0\prime}A_{l}=\frac{4}{7}\frac{c}{d}A_{1},$ $A_{\}= \frac{6}{9}\frac{c}{d}A_{2\prime}A_{4}=\frac{8}{11}\frac{c}{d}A_{\theta}$, ...
として

$S=a+ \frac{8}{\theta a}\{A_{0}-A_{1}-A_{l}-A_{\theta}-A_{4}-\cdots\}$

これは

$a+ \frac{8d}{3a}=\frac{a^{2}}{a}+$

蕊

$= \frac{4d\sim 4d}{a}+\frac{8d}{la}=\frac{\ovalbox{\tt\small REJECT}}{a}-\frac{\mathrm{d}}{\theta a}$

$= \frac{4d}{a}(1-\frac{1}{\theta}\frac{\mathrm{c}}{d})$

$\frac{8}{\mathrm{u}}$

.

$\frac{d}{u}=\frac{4d}{a}\frac{1}{\theta}\frac{2}{6}(\frac{\mathrm{c}}{d})^{2}$

よって (2) 式と同じものになる.
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2.2.3 第竃求弧矢

円弧と直径が与えられた時, 矢を表わす級数を求める. 円弧を $S$ , 直径を $d$, 矢を $c$ とする.

$A_{\mathrm{O}}= \frac{S^{2}}{4d},$ $A_{1}= \frac{1}{12}\frac{S^{2}}{\theta}$為, $A_{2}= \frac{1}{\theta 0}\frac{S^{2}}{\theta}A_{1},$ $A_{s}= \frac{1}{ 6}F^{A_{2}}S^{2},$ $A_{4}= \frac{1}{90}\frac{S^{2}}{d^{2}}A_{s},$

$..$ ,

として

$c=A_{0}-A_{1}+A_{2}-A_{\epsilon}+A_{4}\cdots$

$= \frac{P}{4d}\{1-\frac{1}{12}\frac{\theta}{\theta}+\frac{1}{12}\frac{1}{\mathfrak{X}}(\frac{\theta}{\theta})^{\mathrm{a}}-\frac{1}{12}\frac{1}{\theta 0}\frac{1}{56}(\frac{\theta}{\theta})^{\theta}+\frac{1}{12}\frac{1}{\mathfrak{X}}\frac{1}{56}\frac{1}{\infty}(\frac{\theta}{\theta})^{4}\cdots\}$

これは

$S=d\theta,$ $c= \frac{d}{2}(1-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\theta)=\frac{d}{2}(1-\mathrm{m}\frac{S}{d})$ . $x= \frac{S}{d}$ .
とし

$1- \infty \mathrm{s}x\Rightarrow\sum_{n\approx 1}^{\infty}(-1)^{n}\frac{1}{(2n)\mathrm{I}}x^{2\prime 1}$

と考えたものに対応している.

22.4 第六京翼監

円弧と直径が与えられた時. 弦を表わす級数を求める. 円弧を $S$, 直径を $d$, 弦を $a$ と
する.

$1S^{2}$ 1 $S^{2}$ 1 $S^{2}$ 1 ff
$A_{\Phi}=S,$ $A_{1}=\sim A_{0},$

$A_{2}\bm{6}\overline{\theta}=\overline{20}\overline{\theta}^{A_{1}.A_{S}}=\overline{42}\overline{d^{\mathrm{a}^{A_{2},A_{4}}}}=\overline{n}\overline{p}^{A_{\mathrm{s}}}\cdots$.
として

$a\approx$ 為 $-A_{1}+A_{2}\sim$痴 $+\mathrm{A}+\cdots$

$=S \{1arrow\frac{1}{6}\frac{S^{2}}{\theta}$ 十 $\frac{1}{6}\frac{1}{20}(\frac{p}{\theta})^{2}-\frac{1}{6}\frac{1}{20}\frac{1}{42}(\frac{S^{2}}{\theta})^{\mathrm{s}}+\frac{1}{6}\frac{1}{20}\frac{1}{42}\frac{1}{72}(\frac{S^{2}}{\theta})^{4}+\cdots\}$

これは

$S=ae,$ $a=d \epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}\frac{S}{d}$ , $x \approx\frac{S}{d}$ ,

とし

$\dot{\mathrm{N}}\mathrm{n}x=\sum_{n-0}^{\infty}(-1)^{n}\frac{1}{(2n+1)!}x^{2n+1}$

を考えたものに対応している.
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2.2.5 第七求弧積

直径と矢が与えられた時, 弧積を表わす級数を求める. 円弧を $S$, 直径を $d_{1}$ 矢を $c$, 弦を
$a$ , 弧積 (弓形の面積) を $A$ とする. $a=\sqrt{4\epsilon(d\sim c)}$ より,

痴 $= \frac{2a\mathrm{c}}{\theta},$ $A_{1}= \frac{1}{5}\frac{\mathrm{c}}{d}A_{0},$ $A_{2}= \frac{\bm{6}}{7}\frac{c}{d}A_{1},$ $A_{\theta}= \frac{8}{9}\frac{c}{d}A_{2\prime}\mathrm{A}_{\mathrm{t}}=\frac{10}{11}\frac{c}{d}A_{\theta}$. $,.$ .
として

$A=A_{0}+A_{1}+A_{2}+A_{\epsilon}+A_{4}+\cdot,$ $\cdot$ .
$= \frac{2a\mathrm{c}}{\theta}\mathrm{t}1+\frac{1}{6}\frac{\mathrm{c}}{d}+66\sim\frac{6}{7}(\frac{\mathrm{c}}{d})^{2}+\sim\frac{\bm{6}}{7}\frac{8}{9}(\frac{c}{d})^{\theta}+\frac{1}{5}\frac{6}{7}\frac{8}{9}\frac{10}{11}(\frac{c}{d})^{4}+\cdots\}11$

この式は.

$A= \frac{1}{4}dS-\frac{1}{2}a(\frac{d}{2}-\mathrm{c})=\frac{1}{4}d(S-a)+\frac{1}{2}a\mathrm{c}$

であるので. 第 4求弧背 (3) 式より求められる.

$= \frac{1}{2}ac+\frac{da}{4}\mathrm{t}\frac{2}{\theta}\frac{c}{d}+\frac{2}{\theta}\frac{4}{5}(\frac{\mathrm{c}}{d})^{2}+\frac{2}{\theta}\frac{4}{6}\frac{6}{7}(\frac{c}{d}\rangle^{\theta}+\frac{2}{\theta}\frac{4}{5}\sim 7\frac{8}{9}6+\cdots\}$

$= \frac{1}{2}a\mathrm{c}+\frac{a\mathrm{c}}{4}\frac{\mathit{2}}{3}\{1+\frac{4}{6}\frac{c}{d}+\frac{4}{6}\frac{6}{7}(\frac{c}{d})^{2}+\frac{4}{5}\frac{6}{7}\frac{8}{9}(\frac{c}{d})^{\}+\cdots\}$

$= \frac{2}{S}ae\{1+\frac{1}{5}\frac{c}{d}+\frac{1}{5}\frac{6}{7}(\frac{\mathrm{c}}{d},)^{2}+\frac{1}{5}\frac{6}{7}\frac{8}{9}(\frac{c}{d})^{S}+\cdots\}$

’

3 方圓奇巧中巻

3.1 累斜繕

平円閑 (弓形) が与えられており, この弧を n等分し (容斜数 $n$), その m斜弦, m斜矢
を容れた物が有る. 閑中五斜石版
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8.1.1 第八票彊中距斜矢

直径と矢が与えられた時, 距斜矢を表わす級数を求める. 円弧を S, 直径を d. 矢を c. 距
斜数を $m$, 容斜数を $n$ , 距斜矢を $c_{m}$ とする.

$A_{\theta}= \frac{an^{2}}{n^{l}}$ . $A_{1}= \frac{2n^{2}-2m^{2}}{6n^{2}}\frac{\epsilon}{d}A_{0,}A_{2}=\frac{8n^{2}-2m^{2}}{15n^{2}}\frac{c}{d}A_{1}$ ,

痴 $= \frac{18n^{2}-2m^{\mathit{1}}}{28n^{l}}\frac{\mathrm{c}}{d}A_{l},$ $A_{4}= \frac{\theta 2n^{2}-2m^{2}}{46n^{l}}\frac{c}{d}A_{s}\ldots$ .
として

$c_{m}=$両 $+A_{1}+A_{2}+A_{\mathrm{a}}+A_{4}+\cdots$

$= \frac{\mathrm{c}m^{l}}{n^{2}}\{1+\frac{2n^{l}-2m^{l}}{6n^{2}}\frac{\mathrm{c}}{d}+\frac{2n^{l}-2m^{2}}{6n^{l}}\frac{8n^{2}-2m^{I}}{1\bm{5}n^{2}}(\frac{c}{d})^{2}$

$+ \frac{2n^{2}-2m^{2}}{6n^{l}}\frac{8n^{l}-2m^{l}}{15n^{2}}\frac{18n^{l}\sim 2m^{l}}{28n^{2}}(\frac{\mathrm{c}}{d})^{\theta}$

$+ \frac{2n^{2}-2m^{l}}{6n^{l}}\frac{8n^{l}-2m^{2}}{16n^{l}}\frac{18n^{2}-2m^{2}}{28n^{2}}\frac{\theta 2n^{2}-Im^{2}}{45n^{2}}(\frac{\mathrm{c}}{d})^{4}\cdots\}$

これは

$s_{\mathrm{r}}w,$ $c=\sim(1-m\theta)d2^{\cdot}$ $\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}\frac{\theta}{2}\overline{arrow}\sqrt{\frac{c}{d}}$ .
より

$\theta=2\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}i\mathrm{n}\sqrt{\frac{c}{d}}$,

$\frac{\theta}{n}=\emptyset,$ $\frac{S}{n}$ \simeq 脅, と置いて, $e_{m}= \frac{d}{2}(1-\cos m\phi\rangle$ .
$\phi=\sim n\theta=\frac{2\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}ae}{n}$. $c_{m}= \frac{d}{2}\{1-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}$ ( $\frac{2m}{n}$ aroefn $\sqrt{\frac{c}{d}}$) $\}$ ,

$x\simeq\sqrt{\frac{\mathrm{c}}{d}}$, として

$f(oe)= \infty\S(\frac{2mi\mathrm{r}oe\mathrm{i}\mathrm{n}x}{n}),$ $\phi=\frac{2mu\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}x}{n}$ . $f(0)=1$ ,

とする.

$f(x)\underline{\sim}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\phi$ を農開する.

$2m$ 1
$f’(X)=\overline{n}\overline{\sqrt{1\sim\theta}}^{(-\dot{\infty}\mathrm{I}1\phi)}$

$\sqrt{1\sim\theta}f’(x)=-\frac{2m}{n}$ nin $\phi$, $f’(0)=0$
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$- \frac{x}{\sqrt{1-x^{B}}}f’(x)+\sqrt{1-x^{l}}f’’(x\rangle\simeq-(\frac{2m}{n})^{2}\frac{1}{\sqrt{1-x^{\mathrm{z}}}}\mathrm{c}\mathrm{t}\hslash\phi$

$-xf’(x)+(1 \sim x^{2})f’’(x)=-(\frac{2m}{n})^{2}f(x),$ $f”(0)=- \frac{4m^{2}}{n^{2}}$

$f(x)= \sum A_{k^{X^{k}}}\mathrm{o}\circ$

$\mathrm{k}\triangleleft$

と量き,

$(1-x^{2})f’’(x)-xf’(x)+ \frac{4m^{2}}{n^{l}}f(x)\approx \mathrm{O}$

に代入する.

$A_{2}=- \frac{2m^{2}}{n^{2}}$ , 痴 =0,

$A_{k+l}=. \frac{k^{2}-4m^{2}}{(k+2)(k+1)n^{2}}A_{k}$ ,

$k$ を $2l$ に置きかえる.

$A_{u+2} \simeq\frac{2(l^{2}n^{2}\sim m^{l})}{(l+1)(2l+1)n^{l}}A_{2l}$,

以上により成り立つことが示せた.
$n=5\backslash$ とし $m=2,$ $\theta$ の場合について載せている.

$\alpha=\frac{4}{25}c\{1+\frac{2\cdot 5^{2}-8}{6\cdot 6^{2}}\frac{\mathrm{c}}{d}+\frac{2\cdot 8^{l}\sim 8}{6\cdot \bm{5}^{2}}\frac{8\cdot 6^{2}\sim 8}{1\dot{5}\cdot 5^{x}}(\frac{c}{d})^{2}$

$+ \frac{2\cdot 5^{2}-8}{6\cdot 6^{2}}\frac{8\cdot \mathrm{b}^{2}-8}{15\cdot 5^{2}}\frac{18\cdot 5^{l}-8}{28\cdot 5^{l}}(\frac{c}{d})^{S}+\cdots\}$

$= \frac{4}{25,}\bm{\mathrm{c}}\{1+\frac{7}{2\}\frac{\mathrm{c}}{d}+\frac{7}{25}\frac{64}{12\}(\frac{\mathrm{c}}{d})^{2}+\frac{7}{2\S}\frac{64}{12\}\frac{221}{\mathfrak{B}0}+\cdots\}$

$\mathrm{q}=\frac{9}{25}\mathrm{c}\{1+\frac{2\cdot 6^{2}\sim 18}{6\cdot \bm{5}^{2}}\frac{\mathrm{c}}{d}+\frac{2\cdot 5^{2}\sim 18}{6\cdot 5^{2}},\frac{86^{2}.-18}{155^{2}}(\frac{\mathrm{c}}{d})^{2}$

$+ \frac{2\cdot 5^{2}\sim 18}{6\cdot ffl}\frac{8\cdot 5^{2}.-18}{1b6^{2}}\frac{18\cdot 5^{2}-18}{28\cdot 6^{2}}(\frac{\mathrm{c}}{d})^{S}+\cdots\}$

$= \ovalbox{\tt\small REJECT}\{1+\frac{16}{75}5+\frac{10}{75}\ovalbox{\tt\small REJECT}(5)^{2}+\frac{16}{75}\frac{182}{\theta 75}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(\frac{\mathrm{c}}{\mathrm{d}})^{3}+}\cdot$ . $\}$
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3.1.2 第九求弧中距斜舷

直径, 矢と弦が与えられた時, 距斜弦を表わす級数を求める. 円弧を S, 直径を d, 矢を c.
弦を $a$ , 距斜数を $m$ , 容斜数を $n$ , 距斜弦を偏とする.

$A_{\mathrm{O}}= \frac{am}{n},$
$A_{1}=\overline{\theta n^{2}}\overline{d}^{A_{0}},$ $A_{2}=\overline{10n^{2}}\overline{d}^{A_{1}}$ ,

$2n^{2}-2m^{2}c$ $8n^{2}-2m^{2}c$

$18\mathrm{n}^{2}-2m^{l}c$

$A_{\}.= \overline{21n^{2}}\overline{d}^{A_{l}}’ A_{4}=\frac{\theta 2n^{2}-2m^{2}}{\mathrm{s}\epsilon_{n^{2}}}\frac{c}{d}\text{痴},$
$\ldots$

として

$a_{n},=A_{0}+A_{1}+A_{2}+A_{\}+A_{4}+\cdots$

$= \frac{am}{n}\mathrm{t}1+\frac{2n^{l}-2m^{2}}{\theta n_{\iota}^{l}}\sim d+\frac{2n^{2}-2m^{2}}{\theta n^{2}}\frac{8n^{2}-2m^{I}}{10n^{2}}(\frac{c}{d})^{2}c$

$+ \frac{2n^{2}-2m^{l}}{Sn^{2}}\frac{8n^{2}-2m^{2}}{10n^{l}}\frac{18n^{2}-2m^{2}}{21n^{2}}(\frac{c}{d})^{S}$

$+ \frac{2n^{2}-2m^{2}}{\bm{3}n^{2}}\frac{8n^{2}-2m^{2}}{10n^{2}}\frac{18n^{2}-2m^{2}}{21n^{2}}\frac{S2n^{l}-2m^{2}}{36n^{l}}(\frac{c}{d}\rangle^{4}+\cdots\}$

これは

$S=W,$ $a= \sqrt 4d(1-\frac{\overline \mathrm{c}}{d})$ . $\mathrm{c}=\frac{d}{2}(1-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\theta),$ $\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}\frac{\theta}{\mathit{2}}=\sqrt\frac{\overline c}{d}$,

$\theta=2u\alpha \mathrm{i}\mathrm{n}\sqrt{\frac{c}{d}}$ ,

$\frac{\theta}{n}=\phi_{1}$ $\frac{S}{\mathrm{n}}=d\phi,$ $a_{m}=d\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}m\phi$ ,

$\phi=\frac{\theta}{n}=\frac{2\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\sqrt{l}}{n},$
$a_{\hslash}, \overline{arrow}d\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}(\frac{2m}{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\alpha \mathrm{i}\mathrm{n}\sqrt{\frac{c}{d}})$

‘

$x\simeq\sqrt{\frac{\mathrm{c}}{d}}$ として,

$f(x)= \frac{\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}(^{\mathrm{m}ae}\prime 1)}{\sqrt{1-}},$ $\phi\simeq\frac{2m\mathrm{r}\alpha i\mathrm{n}x}{n},$ $f(0)\approx 0$ ,

$f(x) \simeq\frac{\mathrm{g}i\mathrm{n}\phi}{\sqrt{1-x^{2}}}$ , $\sqrt{1-x^{2}}f(x)=\sin\phi$,

を展開する.

$\sim\frac{x}{\sqrt{1-x}}f(x\rangle.+\sqrt{1-x^{2}}f’(x)=\frac{2m}{n}\frac{1}{\frac{1-x}{}}(\mathrm{m}\phi)$
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$-xf \langle x)+(1-x^{2})f’(x)=-\frac{2m}{n}\cos\acute{\varphi}, f’(\mathrm{O}\rangle=\frac{2m}{n}$

$-f(x) arrow xf’(x)\sim 2xf’(x)+(1-x^{2})f’’(x)=-\frac{4m^{2}}{n^{2}}\frac{1}{\sqrt{1-x^{2}}}\mathrm{s}i\mathrm{n}\phi$

$(1-x^{2})f’’(x)- \theta xf’(x)rightarrow f(x)=-\frac{4m^{l}}{n^{\mathit{1}}}f(x),$ $f”(\mathrm{O})=0$

. $\dot{f}(x)=\sum_{k\sim 0}^{\infty}A_{\mathrm{k}^{l^{k}}}$

と置き,

$(1-x^{2})f’’(x)- \theta xf’(x)+(\frac{4m^{l}}{n^{l}}-1)f(x)=0$

に代入する.

$A_{2}^{\cdot}=0,$ $A_{\theta}= \frac{2n^{2}\sim 2m^{2}}{\theta}$ ,

$A_{k+2}= \frac{(k+1)^{l}n^{l}-4m^{l}}{(k+2)(k+1)n^{2}}A_{k}$,

$k$ を $2l-1$ に臓きかえる,

$A_{2l+\iota=} \frac{2l^{2}n^{2}-2m^{2}}{l(2l+1)n^{I}}A_{ll-1}$

以上により成り立つことが示せた.
$n\approx 5$ とし $m=\theta$ の場合について載せている.

$a_{S}= \frac{\theta}{5}a\{1+\frac{2\cdot 6^{l}\sim 18}{\theta\cdot 5^{2}}\frac{\mathrm{c}}{d}+\frac{2\cdot 5^{l}-18}{\theta\cdot 6^{2}}\frac{8\cdot 5^{2}.-18}{106^{2}}.(\frac{c}{d})^{2}$

$+ \frac{2\cdot 5^{2}-18}{\theta\cdot 5^{2}}\frac{8\cdot 5^{2}.\sim 18}{105^{2}}\frac{18\cdot 6^{2}-18}{21\cdot \bm{5}^{2}}(\frac{c}{d})^{\}+\cdots\}$

$.= \frac{\theta}{6}a\{1+\frac{32c}{7bd}+\frac{\theta 2}{\mathit{7}8}\frac{91}{125}(\frac{c}{d})^{2}+\frac{32}{75}\frac{91}{126}\frac{\iota u}{175}+\cdots\}$

3.2 方術

正多角形について辺と角中径 (正多角形の外接円の半径), 平中径 (正多角形の内接円の半
径\rangle のあいだの関係を禰べる.
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3.2.1 第十凍角中樫霜

正多角形の–辺が与えられた時, 角中径幕を表わす級数を求める. 正多角形の角数 n, -辺
$a$ , 角中径を $R$ とする.

$A_{0}= \frac{n^{2}a^{2}}{\theta 6},$ $a_{1}\approx n^{2}$ -$6, $b_{1}\approx 1\mathit{2}n^{2},$ $*=4n^{2}-\theta 6,$ $\mathrm{h}=30n^{2}$ ,

$a_{S}=9n^{l}-\theta 0,$ $b_{\mathrm{s}}=56n^{2},$ $a_{4}=16n^{2}-\theta 6,$ $b_{4}=W||2,$
$\ldots$

と置き,

$A_{1}=A_{0} \frac{a_{1}}{b_{1}}\simeq\frac{n^{2}a^{2}}{\bm{3}6}\frac{n^{2}-\mathfrak{B}}{12n^{2}}$. $A_{2}=(A_{0} \frac{a_{2}}{h}\sim A_{1})\frac{a_{1}}{b_{1}}$ .
$A_{\epsilon}= \{(A_{0}\frac{a_{\}}{\mathrm{h}}-A_{1})\frac{a_{2}}{h}-A_{2}\}\frac{a_{1}}{h}\ldots$ .

とする.

$I\text{憶}=A_{0}-(A_{1}+\dot{A}_{2}+A_{\mathrm{a}}+\cdots\rangle$

上式を求めるのに. 第 14求角面幕を用いる.

$a_{n}^{2}= \frac{ 6P}{n^{2}}\{1+\frac{n^{I}-\bm{3}6}{12n^{2}}+\frac{n^{2}-\theta 6}{12n^{2}}\frac{4n^{2}-36}{\bm{3}0n^{2}}+\frac{n^{2}\sim 36}{12n^{l}}\frac{4n^{2}\sim\Re}{ 0n^{l}}\frac{9n^{l}-u}{\bm{5}6n^{l}}$

$+ \frac{n^{2}-\Re}{12n^{2}}\frac{4\mathrm{n}^{2}\sim \bm{3}6}{\theta 0n^{2}}\frac{9n^{2}- 6}{56n^{l}}\frac{16n^{l}-\theta 6}{w_{1l^{l}}}+\cdots\}$

上記の a給毎を用いて表わすと.

$a_{n}^{2}= \frac{36R^{2}}{n^{l}}\{1+\frac{a_{1}}{b_{1}}+\frac{a_{1}}{b_{1}}\frac{a_{2}}{\mathrm{h}}+\frac{a_{1}}{b_{1}}\frac{\Phi}{\mathrm{h}}\frac{a_{s}}{\mathrm{h}}+\frac{a_{1}}{b_{1}}\frac{\alpha}{h}\frac{a_{\theta}}{\mathrm{k}}\frac{a_{4}}{b_{4}}+\cdots\}$

この式より,

$R^{l}= \frac{n^{2}a^{2}}{\theta 0}\frac{1}{\{1+\epsilon+lt\S+_{\iota_{\iota}^{\iota}\not\in\Re+\#\#\mathrm{t}^{\alpha}t+\cdots\}}^{\mathrm{n}}uaa}$

と考えられる, $R^{2}\approx$痴 $-A_{1}-A_{2}$ \tilde 、愚 $-\cdots$ と置く,

$\frac{n^{l}a^{2}}{ 6}=(A_{0}-A_{1}-A_{2}-A_{\}-\cdots)(1+\frac{a_{1}}{b_{1}}+\frac{a_{1}}{b_{1}}\frac{a_{2}}{h}+\frac{a_{1}}{b_{1}}\frac{a_{2}}{\mathrm{k}}\frac{a_{8}}{b_{\theta}}$

$a_{1\infty}a_{\theta}a_{4}$

$+—-+\cdots)$
$b_{1}\mathrm{h}bb_{4}$

より

$A_{0} \approx\frac{n^{2}a^{2}}{\theta 6},$

$\sim A_{1}+A_{0}\frac{a_{1}}{b_{1}}=0,$ $A_{1}=A_{0^{\frac{a_{1}}{b_{1}}}},$ $-4 \mathrm{z}-.1\frac{a_{1}}{b_{1}}+A_{0^{\frac{a_{1}}{b_{1}}\frac{a_{2}}{\mathrm{h}’}}}A_{2}.\simeq(A_{0}\frac{\infty}{\mathrm{h}}-A_{1})\frac{a_{1}}{b_{1}},$ $\ldots$

$\sim A_{\mathrm{n}}\sim A_{n-1}\frac{a_{1}}{b_{1}}-A_{\mathfrak{n}-2^{\frac{a_{1}}{b_{1}}\frac{a_{2}}{h}}}$ $–... \sim A_{1}\frac{a_{1}}{b_{1}}\cdots\frac{a_{n-1}}{\mathrm{k}_{-1}}+A_{0}\frac{a_{1}}{b_{1}}\cdots\frac{a_{n}}{b_{\hslash}}\approx 0$
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$A \text{侮}=(\cdot\cdot, ((A_{0}\frac{a_{n}}{b_{n}}-A_{1})\frac{a_{n1}}{b_{n1}}--A_{2})\frac{a_{\mathfrak{n}2}}{b_{n2}}=\cdots)\frac{a_{1}}{b_{1}}$

角中径幕の式が成り立つことが示せた.
$n=10,$ $a=\theta$ と n=$, $a=5$ の場合について戟せている.
$n=10$. $a=\theta$ のとき.

Ao $=2b,$ $a_{1}=64,$ $a_{2}\approx\theta 64,$ $as\approx 864,$ $b_{1}=1\Re 0,$ $\mathrm{h}\simeq 3000$ , $b_{S}=56W,$ $\ldots$

$\frac{a_{1}}{b_{1}}=\frac{4}{75}’\frac{\infty}{\mathrm{h}}=\frac{91}{760}$ $\frac{a_{\theta}}{b_{\}}=\frac{27}{176’}.=$ .
$A_{1}=A_{0} \frac{4}{76}$ . $A_{l}=(A_{0\frac{91}{750}}-A_{1}) \frac{4}{75},$ $A_{\delta}= \{(A_{0}\frac{27}{176}-A_{1})\frac{91}{m}-A_{2}\}\frac{4}{7\bm{5}},$

$\ldots$

$n=\theta$. $a=b$ のとき.

$A_{0} \simeq\frac{25}{4},$ $a_{1}=-27,$ $\alpha=0_{1}b_{1}=1\mathrm{o}\mathrm{e},\frac{a_{1}}{b_{1}}\simeq-\frac{1}{4}$

$A_{1}= \sim\frac{1}{4},$ $A_{0},$ $A_{2}= arrow A_{1^{\vee}}41=\sim(\frac{1}{4})^{2}A_{0},$ $A_{3}=-A_{2^{\frac{1}{4}}}= \sim(\frac{1}{4})^{S}A_{0},$
$\ldots$

$p=A_{0} \{1+\frac{1}{4}$

.

$+( \frac{1}{4})^{2}+(\frac{1}{4})^{s}+\cdots\}=\frac{251}{41-\frac{1}{4}}=\frac{25}{\theta}$

B.2.2 第十–票角中軽

正多角形の–辺が与えられた時, 角中門を衷わす級数を求める. 正多角形の角数 n, -辺 a,
角中径を $R$ とする.

$na$
$4_{4}$

$=\overline{6}$ . $a_{1}=n^{2}-\bm{8}6$ . $b_{1}=24n^{2},$ $a\mathrm{r}=9n^{2}\sim 36,$ $\mathrm{h}=80n^{2},$ $a_{3}=2\mathrm{S}n^{2}-l6$,

$b_{\theta}=1\bm{6}8n^{2},$ $a_{4}=49n^{2}-\theta 6,$ $b_{4}=288n^{2},$
$\ldots$

と置き,

$A_{1}=A_{0} \frac{a_{1}}{b_{1}}=\frac{\mathrm{n}a}{6}\frac{n^{l}\sim 36}{u_{n^{2}}},$
$A_{2}=(A_{0} \frac{\eta}{h}-A_{1})\frac{a_{1}}{b_{1}},$ $A_{\}=$

.
$\{(A_{0}\frac{a_{S}}{\mathrm{b}}-A_{1})\frac{a_{2}}{\mathrm{h}}-A_{2}\}\frac{a_{1}}{b_{1}},$ $\ldots$

とする.

$R=$ 砺 $-$ ($A_{1}+A_{l}+$痴 $+\cdots$ )

上式を求めるのに, 第 15求角面を用いる.

$an= \frac{6R}{\mathrm{n}}\{1+\frac{n^{l}-\theta 6}{24n^{l}}+\frac{n^{2}-\bm{3}6}{24n^{I}}\frac{9n^{2}\sim 36}{80n^{l}}+\frac{n^{2}-\theta 6}{24n^{2}}\frac{9n^{2}- 6}{\infty n^{l}}\frac{25n^{2}- 6}{168n^{l}}$

$+ \frac{n^{2}\sim^{u}}{24n^{l}}\frac{9n^{l}\sim 0}{80n^{l}}\frac{28n^{l}-36}{1\mathfrak{B}n^{2}}\frac{49n^{l}-\theta 0}{\mathfrak{B}8n^{2}}+\cdots\}$
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上記の $a_{k},$ $b_{k}$ を用いて表わすと,

$a_{\mathfrak{n}}= \frac{6R}{n}\{1+\frac{a_{1}}{b_{1}}+\frac{a_{1}}{b_{1}}\frac{a_{2}}{\mathrm{h}}+\frac{a_{1}}{b_{1}}\frac{a\mathrm{g}}{\mathrm{b}}\frac{a_{l}}{\mathrm{b}}+\frac{a_{1}}{b_{1}}\frac{a_{2}}{h}\frac{a_{\theta}}{h}\frac{a_{4}}{b_{4}}+\cdots\}$

この式より,

$R= \frac{na}{6}\frac{1}{\mathrm{t}1+_{l_{1}^{1}}^{l}+at_{1^{\circ}}t+\circ t_{1}a\theta^{a}t+at_{\iota}\mathrm{g}^{a}\theta_{s}^{u}t_{4}+\cdots\}}$

と考えられる. $R=$砺 $-A_{1}-A_{2}-A_{\epsilon}$ -... と置く,

$. \frac{na}{6}=(A_{0}-A_{1}-A_{2}-A_{\theta}-\cdots)(1+\frac{a_{1}}{b_{1}}+\frac{a_{1}}{b_{1}}\frac{\emptyset}{\mathrm{h}}+\frac{a_{1}}{\mathrm{h}}\frac{a_{2}}{\mathrm{h}}\frac{a_{l}}{b}+\frac{a_{1}}{h}\frac{a_{2}}{h}\frac{a_{\}}{h}\frac{a_{4}}{b_{4}}+\cdots)$

$A_{0}=. \frac{na}{6}$ . $-A_{1}+A_{0^{\frac{a_{1}}{\mathrm{h}}}}=0,$ $A_{1}=A_{0} \frac{a_{1}}{b_{1}},$ $-A_{2}- \iota\frac{a_{1}}{b_{1}}+A_{0}\frac{a_{1}}{b_{1}}\frac{a_{2}}{\mathrm{b}},$ $A_{l}=(A_{0^{\frac{a_{2}}{\mathrm{h}}-}}A_{1}) \frac{a_{1}}{b_{1}},$

,

$-A_{*}, \sim A_{n-1^{\frac{a_{1}}{b_{1}}}}rightarrow A_{n-2^{\frac{a_{1}}{b_{1}}\frac{a_{2}}{b}-}}\cdots\sim A_{1}\frac{a_{1}}{b_{1}}\cdots\frac{a_{n-1}}{k_{-1}}+A_{0}\frac{a_{1}}{b_{1}}\cdots\frac{a_{\mathrm{n}}}{b_{n}}=0$

$A \text{侮}=(\cdots((A_{0}\frac{a_{\hslash}}{\mathrm{k}}-A_{1})\frac{a_{n1}}{b_{\mathrm{n}1}}=-A_{2})\frac{a_{n-2}}{b_{n-2}}\cdots)\frac{a_{1}}{b_{1}}$

角中径の式が成り立つことが示せた.
$n=10,$ $a=\bm{3}$ の場合について載せている,

$A_{\theta}=\mathrm{S},$ $a_{1}=64,$ $a_{2}=864,$ $a_{\theta}=2464$, $b_{1}=2400$ , $h=8000$, $b_{\theta}=168W,$ $\ldots$

$\frac{a_{1}}{b_{1}}\simeq\frac{2}{75’}\frac{a_{2}}{h}=.\frac{27}{\mathit{2}50}\frac{a_{\}}{\mathrm{k}}=\frac{11}{75’}\ldots$

$A_{1}=A_{0^{-}}$$782,$ $A_{2}=(A_{0} \frac{27}{260}-A_{1})\frac{2}{76},$ $A_{l}= \{(A_{0}\frac{11}{75}-A_{1})\frac{27}{250}-A_{2}\}\frac{2}{75},$
$\ldots$

3.2.3 第十二求平中僅正価京角積軍

正多角形の–辺が与えられた時, 平中径寡と正多角形の面積の 2乗を求める. 正多角形の角
数を $n$,-辺を $a$ , 平中径を $r$ とする. 角中径幕より.

$r^{2}=R^{2}-( \frac{a}{2})^{2}$

によって求められる.
面積を Aとすると,

$A^{l}=( \frac{ar}{2}.n)^{2}$

.
$=t^{2}n^{l}( \frac{a}{2})^{t}$

$n\overline{\sim}10_{1}a=\theta$ の場合について, 第十角中径幕の例を用いて平中径幕を求めることを載せて
いる.
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8.2.4 第十�京平申径伽東角積

正多角形の–辺が与えられた時, 平中径と正多角形の面積を求める. 正多角形の角数 n, $-$

辺 $a$ , 平中径を $r$ とする.

$A_{0} \simeq\frac{9R}{2n^{2}},$ $A_{1}= \frac{n^{l}-9}{12n^{l}}A_{0},$ $A_{2}= \frac{4n^{2}\sim 9}{ 0n^{2}}A_{1}$ , 痴 $= \frac{9n^{l}-9}{56n^{2}}A_{2},$ $A_{4}= \frac{10n^{2}-9}{90n^{2}}A_{\mathrm{s}},$
$\ldots$

として

$r\simeq R-(A_{0}+A_{1}+A_{2}+A_{\theta}+\mathrm{A}+\cdots)$

$=R- \frac{9R}{2n^{2}}\{1+\frac{n^{2}-9}{12n^{2}}+\frac{n^{2}-9}{12n^{l}}\frac{4n^{l}\sim 9}{ 0n^{l}}+\frac{n^{l}-9}{12n^{2}}\frac{4n^{l}-9}{\theta 0n^{l}}\frac{9n^{2}-9}{66n^{l}}$

$+ \frac{n^{2}-9}{12n^{2}}\frac{4n^{l}\sim 9}{w_{n^{2}}}\frac{9n^{2}-9}{56n^{2}}\frac{10n^{2}\sim 9}{\infty n^{2}}+\cdots\}$

$r$ は $R$ と隔の式より導かれる. $c \simeq\frac{d}{4}$ とする. これは正六角形の時を考ええていることに
なる.

$r \sim Rarrow\text{。}\frac{\pi}{n}-arrow R\text{。}\frac{6\mathrm{a}\bm{\mathrm{r}}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\not\in}{n}$ ,

$\pi=6\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\frac{1}{2}$.

第八求二二距斜矢と同様にして成り立つことがわかる.
$n\overline{rightarrow}\theta$ , の場合について載せている.

$R=\sqrt{\frac{a^{I}}{\theta}},$ $A_{0}= \sim=\frac{1}{2}\sqrt 2R\overline{\frac{a^{2}}{\theta}}$

面積を $A$ とすると, $A=m_{\mathrm{I}}‘$ .

S.2.6 第十四粟角判断

正多角形の角中径が与えられた時, -辺の 2乗を表わす級数を求める. 正多角形の負数 n,
辺砺, 心中径を瓦とする.

$A \text{噛}=\frac{\infty R^{2}}{n^{2}}$ . $A_{1} \approx\frac{n^{2}\sim 6}{12n^{l}}$両, $A_{2}= \frac{4n^{2}\sim\Re}{\theta 0n^{l}}A_{1}$ . $A_{\mathrm{s}}= \frac{9n^{2}-\theta 6}{60n^{l}}A_{2},$ $A_{4}= \frac{16n^{2}-\Re}{90n^{l}}A_{s},$
$\ldots$

として

$a_{n}^{2}=A_{0}+A_{1}+4_{l}+$痴 $+\mathrm{A}+\cdots$

$= \frac{\theta 6R^{2}}{n^{2}}\{1+\frac{n^{2}\sim 30}{12n^{2}}+\frac{n^{l}-36}{12n^{l}}\frac{4n^{2}-n}{\theta\alpha\iota^{2}}+\frac{n^{l}\sim\Re}{12n^{l}}\frac{4n^{2}\sim 36}{m_{il^{2}}}\frac{9n^{2}-\bm{3}6}{\epsilon \bm{6}n^{2}}$

$.+ \frac{n^{l}-l0}{12n^{2}}\frac{4n^{2}-\theta 6}{\bm{3}0n^{2}}\frac{9n^{2}-\theta 6}{66n^{2}}\frac{16n^{l}-\theta 6}{\infty 1v^{\mathit{1}}}+\cdots\}$
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$a^{2}$ は偏の式より導かれる, 第十三求平中径と同様に $c=44$ とする. これは正六角形の時を
考ええていることになる.

$a_{0}\simeq 2R8\mathrm{i}\mathrm{n}\theta$ , $\theta_{\overline{\sim}}\frac{n}{6}$ , $\sin\theta=\frac{1}{2}$ . $\frac{\pi}{6}=\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\frac{1}{2}$ ,

$\pi=6\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}8\mathrm{i}\mathrm{n}\frac{1}{2}$ , $a_{n} \simeq 2R\sin\sim\pi n=2R\sin(\frac{6u\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}_{\mathfrak{T}}^{1}}{n})$,

$a_{n}^{2} \simeq 4R^{\mathrm{a}_{8}}\mathrm{i}\mathrm{n}^{2}(\frac{\bm{6}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}_{2}^{1}}{n})$,

$f(x)\simeq\S \mathrm{i}\mathrm{n}^{\mathit{1}}\phi$, の級数展開をする. $\phi=(\frac{2m\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}x}{n})$

ここで $x=\sim 21$ である. $f(\mathrm{O}\rangle=0$

$f’(x)=2 \sin\phi\infty\S\phi\frac{2m}{n}\frac{1}{\sqrt{1-x^{2}}}$

$\sqrt{1\sim x^{2}}f’(x)=\frac{2m}{n}\sin 2\phi$, $f’(\mathrm{O})=0$

$- \frac{x}{\sqrt{1-x^{2}}}f’(x\rangle+\sqrt{1-x^{2}}f’’(x)=\frac{4m^{2}}{n^{2}}\frac{1}{\sqrt{1\sim x}}2\mathrm{c}\infty 2\phi$

$-xf’(x \rangle+(1-x^{2})f’’(x)=\frac{8m^{2}}{n^{l}}\infty \mathrm{s}2\phi\simeq\frac{8m^{2}}{n^{2}}(1-28\mathrm{i}\mathrm{n}^{2}\phi)=\frac{8m^{2}}{n^{2}}-\frac{16m^{2}}{n^{2}}f(x)$

$(1-x^{2})f’’(x)-xf’(x)+ \frac{16m^{l}}{n^{l}}f(x)=\frac{8m^{2}}{n^{l}}$

$f(x)- \sum_{k\simeq 0}^{\infty}A_{kX^{h}}$

と置き上式に代入する,

$\text{痴}=\frac{4m^{2}}{n^{2}}$ . $A_{\}=0$,

$A_{k+2}= \frac{k^{2}n^{2}-16m^{2}}{(k+2)(k+1)n^{2}}A_{k}$ ,

$k$ を $2l$ に置きかえる,

$A_{2l+2}=. \frac{2(l^{2}n^{2}-4m^{2})}{(l+1)(2l+1)n^{2}}A_{2l}$

以上により成り立つことが示せた.
$n\approx 6$ とし $R\approx 6$ の場合について戟せている.

$a_{6}^{l}= \frac{1296}{25}\{1\sim\frac{11}{\theta 0}-\frac{11}{300}\frac{\theta 2}{\theta 75}-\frac{11}{\theta 00}\frac{\theta 2}{\theta\hslash}\frac{27}{\mathfrak{M}}\cdots\}$
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8.2.6 第十五京角面

正多角形の角中径が与えられた時, –辺を表わす級数を求める. 正多角形の角数 n, -辺

a $n$ ’角中径を $R$ とする.

$A_{0} \approx\frac{6R}{n},$ $A_{1}= \frac{n^{2}-36}{24n^{3}}A_{\mathrm{O}},$ $A_{2}= \frac{9n^{2}-\bm{3}6}{80n^{2}}A_{1},$ $A_{8}= \frac{28n^{2}-\theta 6}{168n^{l}}A_{\mathrm{B}},$ $\mathrm{A}=\frac{49n^{2}- 6}{288n^{l}}A_{3},$
$\ldots$

,

として

$a_{\hslash}=A_{0}+A_{1}+A_{2}+A_{\mathrm{s}}+\mathrm{A}+\cdots$

$\approx\frac{0R}{n}\{1+\frac{n^{l}-\theta 6}{24n^{2}}+\frac{n^{2}-\theta 6}{24n^{2}}\frac{9n^{l}-\theta 6}{80n^{2}}+\frac{n^{2}-36}{24n^{l}}\frac{9n^{2}-\theta 6}{80n^{2}}\frac{25n^{2}-.\bm{3}6}{168n^{l}}$

$+ \frac{n^{l}-u}{24n^{2}}\frac{u\iota^{2}\sim\theta 6}{80n^{l}}\frac{\mathfrak{B}n^{l}- 6}{1\mathrm{o}\mathrm{e}n^{2}}\frac{49n^{l}-\mathrm{u}}{288n^{2}}+\cdots\}$

$a$ は第十七求距面斜 am の式において m=1の時になる. ここでは. 第十四求角面幕と同様に
考え, 級数展開により示す. $c \simeq\frac{d}{4}$ として,

$*=.2R\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta,$ $\theta\simeq\frac{n}{6}$ , $8 \mathrm{i}\mathrm{n}\theta=\frac{1}{2’}$ $\frac{\pi}{6}=u\mathrm{c}8\mathrm{i}\mathrm{n}\frac{1}{2}$ ,

$\pi=6\mathrm{a}\mathrm{r}\propto \mathrm{i}\mathrm{n}\frac{1}{2},$
$a_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}=2R \mathrm{d}\mathrm{n}\frac{\pi}{n}=2R\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}(\frac{6\mathrm{a}\mathrm{r}\dot{\mathrm{r}}\mathrm{n}\frac{1}{2}}{n})$,

$f(x)\simeq$蜘 $\phi$, の級数展闘をする $\phi=.\frac{2m\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}i\mathrm{n}x}{n}$

ここで $x\approx\sim 21$ . である. $f(0)\approx 0$

$f^{j} \{x)=\frac{2m}{n}\frac{1}{\sqrt{1\sim x^{3}}}\infty\emptyset$

$\sqrt{1\sim\theta}f’(x)=\frac{2m}{n}\mathrm{m}\phi$ . $f’(0)= \frac{2m}{n}$

$- \frac{x}{\sqrt{1-x^{l}}}f’(x)+\sqrt{1-x^{2}}f’’(x)\approx-\frac{4m^{2}}{n^{2}}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\sin\phi}1-1$

$-xf’(x)+(1 \sim x^{2})f’’(x)=,\frac{u_{n^{2}}}{n^{l}}f(x)$

$(1 \sim\oint)f’’(x)-xf’(x)+\frac{4m^{2}}{n^{l}}f(x)=0$

$f(x)= \sum_{\iota\triangleleft}^{\infty}A_{\hslash^{X^{k}}}$

と優き, 上式に代入する,

ム 2\dashv 1 $\simeq\frac{n^{2}\sim 4m^{2}}{h^{2}},\cdot$
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$A_{k+2}= \frac{k^{2}n^{l}\sim 4m^{2}}{(k+2)(k+1)n^{2}}A_{k}$ ,

$k$ を $2l-1$ に置きかえる,

$\sim A_{2l+1}=\frac{(2l-1)^{2}n^{\dot{2}}-4m^{2}}{2l(2l+1)n^{2}}A_{2\iota_{-}1}$

以上により成り立つことが示せた. $n=8$ とし $R=6$ の場合について載せている.

$a_{8}= \frac{9}{2}\{1+\frac{7}{\theta 84}+\frac{7}{\bm{3}84}\frac{27}{2\Re}+\frac{7}{su}\frac{27}{\mathfrak{B}6}\frac{\theta 91}{2688}\ldots\}$

$.2.r 幽幽穴京斜面矢公設係薗矢

正多角形の角中径が与えられた時, 距面矢を表わす級数を求める. 正多角形の角数を \sim 脅
中径を $R$, 距面数を $m$, 距面矢を輌とする.

$a_{1}=n^{2}\sim 9m^{2}*\mathrm{h}=12n^{2}$ . $a_{2}=4n^{2}\sim\Re n^{2},$ $h=\bm{3}0n^{2},$ $a_{S}=9n^{2}\sim 9m^{2}$ , b3 $=\bm{5}6n^{2}$ .
$a_{4}=16n^{2}-\Re n^{2},$ $b_{4}=^{wf1^{2}},$

$\ldots$

と置き, $(n\geq 8)m$ が奇数の時,

痴 $= \frac{9R(m^{l}-1)}{2n^{2}},$ $B_{1}=9A_{\mathrm{O}}$ . $A_{1}= \frac{A_{\mathrm{O}}a_{1}\sim B1}{b_{1}},$ $B_{2}= \frac{n^{2}-9}{b_{1}}B_{1}$. $A_{2}= \frac{A_{1}a_{l}\sim\ }{h}$ .
$B_{\mathrm{a}} \approx\frac{4n^{2}-9}{h}B_{2}.’ A_{\theta}=\frac{A_{2}a_{3}-B_{S}}{k}$ . $B_{4} \simeq\frac{9n^{2}\sim 9}{k}.B_{s},$ $\mathrm{A}=\frac{A_{\^{a_{4}-B_{4}}}}{b_{4}}\ldots$ .

として

$\mathrm{c}_{m}=A_{0}+A_{1}+A_{2}+A_{s}+\mathrm{A}+\cdots$

$(n\geq 4)m$ が偶数の時.

$A_{\mathrm{O}}= \frac{9Rm^{l}}{n^{l}},$
$A_{1} \approx A_{0}\frac{a_{1}}{b_{1}}$ . $A_{2}=A_{1} \frac{a_{l}}{b}$ . 痴 $=A_{2} \frac{a_{l}}{b_{\theta}}$ . $\mathrm{A}=A_{\theta}\frac{a_{4}}{b_{4}},$ $\ldots$

として

果 n $=A_{0}+A_{1}+A_{\mathit{1}}+A_{\theta}+$ん $+\cdots$

纂八求弧中距幽幽によって $m$ が偶数の時,

$\text{噺}=\frac{d}{2}(1arrow\varpi n\theta\rangle,$ $\theta=\frac{\pi}{n}=\frac{6\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}_{l}^{1}}{n}$ . $m \theta=m\frac{\pi}{n}=\frac{6m\mathrm{a}\bm{\mathrm{r}}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\S}{n}$

$* \cdot=\frac{9Rm^{l}}{2n^{2}}\{1+\frac{n^{l}-9m^{2}}{12n^{2}}+\frac{n^{l}\sim 9m^{2}}{12n^{2}}\frac{4n^{2}-9m^{2}}{ 0n^{l}}+\frac{n^{l}-\Re n^{2}}{12n^{2}}\frac{4n^{2}-\Re n^{2}}{\mathrm{S}0n^{2}}\frac{9n^{2}-9m^{2}}{\mathrm{u}_{||l}}$

$+ \frac{n^{2}-9m^{2}}{12n^{l}}\frac{4n^{2}-9m^{2}}{\theta \mathrm{M}^{2}}\frac{9n^{l}-9m^{2}}{66n^{2}}\frac{16n^{2}-9m^{2}}{w_{1\iota^{2}}}+\cdots\}$
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より求められる.
$m$ が奇数の時,

Cm $= \frac{d}{2}(1-\infty sn\theta)-\frac{d}{2}(1-\infty \mathrm{s}\theta)$

$\mathrm{c}_{n},\approx(\frac{9Rm^{2}}{2\mathrm{n}^{l}}-\frac{9R}{2n^{2}})+(\frac{9Rm^{2}}{2n^{2}}\frac{n^{2}-9m^{2}}{12n^{2}}-\frac{9R}{2n^{\mathrm{g}}}\frac{n^{2}arrow 9}{12n^{2}})$

$+( \frac{9Rm^{l}}{2n^{1}}\frac{n^{2}\sim\Re n^{l}}{12n^{2}}\frac{4n^{2}-un^{2}}{ 0\hslash^{2}}\sim\frac{9R}{2n^{l}}\frac{n^{2}\sim 9}{12n^{2}}\frac{4n^{2}-9}{30n^{2}})$

$+( \frac{9Rm^{l}}{2n^{l}}\frac{n^{2}\sim\Re n^{l}}{12n^{2}}\frac{4n^{l}\sim\Re n^{2}}{\theta 0n^{2}}\frac{9n^{2}-9m^{2}}{66n^{l}}-\frac{9R}{2n^{2}}\frac{n^{l}-9}{12n^{l}}\frac{4n^{2}\sim 9}{\mathfrak{X}n^{l}}\frac{9n^{l}\sim 9}{6\bm{6}n^{2}})$

$+( \frac{\mathit{9}Rm^{2}}{2n^{2}}\frac{n^{l}\sim 0m^{l}}{12n^{l}}\frac{4\dot{n}^{\}-\mathrm{u}n^{l}}{30n^{2}}\frac{9n^{2}-9m^{2}}{5\delta n^{2}}\frac{10n^{l}-\mathrm{b}^{l}}{w_{1\iota^{2}}}$

$- \frac{9R}{2n^{2}}\frac{n^{2}\sim 9}{12n^{2}}\frac{4n^{l}-9}{\theta 0n^{2}}\frac{9n^{2}-9}{m_{2l^{2}}}\frac{16n^{l}\sim 9}{\infty n^{\mathit{1}}})\perp,$ $\cdots$

砺 $\simeq\frac{9R\langle m^{2}-1)}{2n^{2}}$

$A_{1} \simeq(\frac{9Rm^{l}}{2n^{2}}\frac{n^{2}-9m^{1}}{12n^{2}}\sim\frac{9R}{2n^{l}}\frac{n^{l}-9}{12n^{2}})=\frac{9R}{2n^{2}}\frac{1}{12n^{l}}\{(m^{2}-1)(n^{2}-\Re n^{2})rightarrow 9(m^{\mathit{1}}\sim 1)\}$

$= \frac{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(a_{1}-\mathit{9})}^{lRm^{l}-1}}{b_{1}}\simeq\frac{A_{0a_{1}\sim}9A_{0}}{b_{1}}\neq\frac{A_{0}a_{1}-B_{1}}{b_{1}}$

$A_{2}= \frac{9Rm^{l}}{2n^{l}}\frac{n^{l}-un^{l}}{12n^{2}}\frac{4n^{2}-\theta m^{2}}{30n^{l}}-\frac{9R}{2n^{\mathrm{a}}}\frac{n^{l}\sim 9}{12n^{2}}\frac{4n^{2}\sim 9}{\theta 0n^{l}}$

$= \frac{9R}{2n^{2}\mathrm{h}\mathrm{h}}\{m^{l}(n^{2}arrow 9m^{2})(4n^{2}-9m^{2})rightarrow(n^{2}-9)(4n^{l}-9)\}$

$= \frac{9R}{2n^{2}b_{1}\mathrm{h}}\{(m^{l}-1)(n^{2}-9m^{l})(4n^{l}-\Re n^{2})+(n^{2}-\mathrm{M}^{2})(4n^{2}-9m^{2})-(n^{l}rightarrow 9)(4n^{l}-9)\}$

$\approx\frac{9R}{2n^{l}h\mathrm{h}}[(m^{l}-1\rangle a_{1}a\mathrm{a}+\{(n^{l}-un^{2})-(n^{l}\sim 9)\}(4n^{2}-\Re n^{2})$

$+(n^{2}-9)(4n^{l}-9m^{2})-(n^{2}-9)(4n^{2}\sim 0\rangle]$

$=. \frac{9R}{2n^{l}h\mathrm{h}}[(m^{2}-1)a_{1}a_{l}-9(m^{l}-1)a_{2}+(n^{2}-9)\{(4n^{2}-9m^{2})\sim(4n^{2}-9)\}]$

$\simeq\frac{9R(m^{l}-1)}{2n^{2}b_{1}h}\{a_{1}\infty\sim 9a_{1}-9(n^{2}-\mathit{9}\rangle\}=\frac{A_{0}a_{1}a_{2}-9A_{0}a_{2}-9A_{0}(n^{2}-9)}{b_{1}\mathrm{h}}$

$\simeq\frac{\mathrm{m}_{\alpha-B_{1}\Leftrightarrow_{\iota}}^{-l}1\mathrm{a}_{-}}{\mathrm{h}}=\frac{A_{1\ }arrow B_{l}}{h}$
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$a_{k}\approx k^{2}n^{2}\sim 9m^{2}$ , $b_{k}=(2k+1)(2k+2)n^{2}$ , $c_{k}=k^{2}n^{l}-9$,

$A_{1}’.=a_{1}-9$ , $A_{k}’=A_{k-1}’a_{k}-c_{1}\cdots \mathrm{c}_{k-1}$

とする,

$A_{k} \approx\frac{9Rm^{2}}{2n^{l}}:\frac{a_{1}a_{h}}{b_{1}b_{\mathrm{k}}}::-\frac{9R}{2n^{2}}:\frac{c_{1}\mathrm{c}_{h}}{b_{1}b_{k}}::=\frac{9R}{2n^{2}b_{1}\cdots b_{k}}(m^{2}a_{1}.\cdots a_{k}-c_{1}\cdots c_{k})$

$= \frac{9R}{2n^{2}b_{1}\cdots b_{k}}\{(m^{l}-1)a_{1}\cdots a_{k}+a_{1}\cdots a\iota-c_{1}\cdots c_{k}\}$

$= \frac{9R}{2n^{l}b_{1}\cdots b_{k}}\{(m^{2}\sim 1)a_{1}\cdots a_{k}\sim 9(\tau n^{1}-1\rangle\alpha\cdots a_{k}+\mathrm{c}_{1}a_{2}\cdots a_{\mathrm{k}}arrow \mathrm{c}_{1}\cdots c_{\mathrm{k}}\}$

$= \frac{9R}{2n^{l}b_{1}\cdots b_{k}}\{(m^{2}-1)(a_{1}-9)a_{2}\cdots a_{k}\sim 9(m^{2}-1)c_{1}a_{S}\cdots a_{k}+\mathrm{c}_{1}c_{2}a_{\epsilon}\cdots a_{h}-\mathrm{c}_{1}\cdots c_{\hslash}\}$

$= \frac{9R}{2n^{l}b_{1}\cdots b_{k}}\{(m^{2}-1)(A_{1}’a_{2}-\mathit{9}c_{1})a_{\}\cdots a_{k}-9(m^{l}\cdot-1)c_{1}\iota_{l}a_{4}\cdots a_{k}+c_{1}\mathrm{c}_{2}.\mathrm{c}_{S}a_{4}\cdots a_{k}-\mathrm{c}_{1}\cdots c_{\mathrm{k}}\}$

$= \frac{9R}{2n^{2}b_{1}\cdots b_{\mathrm{k}}}\{(m^{I}-1\rangle(A_{\mathrm{z}^{O_{3}-9c}\iota\alpha)a_{4}\cdots a_{k}-9(m^{2}-1)c_{1}\mathrm{q}\mathrm{c}\mathrm{a}^{a_{6}\cdots a_{k}+\mathrm{c}_{1}o_{2}c_{S}a_{4}a_{l}\cdots a_{k}\sim c_{1}\cdots c_{k}\}}}’$

$\frac{9R}{2n^{2}b_{1}\cdots b_{k}}\{(m^{2}.\sim 1)(A_{k-1}’a_{k}-9\epsilon_{1} ...\mathrm{c}_{h-1})\}$

$k$ の時成り立つと仮定すると $k+1$ の時,

$A_{k+1}= \frac{9m^{2}}{2n^{2}}:::\frac{a_{1}a_{k}a_{h+1}}{b_{1}b_{\mathrm{k}}b_{k+1}}-\frac{9R}{2n^{2}}:::\frac{c_{1}c_{k}\mathrm{c}_{k+1}}{b_{1}b_{k}b_{k+1}}$

$= \frac{9R}{2n^{2}b_{1}\cdots b_{k+1}}\{(m^{2}a_{1}\cdots a_{\hslash}-\mathrm{c}_{1}\cdots c_{k}\rangle a_{k+1}+c_{1}\cdots \mathrm{c}_{k}a_{k+1}-c_{1}\cdots c_{k}c_{k+1}\}$

$= \frac{9R}{2n^{2}b_{1}\cdots b_{k+1}}\{(m^{2}-1\rangle(A_{\hslash}’a_{k+1}\sim 9\bm{\mathrm{c}}_{1}\cdots \mathrm{c}_{k})\}$

$A_{\mathrm{b}1}$ の時も成り立つ, よって $A_{n}$ が示せた.

$tn.\mathit{2}.\mathit{8}$ 纂十七康距面斜醜観僚面斜

有角中門旧聞敷京矩口斜 正多角形の角中等が与えられた時. 距面斜 (正多角形の対角線) を
表わす級敬を求める. 正多角形の角数を $n$ , 角中径を $R$, 距面数を $m$, 距面斜を $a_{m}$ とする.

為 $=$
.

$\frac{6R}{n}$ . $A_{1} \simeq\frac{n^{2}-\mathfrak{B}m^{2}}{24n^{l}}$砺, $A_{2}= \frac{9n^{2}-\theta 0m^{2}}{\mathfrak{B}n^{2}}A_{1}$ .
ん $= \frac{25n^{l}-36m^{l}}{168n^{\mathrm{f}}}A_{2},$ $A_{4}= \frac{4\mathfrak{R}^{2}\sim S6m^{2}}{288n^{2}}$痴. ...
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として

$a_{m}\simeq A_{\theta}+A_{1}+A_{2}+A_{\mathrm{s}}+\mathrm{A}+\cdots$

$\simeq\frac{6R}{n}\{1+\frac{n^{2}-\theta 6m^{2}}{24n^{2}}+\frac{n^{l}-\theta 6m^{2}}{\mathit{2}4n^{l}}\frac{9n^{2}\sim\theta 6m^{2}}{w_{n^{2}}}+\frac{n^{2}-\bm{3}6m^{2}}{u_{n^{2}}}\frac{9n^{2}- 6m^{2}}{80n^{2}}\frac{25n^{2}-\bm{3}6m^{2}}{168n^{2}}$

$+ \frac{n^{2}-\theta 6m^{l}}{24n^{2}}\frac{9n^{l}-bm{6}m^{l}}{80n^{2}}\frac{2 n^{2}-\bm{3}6m^{2}}{1\mathrm{o}\mathrm{e}n^{l}}\frac{49n^{l}-\Re m^{2}}{2\Re n^{2}}+\cdots\}$

これは,

$*\approx 2R\sin n\phi,$ $a=2R\epsilon i\mathrm{n}\theta,$
$\theta=\frac{\pi}{n}\approx\frac{6\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}i\mathrm{n}:}{n}$.

$n=5,$ $R\approx 6,$ $m=2$ の場合 02が載せられている.

両 $= \frac{72}{6},$ $A_{1}=- \frac{119}{0}A_{0},$ $A_{l}= \frac{81}{2\mathfrak{M}}A_{1}$ . $A_{\theta}= \frac{481}{42\mathrm{M}}A_{l}$. $\mathrm{A}=\frac{1\mathfrak{X}1}{72w}A_{s,}\cdots$

有薗臆想徽票題園斜 正多角形の角虚血 (正夢角形の–辺) が与えられた時, 距面斜を表わ

す級数を求める. 正多角径の角数を $n$, 角毎面を $a$ , 距面数を $m$ . 距面斜を $a_{m}$ とする. 原数

$=nn$ とし,
汎梁原弍 定除原式
$a_{1}=-9$ $b_{1}=n^{2}$

$a_{2}=n^{2}-9$ 碗 =12nき
$as=4n^{2}-9$ $\text{煽}\cdot=30\mathrm{n}^{2}$

$a_{4}=16n^{2}-9$ $b_{4}=\mathrm{m}n^{2}$

$a_{i}\simeq 26n^{l}-9$ $b_{\mathrm{b}}=Wn^{2}$

と置き,

汎乗法
$a_{1}=-\mathit{9}$

$a_{1}a_{2}\approx-9n^{2}+\mathit{8}1$.
$a_{1}a_{l}a_{S}=-\theta 6n^{4}+405n^{2}-729$

$a_{1}a_{l}a_{S}a_{4}=-\theta un^{6}+\theta 909n^{4}-102\alpha n^{2}+6\mathrm{S}61$

$a_{1}ua_{\}a_{4}a_{6}=-61un^{8}+60420n^{6}-19\infty 17n^{4}+,1u8\mathfrak{W}\iota^{l}-5\Re 49$

定除法
$b_{1}=n^{2}$

$b_{1}h=12\dot{n}^{4}$

$\mathrm{b}_{1}\mathrm{h}\mathrm{k}= 60\mathrm{n}^{6}$

$b_{1}\mathrm{h}hb_{4}\simeq 201\mathrm{M}n^{\epsilon}$

$b_{1}h\mathrm{b}b_{4}b_{\mathrm{b}}=18144\mathrm{m}n^{10}$

とする.
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距奇面数

差段数
二差段数

1薗斜 3薗斜
$0$ 4
$0$ 16

6薗斜
20
27

7面斜

56
21568

三差段数 $0$ 64 4160 50816
四差段数 $0$ 256 65792 17451408
五心段数 $0$ 10泌 1049600 61516776
これは

$(m-1)^{2h}+(m-\theta)^{2k}+\cdots+$

より求められる. m が奇数の時, 最後は O. m が偶数の時, 最後は 1 となる.

距酒面数

2面斜 4面斜 6薗斜

差段数 1 10 35
二差段数 1 82 707
三差段数 1 \tau 幻 16355
四差羽数 1 $6b62$ 397187
五差段数 1 5曽関 3824675

$m\approx\theta$ のとき 4, 16. 64. 256. 1024 より,

定乗法
$A_{1}=-4\mathrm{x}9$

$A_{l}=-4\mathrm{x}\mathrm{U}^{2}+16\mathrm{x}81$

$A_{\mathrm{g}}=-4\mathrm{x}\mathrm{a}0n^{4}+16\mathrm{x}405n^{l}-64\mathrm{x}729$

$A_{4}=\sim 4\mathrm{x}\theta \text{泌}n^{0}+16\mathrm{x}\theta\infty 9n^{4}-64\mathrm{x}102\alpha n^{2}+256\mathrm{x}$ 0861
$A_{f}=\sim 4\mathrm{x}6184n^{8}+16\mathrm{x}664\Re r\iota^{0}\sim 64\mathrm{x}1\mathfrak{M}17n^{4}$

+256 $\mathrm{x}1\infty 8\bm{3}0n^{2}\sim 10u\mathrm{x}$ \S \infty 42

$a_{\} \approx a(\theta-\frac{4\cdot 9}{n^{2}}rightarrow\frac{4\cdot 9n^{2}.-16\cdot 81}{\theta 4n^{4}}\sim‘\frac{4\prime\theta 6n^{4}-16\cdot.\mathfrak{U}5n^{l}+u729}{\theta\cdot 4\bm{5}\cdot 6n^{6}}.-\cdots)$

$\frac{a_{||*}}{a}=\frac{\dot{\mathrm{r}}\mathrm{n}n\theta}{\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}\theta},$
$\theta\approx\sim\pi n=\frac{6\mathrm{w}\infty i\mathrm{n}\S}{n}$ ,

$2\mathrm{d}\mathrm{n}\theta \mathrm{w}(m-1)\theta=\mathrm{A}m\theta-\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}(m-2)\theta$ ’
$2\mathrm{A}\theta\infty\S\theta\neq\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}2\theta$.

$m$ が偶数の時,

$\frac{a_{m}}{a}=2\{\mathrm{c}oe(m-1)\theta+\mathrm{c}\infty(m-\theta)\theta+\cdots+\infty\S\theta\theta+\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\theta\}$

$m$ が青数の時,

$\frac{a_{m}}{a}=1+2$ {$m(m-1)\theta+\mathrm{c}(n(m-\theta)\theta+\cdots$ +\mbox{\boldmath $\omega$}釦\mbox{\boldmath $\omega$}+\mbox{\boldmath $\omega$}\mbox{\boldmath $\gamma$}\theta }
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$\infty 8(m-1)\theta=1-\frac{9(m\sim 1)^{l}}{2n^{2}}-\frac{9(m-1)^{2}}{2n^{2}}\frac{n^{l}-9(m-1)^{2}}{12\mathrm{n}^{l}}$

$9(m-1)^{2}n^{2}-9(m-1)^{2}4n^{2}-9(m-1)^{2}$
$-\overline{2n^{2}}\overline{12n^{l}}\overline{\bm{3}0n^{2}}$

-

より導かれる.

$.3 角帽平方術 山路主住述作

今禰幾角鐘面着順一角樫平種各幾何 正多角形の–辺が与えられた時, 正多角形に外接する
円の半径を求める公式を載せている,

$R^{2}= \frac{a^{l}(16u7\ovalbox{\tt\small REJECT} 0\theta 856n^{4}+1\omega 4\mathit{9}74\mathit{7}20807n^{0}+15176216\theta 9810n^{8})}{136\S 297\infty 47\theta 2mn^{2}+5\infty 1\theta 2\mathrm{M}861u1n^{f}-1674\theta \mathfrak{B}47\mathrm{a}\mathrm{e}00oen^{4}\sim S6092\infty u91\mathit{8}15}$

$R^{2}= \frac{a^{l}(107480n^{l}+62\theta 70\mathrm{n}^{4}+8\mathfrak{B}77\rangle}{\text{泌}62268n^{l}- 887400}$

顛術十二例 円弧を S. 直径を d, 矢を c, 弦を a, 弧積 (弓形) の面積を $A$ とする.

3.3.1 有海京童

直径と矢が与えられた時, 弦を求める.

$a=\sqrt{4\mathrm{c}(d-\mathrm{c})}$

$.$.$ 有強矢京慢

弧と矢が与えられた時, 直径を求める.

$d \simeq\frac{4\text{♂}+a^{2}}{4\mathrm{c}}$

S.S.$ 宿経嘱粟矢

直径と弦が与えられた時, 矢を求める.

$\mathrm{c}\Rightarrow\frac{(d-\sqrt{\theta-a^{2}})}{\mathit{2}}$

3.3.4 有鱗矢単離経

矢と弦が与えられた時. 離径〆を求める.

$a’= \frac{a^{l}-\ ^{l}}{4c},$ $a’=d.-\mathit{2}c$
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3.3.5 有弦離径求径

弦と離樫が与えられた時, を求める.

$d=\sqrt{a^{2}+a^{\prime 2}}$

3.3.6 有径矢粟偵強

矢と直径が与えられた晦 労斜弦を求める.

勇斜弦 $=\sqrt{d}$

3.3.7 有径矢費被禦十界

直径, 背, 矢と弦が与えられた時, 弧積を求める.

$A= \frac{dS}{4}-\frac{a(d-2\mathrm{c})}{4}=\frac{dS-a(d-2c)}{4}$

S.S.8 今有蟹円径着干青位着干閥矢

直径と背が与えられた時, 矢を求める. 背黒法を \alpha =0.13419とする.

$c= \frac{(_{\mathrm{B}}^{S})^{2}-\frac{(S)}{{(l)^{l}\circ+t^{l}\}}}{d}.\simeq\frac{S^{2}-\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\alpha}^{S^{4}}}{4d}$

$c= \frac{S^{2}}{u}\{1-\frac{1\theta}{12\theta}+\frac{1}{30}(\frac{S^{2}}{P})^{2}-\cdots\}$

$dc=( \frac{S}{2})^{2}-\frac{1}{\theta}(\frac{S}{2})^{4}\frac{1}{\theta}-\frac{1}{\theta}\frac{1}{d^{2}}\{-\frac{4}{\theta 0}(\frac{S}{2})^{2}\frac{1}{\theta}\}+\cdots$

ここで定式を公比 -金 (f)2\star の等比級数と考え和を求める.

$dc \approx(\frac{S}{2})^{2}-\frac{\#\mathrm{t}\not\in)^{4}*}{1+\varpi(^{S}4\tau)^{21}\pi}$

$\approx(\frac{S}{2})^{2}-\frac{\mathrm{t}_{2}^{\mathrm{g}})^{4}}{\theta\{\theta+\alpha(\S\rangle^{2})\}}$,

ここで $a’=\varpi 4\simeq 0.13$応... より求めたものであると考えられる.

3.3.9 $\text{今}*$弧柴寒蘭曹

矢と弦が与えられた時, 背を求める. 矢幕法 (弧法を) $\beta=\S$ . 8696とする.

$S=\sqrt{\alpha^{2}+\beta\theta}$
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3.3.10 今膚瓢矢着干費着干舷

矢と背が与えられた時, 弦を求める.

$a=\sqrt{S^{2}-\beta d}$

3.3.11 今宥蟹彊着千承認勝闘矢

弦と背が与えられた時, 矢を求める.

$\mathrm{c}=\sqrt{\frac{\wp_{\sim\delta^{2}}}{\beta}}$

$.$.12 今有嘱矢弛闘蟹積

矢と弦が与えられた時, 弧積を求める. 円閣法を \mbox{\boldmath $\gamma$}=0.4とする.

$A \simeq\frac{\pi}{4}\{(2\alpha+\mathrm{c})\epsilon\gamma.\}$

4 方口奇巧下巻

4.1 弓術

4.1.1 其–求弧曹

222 第四求弧背 (3) 有径弦求背 に載せられている式と同じものである. ここでは, 各

部を小数であらわし, $\alpha=\frac{d}{e}$ を除法とし. 級数を

$S=a[1+ \frac{A_{1}+\frac{A\mathrm{a}+^{\underline{\mathrm{s}_{8}+^{4\underline{+^{\underline{A}}}}}}\mathrm{A}}{a}}{\alpha},]$

のように表している. 以下同様に級数を表している.

4.1.2 菖二京猛矢

223 第五求弓矢 に載せられている式と同じものである.

4.1.3 銘三京 1監

224 第六求網引 に配せられている式と同じものである.
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4.1.4 菖餌求彊積

225 第七求弧積 に載せられている式と同じものである.

4.1.5 菖玉求弧申距斜矢

311 賢人求弧中距斜矢 と同様に直径と矢が与えられた時, 距斜矢を求める. 円弧を S,
直径を d, 矢を c, 触角数を m, 容計数を n, 距斜角を偏とする. ここでは, 221 第三求

言出寡 を用いて 解を求め, 次に $\frac{\mathit{8}\cdot m}{n},=$ $5_{m}$ より u悔に対応する弧礪を計算する. そ
して鴫と $d$ よりちを 2.2.3 第五求弧矢 または 4.1.2其二求弧矢によって求めている.
この事は, 311 第八幽晦中距斜矢に載せられている式を, どのようにして導き出したかを
示唆している. 221 第三求弧背幕に載せられている式より,

$\theta\simeq 4d\{1+\frac{2}{6}\frac{c}{d}+\frac{2}{6}\frac{\mathit{8}}{1\S}(\frac{c}{d})^{l}+\frac{2}{6}\frac{\mathit{8}}{1\mathrm{b}}\frac{18}{28}(\frac{c}{d})^{\epsilon}+\frac{2}{6}\frac{8}{15}\frac{18}{28}\frac{\theta 2}{4}(\frac{c}{d})^{4}+\cdots\}$

$S_{m}^{2}=4d \{1’+.\frac{2}{.6}\frac{\mathrm{c}_{m}}{d}+\frac{2}{6}\frac{8}{15}(\frac{*}{d}\rangle^{2}+\frac{2}{6}\frac{8}{16}\frac{1\mathit{8}}{28}(\frac{u}{d})^{\epsilon}+\frac{2}{6}\frac{8}{15}\frac{1\mathit{8}}{28}\frac{l2}{45}(\frac{e_{m}}{d})^{4}+\cdots\}$

$S=$ 蓋 SmLl より $x=\mathrm{a}\epsilon,$ $y\approx$『評 とし

$a_{1}\simeq_{6}^{2}rightarrow,$ $a_{l}= \frac{8}{15},$ $a_{S}= \frac{18}{28}\prime a_{4}=\frac{\theta 2}{u},$
$\ldots$

と置き,

$P\approx 4\theta\{x+a_{1}\cdot x^{2}+a\gamma\infty\cdot x^{\theta}+a_{1}\alpha a_{\theta}\cdot x^{4}+a_{1}u_{2}a\epsilon a_{4}\cdot x^{\mathrm{s}}+\cdots\}$

$S^{\theta}=( \frac{n}{m}S_{m})^{2}=4\theta(\frac{n}{m})^{2}.\{\nu+a_{1}\cdot f+a_{1}a_{2}\cdot y^{3}, +a_{1}\emptyset \mathrm{r}^{a}s\cdot y^{4}+a_{1}a_{2}a_{S}a_{4}\cdot y^{\delta}+\cdots\}$

$y=\mathrm{b}\cdot x+$嫡 $x^{2}+$ 恥 bl毎 $x^{\}+\mathrm{b}b_{1}\mathrm{h}\mathrm{k}\cdot x^{4}+\mathrm{b}h\mathrm{k}b_{4}\cdot x^{\epsilon}+\cdots$

とする. この 3式より 60, $b_{1},$ $\mathrm{b},$ $\mathrm{k}$ , $\cdot$ .. を求めればよい.

$b= \frac{m^{l}}{n^{2}},$ $b_{1}=a_{1}(1- \frac{m^{l}}{n^{2}}\rangle$ . $h= \mathrm{u}(1arrow\frac{m^{2}}{4n^{2}}),$ $\cdots$

このようにして求めたと考えられる.

4.1.6 蕪六京二二箇斜弛

3.1.2 第九求口中距斜面 と同様に直径, 矢と弦が与えられた時, 距斜路を求める. 円弧
を S, 直径を $d$. 矢を $c$, 弦を $a$ , 距斜数を $m$. 容斜数を $n$ , 直土弦を $a_{m}$ とする. ここでは,

222 第四求弧背 (3) 有径弦求背 または 411 其–求弧背を用いて $S$ を求め, 次に

準=& より $a_{m}$ に対応する弧 $S_{m}$ を計算する. そして $S_{m}$ と $d$ より $u$ を 22.4 第六求
弧弦 または 413其三求弧弦によって求めている.
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4.1.7 其七求角中径

正多角形の–辺が与えられた時, 角中径を表わす級数を求める. 正多角形の角数 n, -辺 a,

角中径を $R$ とする.

$R= \frac{a}{2\sin\frac{\pi}{n}}$

より

$\frac{1}{2\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi x}$

の級数農開を載せている.

4.1.8 菖八求平中径

正多角形の–辺が与えられた時, 平中径. 正多角形の角数 n, -辺 a, 平中径を r とする.

$r= \frac{a}{2\tan\frac{\pi}{n}}=\frac{a}{2}\infty \mathrm{t}\frac{n}{n}$

より

$\frac{1}{2}$ oot $\pi x$

の級数二丁を載せている.

4.1.9 貫九康負積

正多角形の–辺が与えられた時, 正多角形の面積を求める. 正多角形の角数 n, -辺 a, 平

中径を $r$ とする. 418 其八求平中径 によって平中径 $f$ を求め $S\approx$ 響より求める.

4.1.10 奨幽魂脅薗

正多角形の角中径が与えられた時. -辺を表わす級数を求める. 正多脅形の角数 n, -辺

a $n$ ’角中径を $R$ とする.

$a_{n} \simeq 2R\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}\frac{\pi}{n}$

より

$28\mathrm{i}\mathrm{n}\pi x$

の級数農欄を載せている.

180



41.11 其十–求距面矢

3. 2. 7第十六求距面矢或設係面矢に載せられている式と同様正多角形の角中径が与えら
れた時, 距面矢を表わす級数を求める. 正多角形の角数を n, 角中径を R, 距面数を m, 距面

矢を輌とする.
$m$ が偶数の時,

噺 $= \sim(1-\varpi\frac{m}{n}\pi\rangle d2$

$m$ が奇数の時,

$\mathrm{c}_{m}=\frac{d}{2}(1-\varpi\frac{m}{n}\pi)-\frac{d}{2}(1-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\frac{1}{n}\pi)$

より,

$1-\infty\S\pi x$

の級数農開を載せている.

4.1.12 麓十二京距薗鱒謂係有角中径係薗薗麟敷票其距斜

3.28第十七求距面斜或謂係面斜に載せられている式と同様, 正多角形の角中径, または角

毎面が与えられた時, 距面斜を表わす級数を求める. 正多角形の角数を n, 角中径を R, 角毎
面を $a$ . 下面数を $m$, 距面斜を $a_{m}$ とする.

血中径が与えられた時.

$a_{m} \simeq 2R\sin\frac{m}{n}\pi$

角歯面が与えられた時,

鵬 $=a \frac{8\mathrm{i}\mathrm{n}_{\hslash}^{\Phi}\pi}{\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}_{n}^{1}}$

この時は,

$\sigma_{2k}=(m-1)^{2k}.+(m-\theta)^{s}+\cdots$

として, $m$ が偶数の時 $m=2k$,

$\frac{\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}\frac{m}{n}n}{\dot{\mathrm{n}}\iota\iota_{n}^{l}\vee}=2\sum_{h-1}^{\infty}\frac{(\sim 1\rangle^{k}\sigma_{2k}}{n^{2k}}\frac{\pi^{2k}}{(2k)!}$

$m$ が奇数の時 $m=2k+1$,

$\frac{\epsilon i\mathrm{n}\frac{m}{\hslash}\pi}{\dot{\mathrm{n}}\iota\iota\frac{\pi}{\hslash}}=1+2\sum_{k-1}^{\infty}\frac{(-\mathrm{l})^{\mathrm{k}}\sigma_{lk}}{\mathrm{n}^{l}}i\frac{d^{h}}{(2k)!}$

となる. 本文には.

$2 \frac{\pi^{2l}}{(2k)1}$

の櫨を載せている.
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4.2 巻中裸用翼数皆数末位而用之故不等位数

中巻では円周率を用いない, 級数展開の式を載せているのに対して, 下巻では円周串を用い
た級数展開の式を載せている. そのためには, 円周率の霧が必嬰になる. それで $\pi^{\hslash},$ $n=1\sim 22$

の値を載せている. その他, 円の直径を 10として. 矢が 1,2,3,4,45の時の背の櫨, 出歯,

背が 9 の時の矢, 弦の値を載せている.

5 方■畜巧附巻 術路

原判定矩之図票数者用右傍書除数者用差億書
括術求差法之図傍書同予前

頚巻はこれまでに載せられている式について. 例えば 第–條逐差の図 では, 212 第
円周寡に載せられている式を,

背寡 $\approx$ 原数 - 逐差

原数 $\simeq$ 矢 $\mathrm{x}$ 円径

$- \ovalbox{\tt\small REJECT}=\frac{}-\text{差乗率}\mathrm{x}\text{矢原数}{\text{径}-\text{差除率}}$

二面数 $\simeq$ 二径乗 x*=x差矢\Re 率--差
のようにまとめている, (本文は傍書法を用いて縦書きであるが, 横書きになおした) 上, 中,

下巻の本文は文章で書かれているが, 式をあらわすために, 本稿ではこのようなあらわし方を
用いてきた. そのため省略する.
上. 中, 下巻に述べられていない内容としては. 下巻で述べている括術に関して, 其七 角

中径求率, において

$R \approx\frac{a}{\mathit{2}\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}\frac{}{n}}.$’

のベルヌーイ数を用いた級数履開を載せている. そのため, ベルヌーイ数を計算するための漸
化式とベルヌーイ数の表を載せている.
論の展開とベルヌーイ数の関係については, 藤井 [9][101に詳しく述べているので, 省略

する.

6 方圓喬巧 上巻 序文

所謂方。之術既録請書然穫往歳内藤教樹従四位下備後守采地七万石其頃奥州岩城城主後賜
日賜延岡之城今致仕落髪而号兼山之臣篠直斎良弼氏松永称安右衛門者所薪方園算経全備五
巻而閲之其原蕗深臭裏可謂妙術故服莫高妙秘蔵簾中尚夷今也取其例以更施術文分技巧而成冊
子白日方士奇巧世搬自衛遣得其真数捷径術也又遙智北具軒平主住東都天文生血南朝自画以
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算穎平方術得角平雨中徨一般之通術而贈其稿不穀熟覧之合放算経術則錐其技員而至推玄理即
蹄–源故文之掲丁尾條以示其渕源瀦學者欲取便捷則亮如用此書云奮
維時明和三籠集柔兆閣茂大旋上淋肇採劫奄千筑南林花堂同歳南靴下涜逐斯而成実

7 まとめと課題

r方園奇巧\sim に載せられている級数について, どのようにして級数を求めたか. またどのよ
うな日的の為に級数が遠駆とされていたのか, は述べられていない, 松永良弼の r方演算経 J
をもとに解説したものであることが序文に述べられているだけである. 間魑解法の中で級数が
用いられるようになるのは安島直園にもみられるが. 和田寧などずいぶん後の事である. どの
ようにして, どのような目的の為に級数を求めたかは. 今後に残された, 大きな謀口である.
次に, r方圓奇巧\sim 上, 中巻に載せられている級数について, まとめておく.

級数における各項の係数によって分類する.
第 1群
第–求円周幕, 第三求弧背寡, 第五求弧矢, 第八求弧中距斜矢, 第十三求平中径栃求角積, 第
十四求角面霜, 第十六求品面訴血温係面矢, 第十七求距面斜或謂係面斜 (後半》

第 2群

鯖二求円周. 第四二藍背 (1), (4). 第六求弧弦. 第十五求脅面, 第十七求距薗斜或謂係面
斜 (前半)

第 3群
第二求弧背 (2), (5)

第 4群
第四求丁背 (3) . 第七求弧積, 第九求弧中距斜弦
第 1群は, $\dot{\bm{\mathrm{u}}}\mathrm{n}^{2}$ ($k$ aroe石x) の級数履開がもとになっている.
第 2騨は, $\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}$ ( $k$ aroein $x$) の級数展開がもとになっている.
第 3群は. $\sqrt{1\sim\theta}\mathrm{a}\mathrm{r}\alpha \mathrm{i}\mathrm{n}x$ の級数農開である.
第 4群は, $\frac{l\mathrm{i}\mathrm{n}(h\cdot*\infty 1)}{\sqrt 1arrow l^{\mathrm{B}}}$

‘
$\text{の}\alpha \text{数}\mathrm{a}\mathrm{e}n\iota$;もとになっている.

8 補足 $(2n)!!:(2n-1)!!$ を含む有畜級数について
前節で分類した 4群の級数の関係について, 和算家は, 始めに弧の 2乗 (♂) を表わす級数

(第 1群) を導き, 本節で述べる寡級数の計算と同様にして $n=1$ の時より順に計算してい
き, その結果から弧 (s) に関する級数の各項の関係等を求めたと言われている. 本節で述べ
る, $(1-1)\ldots(4$ -2$)$ 式を意刻していたかどうかはわからないが, (1–1)...(3) 式が成り立
つ事がわかれば弧 $(S)$ に関する級数 (第 2群, 第 4群) が有限級数の和を求める事によって導
かれた事になる. そこで. (2n)!l, (2n–l)!l を含む有限級数の和に関する関係 (l–l). ..(3)
式を逆三角関数の展開式を用いずに導く事ができるか, という事が問題になる.
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$(2n)!!=(2n)(2n\sim 2)\cdots 4\cdot 2,$ $(2n\sim 1)1\mathrm{I}=(2n-1)(2n-\theta)\cdots 3\cdot 1$ . $(011\simeq\langle-1)1[=1\rangle$

1. 第三家楓背霧と纂四求弧冑 (1) の闘係より

$\frac{(4m-2)||}{(4m-1)\mathrm{I}!2m}=2\sum_{j=0}^{m-1}\frac{(2j-1)11}{(2j)!!(2j+1)}\frac{(4m-\mathfrak{B}-\theta)l\downarrow}{\langle 4m-2j-2)1!(4m-2j-1)}$ ...... $(1\sim 1)$

$\frac{(4m)!1}{(4m+1)!!(2m+1)}=2\sum_{j\approx 0}^{m-1}\frac{(2j-1)!1}{(2j)||(2j+1)}\frac{(4m-2j-.1)!!}{(4m-2j)11(4m-2j+1)}+\{\frac{(2m-1)1!}{(2m)!1(2m+1)}\}^{2}$ ...... $(1\sim 2)$

この式は, 弧 $(S)$ , 矢 (c), 直径 $(d)$ に関する級数,

$S^{l}=.(2d \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}i\mathrm{n}\sqrt{\frac{\mathrm{c}}{d}})^{2}=4d\sum_{1\mathrm{R}0}^{\infty}*(\frac{c}{d})^{n},$ $S=2d$aroein $\sqrt{\frac{\mathrm{c}}{d}}\simeq 2\sqrt{\mathrm{c}d}\sum_{n-0}^{\infty}b_{n}(\frac{c}{d})^{n}$

より導かれる. 偏と $b_{n}$ の闇には, 次の関係が成り立つ.

$a_{0}=b=1$ , $a_{*},= \frac{(2n)^{||}}{(2n+1)!1(n+1\rangle}\prime b_{\mathrm{n}}=\frac{(2n-1)!!}{(2n)1!(2n+1)}$ ,

として,

$n=2m\sim 1$ のとき,

$a \mathrm{a}m-\iota=\sum_{J\triangleleft}^{m-1}2b_{\mathit{3}}\mathrm{h}..m-1-j$

$n=2m$ のとき,

吻m $= \sum_{j-0}^{m-1}2b_{j}h_{m-\mathit{3}}+b_{m}^{\mathit{1}}$

となる. これによって, (1–1), (1–2) 式が導かれる.

2. 第四京翼背 (3) と鰯四票蟹曹 (4) の闘係より

$\frac{(4m2)^{||}}{(4m1\rangle||}==\sum_{f-0}^{m-1}(-1\rangle^{j}4^{2[][][]-1-j_{\frac{(4m-2j\sim\theta)^{||}}{(4m-2j-2\rangle \mathfrak{l}1(4m\sim 2j\sim 1)}}}$ $\cdots\cdots\cdot(2-1)$

$\frac{(4m\rangle 11}{(4m+1)!\mathrm{I}}=\sum_{j=0}^{m-1}(-1\rangle^{f}4^{2m-1-\mathrm{i}_{\frac{(4m\sim 2j-1)11}{(4m\sim 2j)\mathrm{I}1(4m-2j+1)}}}$ ...... (2-2)

この式は, 弧 (5), 弦 $\langle$ $a)$ , 矢 (c), 直径 $(d)$ に関する級数,

$S=a=_{3} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\sqrt\S 4_{f}-4=a\sum_{1*-0}^{\infty}\mathrm{c}_{n}(\frac{\mathrm{c}}{d})^{n},$ $S \simeq du\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\frac{a}{d}\simeq a\sum_{\mathfrak{n}=0}^{\infty}b_{n}(\frac{a}{d})^{ln}$
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より導かれる. へと煽の間には I $(_{\partial}^{\alpha})^{2}=4_{3}^{c}-4( \frac{\epsilon}{d})^{2}$ であるので, 次の関係が成り立つ.

$\alpha\simeq b=1,$ $c_{n}= \frac{(2n)!!}{(2n+1)!!},$ $b_{n} \simeq.\frac{(2n-1)1\mathfrak{l}}{(2n)\mathrm{I}[(2n+1)}$ .
として,

$n=2m-1$ のとき,

$\mathrm{Q}m-1=\sum_{\mathrm{j}A}^{m-1}(-1)^{l_{4^{2m-1-j}}}\mathrm{h}m-1arrow$

$n\approx 2m$ のとき.

砲m $= \sum_{\mathit{3}-0}^{m}(-1)^{l_{4^{2m-\mathit{3}}}}hm-j$

となる. これによって, (2–1), (2–2) 式が導かれる.

歌. 篤四象翼費 (1) と第四東瓠費 (3) の関係より

$\frac{(2n-1)11}{(2n)1!(2n+1)}=\frac{(2n)!1}{(2n+1)\mathrm{I}1}.\sim\sum_{\dot{g}=1}^{n}\frac{(2n-2j)!!}{(2narrow 2j+1)!1}\frac{(2j-3)1\mathrm{t}}{(2j)11}$ ...... (3)

この式は,

$\sqrt{1-x}\approx 1-\sum_{n\approx 1}^{\infty}\frac{(2n\sim\theta)11}{(2n)!\mathrm{f}}x^{\prime*}=h-\sum_{n\sim 1}^{\infty}\cdot \text{編}x^{1}$

によって, 2と同様にして.

$S=2 \sqrt{d}\sqrt{1-\frac{c}{d}}\sum_{n=0}^{\infty}c,,(\frac{c}{d})^{\mathrm{n}}\simeq 2\sqrt{d}\{d_{\mathrm{Q}}\sim\sum_{n=1}^{\infty}d_{n}(\frac{c}{d})^{n}\}\{\sum_{n\approx 0}^{\infty}$砺 $( \frac{c}{d})^{\hslash}\}$

より導かれる. $b_{n}$ と, ら, 砺の聞には次の関係が成り立つ.
$\mathrm{k}=$ 句 $=d_{0}=1$ .

$4=\mathrm{c}_{n}\phi-$

ハ

$\mathrm{c}_{n-j}d_{j}$

$j-1$

となる. これによって, (3) 式が導かれる.

4. $\sqrt$l-x の屋開より

$\frac{(4m\sim\theta)||}{(4m)!1}\simeq\sum_{\mathit{1}\approx 1}^{m-1}\frac{(2j-\theta)1\mathrm{I}}{(2j)\mathrm{f}\mathfrak{l}}\frac{(4m-2j-\theta)||}{(4m-2j)1!}+\frac{1}{2}\{\frac{(2m-\theta)!!}{(2m)!!}\}^{2}$ ...... (4–1)

(ただし, $m\simeq 1$ の時, 右辺の和の項は $0$ とする)

$\frac{(4m-1\rangle!}{(un+2\rangle \mathrm{f}}!=\sum_{j-1}^{m}\frac{\langle 2j-\theta)1!}{(2_{f^{l}})11}=\frac{(4m2j-1)((}{(4m2j+2)}!!$ ...... (4-2)
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この式は.

$\sqrt{1-x}=1-\sum_{n\vee 1}^{\infty}\frac{(2n-3)!!}{(2n)\downarrow 1}X^{n}\overline{\sim}h-,\sum_{\iota\vee 1}^{\infty}d_{n}x^{n}$

より導かれる.

$1-x \simeq(h-\sum_{n-1}^{\infty}d_{n}x^{\text{侮}})^{2}$

であるので,

1
$\phi=1,$ $d_{1},\approx-$

$2^{\cdot}$

$n=2m$ のとき,

dら $= \sum_{\dot{g}=1}^{m-1}d_{j}h_{marrow}+\frac{1}{2}\theta_{m}$ . (ただし の $= \frac{1}{\mathit{2}}d_{1}^{2}$ とする\rangle

$n=2m+1$ のとき,

$h_{m+1}= \sum_{j\approx 1}^{m}d_{j}\text{の_{}m-1-f}$

.

となる.

(4-1), (4–2) 式を, $\sqrt{1-X}$の展開式を用いずに導く事を考える.
$Do=1,$ $D_{1}=\}$ , $D_{\hslash}=^{\mathrm{u}_{n}\mathrm{z}\mathrm{g}_{D_{1}}}$ . $(n\geq l)$ と置く. $d_{\hslash}=D_{1}D_{2}\cdots D_{\hslash}$ である.
(4–1) 式の両辺を南m-l で割り, 成り立つ事を示す.

$B’\Phi$ $=$ $1+ \frac{D_{2}}{D_{lm-1}}+.\cdots+\frac{D_{2}}{D_{2m-1}}\cdots\frac{D_{m-1}}{D_{m+l}}+\frac{1}{2}\frac{D_{2}}{D_{lm-1}}$ . . . $\frac{D_{m}}{D_{m+1}}$

$=$ $1+ \frac{\ }{D_{lm-1}}(1+\frac{D_{\theta}}{\alpha_{m-2}}(1+\cdots+\frac{D_{m\sim 1}}{D_{m+2}}(1+\frac{1}{2}\frac{D_{m}}{D_{m+1}}\rangle\cdots)$

ここで

$A_{m-1} \approx 1+\frac{1}{2}\frac{D_{m}}{D_{m+1}}\approx$. $1+ \frac{(2m-\theta)(m+1)}{m(2m-1)}\approx\frac{\theta\{2m+1)(m-1)}{2m(2m-1)}$

と置く,

$A_{m-2}=1+A_{m-1^{\frac{D_{m-1}}{D_{m+2}}}}=1+ \frac{\theta(2m-5)(m+\mathit{2})}{m(2m-1)}\approx\frac{6(2m+\theta)(m-2)}{2m(2m-1)}$

般に,

ん $-j$ $\approx\frac{(2j+1)(2m-1+2j)(m-j)}{2m(2m\sim 1)}$

である. よって

右辺 $=A_{1}= \frac{4m\sim\cdot 3}{2m}=\frac{D_{lm}}{D_{1}}=$ 左辺
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よって (4–1) 式が成り立つ事が示せた. 次に, (4–2) 式を同様にして示す.

右辺 $=$ $1+ \frac{D_{2}}{D_{2m}}+\cdots+\frac{D_{2}}{D_{2m}}\ldots\frac{D_{m}}{D_{m+l}}$

$=$ $1+ \frac{D_{2}}{D_{2m}}(1+\frac{D_{8}}{D_{2m-1}}(1+\cdots+\frac{D_{m-1}}{D_{m+3}}(1+\frac{D_{m}}{D_{n\iota+2}})\cdots)$

ここで

尻-1 $\underline{-}1+\frac{D_{m}}{D_{m+1}}\simeq 1+\frac{(2m-\theta)(m+\mathit{2})}{m(2m+1)}=\frac{2(2m+S)(m-1\rangle}{m\langle 2m+1)}$

と置く,

$B_{m-2}=1+B_{m-1^{\frac{D_{m-1}}{D_{m+\}}}} \simeq 1+\frac{2(2m-5)(m+\theta)}{m(2m+1)}=\frac{\theta(\mathit{2}m+(m-2)}{m(2m+1)}$

一般に,

$B_{m-j}= \frac{(j+1)(2m+1+2j)(m-j\rangle}{m(2m+1)}$

である.

右辺 $=B_{1}= \frac{\mathit{4}m\sim 1}{2m+1}=\frac{D_{m+1}}{D_{1}},\simeq$左辺

よって, ($4.-\mathit{2}\rangle$ 式が成り立つ事が示せた.
以上によって, (4-1), (4-2) 式が成り立づ事がわかる. またこの 2式によって, 逆に $\sqrt{1\sim \mathrm{g}}$

の展開式が求められる.
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