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RIMS 共同研究 (2006年 3月 13日 \sim 3月 17日) において, 体のモデル理論に関して行った講
義ノートである.
代数的構造のモデル理論は大きな成果をあげてきた. とくに体や群については詳細な結果が得
られている. また, これらの成果を用いて代数幾何や数論幾何の未解決問題も解決された.
研究集会では, 解析的構造のモデル理論, とくに解析的ザリスキー幾何 (構造) の現況および
関連する話題について概観し, 今後の研究方針について考えた.
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1 講義 1: $\mathbb{C}_{\exp}$
, のモデル理論

1. 1 Marker の定理, Zilber の定理

解析的構造のモデル理論を考える場合, 複素数体上で考えるか, 実数体上で考えるかにより大
きな違いがある. 実数体上で考える場合には, 順序極小理論の発展と相伴って大きな成果が得ら
れている.

他方, 複素数体上で考えた場合, 実数の場合のような華々しい結果が見当たらない. 例えば,
$\mathbb{C}_{\mathrm{o}\mathrm{x}\mathrm{p}}=(\mathbb{C}, +, -, \cdot, \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}, 0,1)$ のモデル理論は, $\mathrm{R}_{\alpha \mathrm{p}}=(\mathrm{R}, +, -, \cdot, \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}, 0,1)$ に比べ, 研究が始まっ
たばかりである. ここでは, C。xp に関する基本的な定理を 2つ紹介する.

命題 1 (Marker) $\mathbb{C}_{\epsilon \mathrm{x}\mathrm{p}}$ はモデル完全ではない.

証明 : $\mathbb{C}_{\mathrm{G}3\zeta}\mathrm{p}$ がモデル完全だとすると, $\mathbb{C}$ の定義可能集合は, $\mathbb{C}^{n}$ における閉集合の射影になってい
る. $\mathbb{C}$ は局所コンパクトだから, $\mathbb{C}$ の定義可能集合は凡集合であることがわかる. 補集合もそう
だから, 結局 C の定義可能集合は G\mbox{\boldmath $\delta$} 集合になっている.

$\mathbb{Q}$ は $\mathbb{C}_{\mathrm{c}\mathrm{x}\mathrm{p}}$で定義可能であるから $G_{\delta}$ 集合でなければならないが, これは Baire Categoricity Thm
に反する. (Baire の定理から $\mathbb{Q}$ が $G_{\delta}$ 集合でないことを示すことの証明は, 例えば Jech の Set

$\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{y}$ にある) 証明終

定理 2 (Marker) (Schanuel 予想を仮定する. )
$P\in \mathbb{Q}[X, \mathrm{Y}]$ を既約とし, $X,$ $\mathrm{Y}$ はともに $P$ に現れているとする. このとき方程式 $f(z)=p(z, e^{z})=$

$0$ は, 代数的に独立な無限個の解を持つ.

この定理の証明には次の補題が出発点になる.

補題 3 $f(z)=p(z, e^{z})$ とし, $Z,$ $W\neq 0,$ $f(z)=f(w)=0$ かつ $z\neq\pm w$ とする. このとき $z$ と $v$1は
代数的に独立である.

証明 :(補題の証明の要点) 補題の証明は背理法で行う. まず $z,$ $w$ はそれぞれ $\mathbb{Q}$ 上超越的であるこ
とが分かる. もし $z,$ $w$ が代数的に独立でないならば,

$\mathrm{t}\mathrm{r}.\deg_{\mathbb{Q}}(\mathbb{Q}(z, u" e^{z}, e^{w}))=1$

でなければならない. そうすると Schanuel 予想から $z,$ $w$ は $\mathbb{Q}$ 上 1次従属なので, 互いに素な整
数 $m,$ $n$ が存在して $mz=nw$ が成り立つ. ここからあと議論していって $m=n$ に到達し矛盾が生
じることを示す.

$z,$ $w$ が代数的に従属しているということから $mz=nw$ と仮定するところに Schalluel 予想が必
要になっているわけである 証明終

上の Marker の定理においては, 補題 3の証明で用いたような議論のところで Schanuel予想を
仮定することになる. したがって Marker の定理を Schanuel 予想なしで証明するには全く新たな
議論を要するだろう.

次に述べる Zilber の定理は, Ax が関数体に対しては Schazxuel 予想が正しいことを証明したこ
とを用いているので, 仮定なしで成立している.
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定理 4 (Zilber) $V(\overline{x},\overline{y})\subseteq \mathbb{C}^{2n}$ を有限集合 $B\subset \mathbb{C}$ 上定義された代数的多様体とする. ただし
$\overline{x}=(x_{1}, \cdots, x_{n}),\overline{y}=(y_{1}, \cdots, y_{n})$ かっ $y_{i}=\exp x_{i}$ とする. $V$ は既約とし, normal かっ free と
する. このとき, $V$ の generic な解は, 高々可算集合である このことを, $\mathbb{C}_{\text{。}\mathrm{x}\mathrm{p}}$ は, countable
closure property $(\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{p})$ を持つという.

証明 : $(\overline{a}, \exp(\overline{a}))\in V$ を generic な解とする.

$S=\{\overline{x}\in \mathbb{C}^{n} : (\overline{x}, \exp(\overline{x}))\in V\}$

のなかで, 点 $(\overline{a}, \exp(\overline{a})$ が孤立していることを示す.
もしそうでなければ,

$[0,1]\ni trightarrow\overline{x}(t)\in S$, $\overline{x}(0)=\overline{a}$

となる C\infty \infty -写像 $t:[0,1]arrow U\subset S$ が存在する ただし $U$ は $\overline{a}$ の近傍とする. 跳 $(t)=\exp(x_{i}(t))$

とおく.
$0$ の近傍で微分可能な関数の芽からなる微分体を $D_{0}$ とする. ただし微分作用素は $f\in D_{0}$ に対
して $Df=\underline{df}$ とする. $x_{1}(t),$ $\cdots,$ $x_{n}(t),$ $y_{1}(t),$ $\cdots,$ $y_{n}(t)$ をこの微分体の要素と考える. 定義から,

$dt$

$Dy_{i}=y_{i}Dx$: (各 $\mathrm{i}$ について) (1)

である. $(\overline{x}(t),\overline{y}(t))\in V$ であり, また $V$ と $(\overline{a}, \exp(\overline{a}))$ に関する仮定から

$\mathrm{t}\mathrm{r}.\deg_{B}(\overline{x}(t),\overline{y}(t))=n$ (2)

である.

ここで, 微分 $dx\iota(t),$ $\cdots,$ $dx_{n}(t)$ が 1次従属な場合は, 適当な�線形変換によって変数変換を
することによって $dx_{1}(t)\equiv\cdots dx_{k}(t)\equiv 0$ かつ $dx_{t+1}(t),$ $\cdots,$ $dx_{n}(t)$ は 1次独立としてよい. $(n$

個の微分が 1次独立な場合は $k=0$ と考える) よって $x_{1}(i)=a_{1},$ $\cdots,$ $x_{k}(t)=a_{k}$ , かつ $y_{1}(t)=$

$\exp(a_{)},$ $\cdots,$ $y_{k}=\exp(a_{k})$ である. $V$ は normal であり $(\overline{a}, \exp(\overline{a}))$ が generic な解なので

$\mathrm{t}\mathrm{r}.\deg_{B}(a_{1}, \cdots , a_{k},\exp(a_{1}), \cdots, \exp(a_{k}))\geq k$

である. よって
$\mathrm{t}\mathrm{r}.\deg_{B}(x_{k+1}(t), \cdots x_{n}(t),$ $y_{k+1}(t)_{!}\cdots,$ $y_{n},(t))$

$\leq \mathrm{t}\mathrm{r}.\deg_{B}(\overline{x}(t),\overline{y}(t),$ $a_{1},$ $\cdots,$ $a_{k},$ $\exp(a_{1}),$ $\exp(a_{k}))$

(.3)
$=\mathrm{t}\mathrm{r}.\deg_{B}(\overline{x}(t),\overline{y}(t))-\mathrm{t}\mathrm{r}.\deg_{B}(\overline{a}, \exp(\overline{a}))$

$\leq n-k$

よって Ax の定理から $dx_{k+1},$ $\cdots,$ $dx_{n}(i)$ が 1次従属となって, 仮定に反する. したがって $V$ の

generic な解は孤立していなければならないので, 高々可算である 証明終

1.2 仮想元消去について

数学では, 同値関係や商構造はごく自然に登場する. 群に対して商群を定義したり, 整域から商
体を構成したりするのはその典型的な場合である. ところがモデル理論では, 扱う論理式が第
階古典論理式なので, 同値類を点とみなす商構造が扱えない. 構造と, その構造の商構造たちと
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を同時に 1つの枠組みで扱おうとしてもできないのである. この困難を解消するために, SShelah
は $M^{\propto t}$ という構造を考えた.
モデルM とその言語 L を考える. 自然数 n に対して, パラメーターを含まない 2n-変数 L論理

式で定義される Mn 上の同値関係を E とする. Mn/E の各同値類をそれぞれ点とみなし, 仮想元
と呼ぶ.

パラメーターを用いずに定義される (\sim 定義可能という), $M$ 上のあらゆる同値関係の同値類に
対するそれぞれの仮想元をすべて合わせた構造を $M^{\mathrm{e}\mathrm{q}}$ と呼ぶ. すなわち,

$\Lambda I^{\alpha_{1}}=$ { $e$ :\alpha 定義可能な同値関係 $E$ が存在して $e$ は E-同値類}

である. この新しい世界でモデル理論を展開することにすれば, 上で述べた困難が解消される.
論理式 $x=y$ を考えると, $\Lambda f$ の各元 $a$ を $a/(x=y)$ と考えることによって, $M\subset \mathrm{A}f^{\mathrm{q}}$ であること

が分かる. また論理式 $\varphi(\overline{x},\overline{y})=\bigwedge_{1<n}x_{i}=y_{i}$ を考えると, $(a_{1}, \cdots, a_{n})\in \mathrm{A}f^{n}$ を $\overline{a}/\varphi(\overline{x},\overline{y})\in \mathrm{A}f^{\epsilon \mathrm{q}}$

と同–視するのは自然である.

定義 5 $X\subseteq M^{n}$ を定義可能な集合とし, $X$ を定義する論理式を $\varphi(\overline{x}$ ,のとする. ここで $\overline{x}$ の長さ
は $n$ で $\overline{a}\in \mathrm{A}f$ の長さは $m$ とする. $L$-論理式 $\varphi(\overline{x},\overline{y})$ に対して, 2$m$-変数同値関係 $E_{\varphi}$ を,

$E_{\varphi}(\overline{y}_{1},\overline{y}_{2})\Leftrightarrow\forall\overline{x}(\varphi(\overline{x},\overline{y}_{1})rightarrow\varphi(\overline{x},\overline{y}_{2}))$

によって定義する. $\overline{a}/E_{\varphi}\in \mathrm{A}f^{\mathrm{W}}$ を $X$ の標準仮想パラメーター (あるいは標準基底) と呼ぶ.

$X\subseteq M^{n}$ を定義可能集合とし, $e\in M^{\alpha_{1}}$ を $X$ の標準仮想パラメーターとする. この $e$ に対し
て, $\overline{b}\in \mathrm{A}f^{m}$ が存在して,

$e\in \mathrm{d}\mathrm{c}1^{\mathrm{q}}(\overline{b})$ かつ $\overline{b}\in \mathrm{d}\mathrm{c}1^{\epsilon \mathrm{q}}(e)$

という関係が成り立っているとする. このとき,

$\forall\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M)(\sigma(X)=X$ (集合を固定) $\Leftrightarrow\sigma$($\overline{b}\rangle=\overline{b}$ (各点を固定))

である. この $\overline{b}$ は, $X$ を定義する最も本質的なパラメーターと考えることができる. $\overline{b}$ を $X$ の標
準実パラメーターと呼ぶことにする.

例 6関係として等号だけを持つ無限集合 $M$ を考える. $a,$ $b\in\Lambda\cdot f$ に対して, $\{a, b\}\subset M$ は論理
式 $\varphi(x, a, b):=$ $” X=a\vee x=b$ ”で定義される. この $\varphi$ に対しては, 標準実パラメーターは存在し
ない.

例 7 $L=\{E\}$ ただし $E$ は 2変数述語記号とする. $\Lambda f$ を $L$-構造とし, $E$ は $M$ 上の同値関係で,
同値類の個数は無限個で, 各同値類は無限集合になっている. この場合各同値類に対して, 標準
実パラメーターは存在しない.

共同研究期間中に次の問題について考察をした.

注 8複素数体に指数関数を付け加えた構造 $\mathbb{C}_{\text{。}\mathrm{x}\mathrm{p}}=(\mathbb{C}, +, \cdot, 1,0, \exp)$ は, 仮想元を消去しないと
思われる. まず $\exp$ を用いると, 有理数が $\mathbb{C}_{\text{。}\mathrm{x}\mathrm{p}}$ の中で定義可能である. 実際, 論理式

$\varphi(x)^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\exists\alpha\exists\beta(\exp(\alpha)=\exp(\beta)=1\wedge\alpha\neq 0\wedge x=\beta/\alpha)$
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は有理数を定義している. この $\varphi(x)$ を用いて, $x,$ $y\in \mathbb{C}$ に対して,

$\exists z(\varphi(z)\wedge z=x-y)$

のとき, x\sim y と定義する. この同値関係の同値類に対しては, 標準実パラメーターが存在しない
と考えられるので, C。xp は仮想元を消去しないはずである.
実は, 仮想元消去にはここで定義した以外に「弱い仮想元消去」 という概念があり, その定義は

$e\in \mathrm{d}\mathrm{c}1^{\mathrm{e}\mathrm{q}}(\overline{b})\mathrm{B}^{\mathrm{a}}.\supset\overline{b}\in \mathrm{a}\mathrm{c}1^{\alpha_{1}}(e)$

である. 体に関しては, 仮想元の 「弱い消去」 と「強い消去」 は同値であるので, C。ゆが仮想元
の弱い消去を持たないことを示さなければならない.
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2 講義 2:Weierstrassの予備定理と量化記号消去

実数, 複素数, あるいは ?進閉体のそれぞれにおいて解析関数を付け加えた構造のモデル理論
を展開する場合には, そのような構造での 「定義可能」 な集合がどのような形をしているかを知
る必要がある. そのような場合に威力を発揮するのがWeierstarass の予備定理である.

Denef; van den Dries によってどのように活用されたかを概観しよう.

2. 1 Weierstrass予備定理

まず予備定理 (準備定理) の内容を復習する. $F$ を体とし, $F[[x_{1}, \cdots, x_{n}]]$ を F.係数形式的ベ
キ級数環, $F\{x_{1}, \cdots, x_{n}\}$ を $F$ 係数収束ベキ級数環とする. これら 2つの環はいずれも局所環で
ある. さらに, $R_{n}=F[[x_{1}, \cdots, x_{n}]]$ または $R_{n}=F\{x_{1}, \cdots, x_{n}\}$ とする.

定理 9(Weierstrass予備定理) $f= \sum_{I^{C}I^{X^{I}}}\in R_{n}$ を非可逆元とする. 各 $i$ (ただし $0\leq i\leq d-1$ )
について $c_{0\cdots 0i}=0$ でありかつ $c_{0\cdots 0d}\neq 0$ とすると,

(1) 任意の $g\in R_{n}$ に対し,

$g-qf=a_{0}+a_{1}x_{n}+\cdots+a_{d-1}x_{n}^{d-1}$ $(a_{1}\in R_{n-1})$ (4)

となるような $q$ と $a_{i}$ が–意的に存在する.

(2) R、の可逆元 $u$ が存在して

$f=u \cdot(x_{n}^{d}+\sum_{i=1}^{d}b_{i}x_{n}^{d-i})$ ( $b_{\dot{2}}$ は Rn-l の非可逆元)

となる.

局所環 $R_{n}$ に対して中山の補題を用いて, Weierstarass 予備定理を証明することが出来る.

補題 10 (中山の補題) $A$ を局所環, $rn$ を極大イデアルとする. $A$ 加群 $\Lambda\cdot f$ と $M$ の部分加群 $N$ に
ついて (1) と (2) は同値である.

(1) $\Lambda I=N$

(2) $\Lambda I/N$ は $A$ 上有限生成であり, $\Lambda I=n\mathrm{t}M+N$ .

証明 :(WPT の証明 (存在に関する部分),『複素解析幾何と $\overline{\partial}$方程式』, 大沢健夫著, 倍風館, 参照)
$R_{n-1}^{[}:=F[[x_{1}, \cdots, x_{n-1}, f]]$ または $F\{x_{1}, \cdots, x_{n-1}.f\}$ とおく.

$R_{n}/( \sum_{i=1}^{n-1}x_{i},R_{n}+fR_{n})\sim F[x_{n}]/x_{n}^{d}F[x_{n}]$ ( $F$ 加群として)

だから $R_{n}/( \sum_{i=1}^{n-1}x_{i}R_{n}+fR_{n})$ は 1, $x_{n}.,$ $\cdots,$
$x_{n}^{d-1}$ の剰余類によって生成される, $R_{n-1}^{f}$ 加群で

ある. $R_{n-1}^{f}$ は局所環であり, その極大イデア)Ai $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , Xn-l, $f$ によって生成される. よって

$R_{n}=(. \sum_{i=1}^{n-1}x_{i}R_{n}+fR_{n})+\sum_{k=0}^{d-1}x_{n}^{k}R_{n-1}^{f}$

6
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であることから, 中山の補題より

亀 $= \sum_{k=0}^{d-1}x_{n}^{k}R_{n-1}^{f}$

であることが分かるので

$g=a_{0}’+a_{1}’x_{n}+a_{2}’x_{n}^{2}+\cdots+a_{d-1}’x_{n}^{d-1}$ $(a_{i}’\in R_{n-1}^{f})$

である. これから等式 (4) が得られる. 証明終

系 11 (WPT の帰結)
(1) $R_{n}\}2$ PID
(2) 塩はネーター環
(3) 陰関数定理
(4) 量化記号消去 QE

22 WPTの量化記号消去への応用

解析的構造の 1階モデル理論を展開する場合, まず「定義可能」集合の形を具体的に知ること
が望ましい. そのためには, 量化記号消去が必要になる. 論理式には「解析関数」 に対応する関
数記号が現れ, 変数の個数に関する帰納法により各種の主張を証明する際には何らかの形のWPT
が必要になる.
この論法を, Denef と van den Dries の結果によって確認しよう.
まず $\mathrm{R}^{n},$

$\mathbb{Q}_{p}^{n}$ あるいは $\mathbb{Z}_{p}^{n}$ の部分集合に関して 3つの概念, すなわち semi-algebraic, semi-
analytic, sub-analytic という概念を定義する.
大雑把に言えば, 多項式と不等号で定義される集合が semi-algebraic で, 解析関数と不等号で定

義される集合が semi-analytic, そして semi-analytic 集合の射影になっているのが sub-analytic
集合である.

2.2.1 $\mathbb{Z}_{p}$ の量化記号消去

論文 [DD] において Denef は, $\mathbb{Q}_{p}$ が量化記号を消去する, すなわち semi-algebraic な集合の射
影が semi-algebraic になっているという Macintyre の定理を用いて,

定理 12 (Denefの解析的量化記号消去) $\mathbb{Z}_{p}$ の $L_{an}^{D}$-理論は量化記号を消去する.

を得た. ここで言語 $L_{an}^{D}$ は環の言語に, 各 $f\in \mathbb{Z}_{p}\{X_{1}, \cdots’.X_{m}\}$ に対応する関数記号, 2項関係
記号 $D$ , および単項関係 $P_{n}(n\in \mathrm{N})$ を付け加えた言語である. ただし

$D(x, y)=0x/y$
$|x|\leq|y|$ かつ $y\neq 0$

上記以外

であり $\mathrm{r}_{x}$ は $n$ 乗根を持つ」 を $P_{n}(x)$ で表す.
Denefの証明おいて $\mathbb{Z}_{P}\{X_{1}, \cdots, X_{m}\}$ のネーター性は重要であり, ここに WPT が関係してい

る, また前述したように量化記号消去を変数の個数に関する帰納法で証明する際に, 変数を 1個
減らす過程でも WPT は必要である.
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222 順序極小性に関連して

ここでは $[\mathrm{v}\mathrm{d}\mathrm{D}]$ にある定理を紹介しよう.

定義 13集合 $X\subseteq \mathbb{R}^{m}$ は, $f(X)\subseteq \mathbb{R}^{m}$ が sukanalytic であるとき, finitely sukanalytic であ
ると呼ばれる. ただし,

$f(x_{1}, \cdots, x_{m})=(\frac{x_{1}}{\sqrt{1+x_{1}^{l}’}}\cdots,$ $\frac{x_{m}}{\sqrt{1+x_{m}^{2}}})$

とする.
グラフが finitely sub-analytic な関数を finitely sub-analytic 関数と言う. 典型的な例は $\tan^{-1}x$

である.

定理 14 $f$ : $(0, \infty)arrow \mathrm{R}$ を finitely sub-analytic 関数とすると, $a\in \bm{\mathrm{R}}$ と $d\in \mathrm{N}$ が存在して任
煮の $t>a$ に対して $|f(t)|^{d}<t^{d}$ である.

証明 : 変換 $t= \frac{1}{x}$ を用いて, $f$ に関する議論を, subanalytic なグラフを持つ関数 $g:(0, \epsilon)arrow \mathrm{R}$ ,
(ただし $\lim_{xarrow 0}g(x)=0$ ) に関する議論に置き換える.

関数 $g$ のグラフは $\mathrm{R}^{2}$ の subanalytic集合なので Lojasiewicz の定理により semianalytic である.
よって点 $(0,0)$ の近傍で収束するべき級数 $F(X, \mathrm{Y})=\sum a_{mn}X^{m}\mathrm{Y}^{n}$ が存在して, 近傍内ですべ
ての正の $x$ に対して $F(x, g(x))=\mathit{0}$ が成り立っている. $g$ が $0$ の近くで恒等的にゼロでなければ,
$X$ の適当なべキで割ったものを考えることにより $F$ が $X$ で割り切れないと仮定する. したがって
WPT より

$F=\mathrm{Y}^{k}+a_{1}(X)\mathrm{Y}^{k-1}+\cdots+a_{k}(X)$

の形をしているとしてよい. ここで ai(X) は O の近くで収束しているベキ級数で ai(o)=o である.
よって $F(x, g(x))=0$ であることと $g$ の連続性より正の小さい $x$ に対して $g(x)$ の Puiseux級数

展開 $c_{1}x^{1}\pi+c_{2}x\mathrm{r}2+\cdots$ が得られる. この結果を $f$ に関して翻訳すれば $tarrow\infty$ のとき $f(t)\sim c\cdot t^{f}$

ということになるので定理が証明された. 証明終
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3 講義 3: $\mathbb{Q}_{P}$ のモデル理論

か進閉体 ( $p- \mathrm{a}\mathrm{d}_{1}’\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}$ closed field) $\mathbb{Q}_{P}$ のモデル理論について整理し, $\mathbb{C}_{P}$ のモデル理論を構築し
たい. しかしながら, P–adically closed fields のモデル理論が成功している理由が,

1. 値群が各群であること.

2. Hensel の定理が成り立つこと.

3. 剰余体が有限体であること.

に強く依存しているように考えられるので, Cp のモデル理論を展開するにはかなり大胆な発想の
転換が必要であろう. 他方で, ACVF (algebraically closed valued fields) の理論では, 仮想元消去
をはじめ, 安定性理論との相似性など重要な結果が多数得られているので, cp についても ACVF
の文脈の中で考えることが自然かも知れない.
まずは, 付値体について復習することから始める.

3.1 付値とは

付値に関しては, 永田の『可換体論』 (新版) 4章, Fried, Jarden の腕 eld $Ar\dot{\tau}thmetic[\mathrm{F}\mathrm{J}]$ が
詳しい.

定義 15 $F$ を体とし, $\Gamma=(\Gamma, +, <)$ を順序群とする. $v:Farrow\Gamma\cup\{\infty\}$ が次の性質をもつとき $F$

の付値という.

1. $v(ab)=v(a)+v(b)$

2. $v(a+b) \geq\min\{v(a), v(b)\}$

3. $v(a)=\infty$ if and only if $a=\mathit{0}$

4. $v(a)\neq \mathit{0}$ となる $a\in F^{\mathrm{x}}=\{x\in F:x\neq 0\}$ が存在する.

$v$ が $F$ の付値であるとき, $(F, v)$ を付値体という.

注 16付値には乗法付値と加法付値と呼ばれる 2種の付値がある. 上の付値は加法付値と呼ばれ
るものである.

命題 17 (基本性質) 1. $v(1)=\mathit{0},$ $v(-a)=v(a)$

2. $a\neq \mathit{0}$ のとき, $v(a^{-1})=-v(a)$

3. $v(a)<v(b)$ ならば $v(a+b)=v(a)$

定義 18 $(F^{1}, v)$ を付値体とする.

1. $1_{v}^{\urcorner}=v(F^{\mathrm{x}})$ は $\Gamma$ の部分群になるが, これを $v$ の畠田と呼ぶ.

2. $O_{v}=\{a$. $\in F:v(a)\geq 0\}$ は $F$ の部分環になるが, これを $v$ の付値環と呼ぶ.

9

9



3. $\mathfrak{M}_{v}=\{a\in F:v(a)>0\}$ は $O_{v}$ の唯–の極大イデアルになるが, $\overline{F}_{v}=O_{v}/\mathfrak{M}_{v}$ を $F$ の $v$ に
おける剰余体と呼ぶ.

命題 19 $F$ を標数 $\mathit{0}$の体とし, $O$ を部分環とする.

$\forall x\in F(x\neq \mathit{0}arrow x\in O\vee x^{-1}\in O)$

が成り立つとき, $O$ が $(F, v)$ の付値置環になるような付値 $v$ が存在する.

証明 : $U=\{x\in F:x\in O\wedge x^{-1}\in O\}$ とおく. このとき $\Gamma=F^{\mathrm{x}}/U$ は可換群になり, $x,$ $y\in p\cross$

にたいして

$xU\geq yUrightarrow x\overline{y}\iota\in O$

によって $\Gamma$ に順序を入れ, $v(x)=xU$ と定義すると $(F, v)$ は付値体になり $\mathit{0}$ がその付値環にな
る. 証明終

32 $\mathbb{Q}_{p}$

有理数体 Q を通常の付値 (絶対値) に関して完備化して実数体 R を構成したように, 有理数体
$\mathbb{Q}$ をか進付値に関して完備化するとか進閉体 $\mathbb{Q}_{p}$ が出来る.

3.2.1 r進付値

定義 20 $p$ を素数とする. $x\in \mathbb{Q}$ に対して, $x=p^{n} \frac{a}{b}$ ただし $a,$
$b$ はそれぞれ $P$ と互いに素と書く

ことができる. この $n$ を $x$ の $P$ -進付値とよび, $n=v_{p}(x)$ と書 $\text{く}$ . $|x|_{p}=p^{-v_{\mathrm{p}}(x)}$ と定義し, P-進
絶対値と呼ぶ. この p-進絶対値から距離を定義し, この距離によって Q を完備化したものを p-進
数体と言う.

$a\in \mathbb{Q}_{p}$ とすると

$a=a_{m}p^{-m}+a_{-(m-1)}p^{-(m-1)}+\cdots+a_{1}p^{-1}+a_{0}+a_{2}p^{2}+a_{3}p^{3}+\cdots$

ただし各 $i$ について砺は $0\leq a_{i}$. $<p$ である. $a\in \mathbb{Q}_{p}$ をこのように書いたとき, 最初に $\mathit{0}$ でない
$a_{1}$ が現れる $m\in \mathbb{Z}$ を $a$ の p-進付値とし $v_{p}(a)=m$ と定める. そして $|a|_{p}=p^{-v_{p}(a)}$ と定義する.
通常の絶対値圖から定まる距離に関して有理数体 $\mathbb{Q}$ を完備化したものが実数体 $\mathrm{R}$ になってい
ることに対応している.

命題 21 $\mathbb{Q}_{p}$ は p-進付値から定まる距離に関して完備である.

命題 22 $\mathbb{Q}_{\mathrm{P}}$ の値群 $v_{P}(\mathbb{Q}_{P})$ は $(\mathbb{Z}, +, <)$ である.

命題 23 {an : $n\in \mathrm{N}$ } を数列とし, 級数 $\sum_{n=0}^{\infty}a_{n}$ の収束について考える.

$. \sum_{n_{-\sim}^{-}0}^{\infty}.a_{n}<$ 科科 $\Leftrightarrow narrow\infty 1\mathrm{i}_{111}a_{n}.=0$
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証明 : 級数が収束するなら, $|c_{n}|_{p}arrow 0$ である. この証明はいつも通り出来る.
逆に $|c_{n}|_{p}arrow 0$ とする. 有限和

$S_{N}= \sum c_{n}N$

$n=1$

を考える. $\mathbb{Q}_{p}$ は完備だから, 数列 $\{s_{N}\}_{N=1}^{\infty}$ がコーシー列であることを示せばよい. いま $N<M$
とすると

$|S_{M}-S_{N}|_{p}=|c_{N+1}+ \cdots+c_{M}|_{p}\leq\max\{|c_{N+1}|_{p}, \cdots, |c_{M}|_{p}\}$

だから $|S_{M}-S_{N}|_{p}arrow O$ となるのでコーシー性が証明された. 証明終

定義 24 1. $\mathbb{Z}_{\mathrm{P}}=\{x\in \mathbb{Q}_{P} : |x|_{P}\leq 1\}\mathbb{Z}_{p}$ を \Psi 進整数と呼ぶ. 局所環である.

2. $\mathrm{m}=\{x\in \mathbb{Z}_{p} : |x|_{p}<1\}$ は $\mathbb{Z}_{p}$ の唯–の極大イデアルである. また $\mathrm{m}=p\mathbb{Z}_{p}$ である.

3. $\mathbb{Z}_{p}/\mathrm{m}=\mathrm{F}_{p}$ , 波数 $P$ の素体である.

3.2.2 Hensel の補題

定理 25 (Hensel の補題, 炉進 Newton の補題) $f(x)\in \mathbb{Z}_{P}[x]$ とする. $a0\in \mathbb{Z}_{p}$ が $f(a\mathrm{o})\equiv 0$ $($

$\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)$ かつ $f’(ao)\not\equiv O$ (mod $p$) を満たしているとする. このとき

$f(a)=\mathit{0}$ $\mathrm{B}^{\mathrm{a}}.\supset$

$a\equiv a_{0}$ (pod $p$)

をみたす $a\in \mathbb{Z}_{p}$ が唯–存在する.

系 26 $f(x)=x^{n+1}+x^{n}+b_{n-1}x^{n-1}+\cdots+b_{1}x+b_{0}$ は $\mathbb{Q}_{p}$ に解を持つ. ただし $b_{0},$ $\cdots$ , $bn- l\in$

$\mathrm{r}\mathfrak{n}=p\mathbb{Z}_{p}$

証明 : まず $f(-1)\equiv 0$ (mod $p$) に注意する. $f’(-1)\equiv(n+1)(-1)^{n}+n(-1)^{n-1}\equiv\pm 1\not\equiv 0|$

$\mathrm{a}\mathrm{o}\mathrm{d}p)$ なので Hensel の定理から $f(a)=0$ かっ $a\equiv-1$ (mod $p\rangle$ となる $a\in \mathbb{Z}_{p}$ が存在する.

命題 27 $\mathbb{Q}_{P}$ は代数的に閉じていない.

証明 : Hensel の補題の系として, 任意の自然数 $n$ に対して $\mathbb{Q}_{p}$ は拡大次数 $n$ の代数拡大 $F$ を持つ
ことを証明する.

命題 28 (Eisenstein の既約性判定) $f(x)=x^{n}+a_{n-1}x^{n-1}+\cdots+a_{1^{X}}+a0\in \mathbb{Z}_{p}[x]$ とする.

1. $|a_{1}|_{p}<1(i=\mathit{0},1, \cdots, n-1)$

$2$ . $|a_{0}|_{p}=1/p$

が成り立っているならば, $f(x)$ は $\mathbb{Q}_{p}[x]$ で既約である.

証明 : $\mathbb{Z}_{p}$ が整域であり, $\mathbb{Q}_{P}$ がその主体なので, Gauss の補題により $f(x)$ が $\mathbb{Z}_{P}[x]$ で既約である
ことを示せばよい. $f(x)=g(x)h(x)$ と $\mathbb{Z}_{p}[x]$ で因数分解出来たとしよう. $g(x),$ $h(x)\in \mathbb{Z}_{p}[x]$ で

ある. $g(x)$ の定数項を $b_{0},$ $h(x)$ の定数項を co とする. $a_{0}=$ boco なので, $a_{\theta}$ に対する条件から
$|b_{0}|_{\mathrm{p}}=1/P$ または $|c,0|_{p}=1/p$ である. $|b_{0}|_{p}=1/p$ の場合を考える. $c_{0}=1$ でなければならない.
$f,$ $g,$

$h$ をすべて lllod $p$ で考える. $\tilde{f}=f$ lnod $P$ とし同様に $\tilde{g},\tilde{h}$ を定める. $\tilde{f}=x^{n}$ だから $h$ は

定数関数 1でなければならない. よって Dは既約である 証明終
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注 29十分条件であるが, 必要条件ではない.

系 30各 $n$ に対して, $x^{n}-p$ は $\mathbb{Q}_{p}[x]$ で既約である.

3.23 $\mathbb{Q}_{p}$ の有限次拡大

$\mathbb{Q}_{p}$ の有限次拡大体 $K$ を銑四体 ($p\cdot \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}$ field) という. $K$ の付値環を $O$ とし, $\mathit{0}$ の極大イデアル
を m とすると K の剰余体O/m=k は有限体になる. より正確には, 標数 p の素体 Fp の有限次拡
大体である.

定義 31 1. $f=[k:\mathrm{F}_{\mathrm{p}}]$

2. $e=[|K^{\mathrm{x}}|_{p};|\mathbb{Q}_{p}|_{p}]=\#(|K^{\mathrm{x}}|_{p},p^{\mathrm{Z}})$ を $K$ の $\mathbb{Q}_{p}$ 上の分岐指数とよぶ.

命題 32 (基本性質) 1. $K$ は局所コンパクトかつ完備である.

2. $[K : \mathbb{Q}_{p}]=ef$

$K$ の元がどういう形をしているかを考えよう. まず $\mathbb{Q}_{p}$ の元は,

$a=a_{m}p^{-m}+a_{-(m-1)}p^{-(m-1)}+\cdots+a_{1}p^{-1}+a_{0}+a_{2}p^{2}+a_{3}p^{3}+\cdots$

という形をしていた. ここで $a:\in \mathrm{F}_{p}$ であった. $K$ の元を $x$ とすると,

$x=x_{m}\pi^{-m}+x_{-(m-1)}\pi^{-(m-1)}+\cdots+x_{1}\pi^{-1}+x_{0}+x_{1}\pi+\cdots$

という形をしていて, 各 $x_{i}\in F_{pJ}$ であり, $\pi^{e}=p$ となっている. この $\pi$ の $K$ での付値を考え
ると,

$v_{p}(\pi^{e})=ev_{p}(\pi)=v_{p}(p)=1$

より $v_{p}(\pi)=1/e$ になっている.

33 $\mathbb{C}_{p}$

$\mathbb{Q}_{P}$ は完備だが, 代数的には閉じていない. r進付値に関して完備で, しかも代数的に閉じてい
る体はどのようにすれば得られるだろうか.

$\mathbb{Q}_{P}$ の代数閉包を $\mathbb{Q}_{\mathrm{p}}^{\mathrm{a}}$ とする. 次に述べるように $\mathbb{Q}_{p}^{\mathrm{a}}$ は完備でないので, $\mathbb{Q}_{p}^{\mathrm{a}}$ を完備化したも
のを考えると, 幸いなことに. 完備でしかも代数的に閉じた体 $\mathbb{C}_{p}$ が得られる.

定理 33 $\mathbb{Q}_{p}$ の代数閉包 $\mathbb{Q}_{p}^{a}$ は完備でない.

証明 : $P$ と互いに素な自然数 $n$ に対して, 1の原始 $n$ 乗根の 1つを $f(n)$ とする. また $r\iota$ が $P$ の倍
数である場合は, $f(n)=1$ とおく. つぎの級数は収束する.

$\sum f(’\iota)p^{n}$

$n=1$
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もし $\mathbb{Q}_{p}^{a}$ が完備ならば, この級数は $\alpha\in \mathbb{Q}_{p}^{a}$ に収束する. よって $\alpha\in K$ となる $\mathbb{Q}_{P}$ の有限次拡大 $K$

が存在する.
主張 : すべての $n$ に対して $f(n)\in K$ である.
$f(1)=1\in K$ である. すべての $n<m$ に対して $f(n)\in K$ と仮定する. $f(m)\in K$ を証明した

い. m が p の倍数ならば明らかだから, m と p 互いに素と仮定する. 帰納法の仮定から,

$\beta:=p^{-m}(\alpha-\sum_{n=1}^{m-1}f(n)p^{n})\in K$

である. ここで,

$\beta=f(m)+pf(m+1)+p^{2}f(m+\mathit{2})+\cdots+$

に注意する.
ここで $\mathfrak{p}$ を $\mathit{0}_{\kappa=}\{x\in K : |x|_{p}\leq 1\}$ の極大イデアルとすると $\beta\equiv f(m)$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{p})$ である.

よって $f(m)$ が 1の原始 $m$ 乗根のひとつだから, 方程式 $x^{m}-1=0$ は $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}$
$\mathfrak{p}$ に関して根をも

つ. Hensel の補題からこの根を $K$ に持ち上げることが出来る.
$p$ と $m$ は互いに素だから 1の $m$乗根は $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{p}$ に関してすべて異なる. したがって $f(m\rangle$ $\in K$ で
ある. よって数学的帰納法から主張が証明された.
主張の帰結として, mod $p$ に関して無限個の剰余類が存在することになるが, これは $K$ が $\mathbb{Q}_{p}$

の有限次拡大であることに反する. 証明終

定確 34 $\mathbb{Q}_{\mathrm{p}}^{a}$ を完備化したものを $\mathbb{C}_{P}$ とする.

定理 35 $\mathbb{C}_{P}$ は完備でありかつ代数的に閉じている.

8.4 r進閉門のモデル理論. QE

3.4.1 r進閉門とは

Qp の重要な性質の–つが Hensel の補題である. Macintyre は Qp のモデル理論を展開し, QE
が成り立つことを証明した. その後, Prestel, Roquette は r進閉体のモデル理論を展開し同様に
$\mathrm{Q}\mathrm{E}$ が成り立つことを示している.

定義 36 (か進閉体) 付値体 $(K, v)$ に対して, 剰余体が $F_{p}$ であり, $v(p)=1$ が巨群の最小な正の
要素であるとき, $(K, \mathrm{t}’)$ をか進付値体と呼ぶ.

\psi 進付値体 (K, v) に対して, (L, v) も二進付値体で体 L がK の代数拡大になっているなら $L=K$
が成り立つ, すなわち $(K, v)$ の代数拡大体 $L$ で銑進付値体になっているようなものが存在しない
とき, $(K, v)$ をか進閉体とよぶ.

定理 37 $(K, v)$ をか進付値体とする. このとき $K$ がか進閉体であるための必要十分条件は $K$ が
Hensel体であることと $(K, v)$ の値群が各群であることである.
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342 付値体の言語と公理系

か進閉体のクラスを公理化したい.

定義 38 1. $\mathcal{L}_{R}=\{+)-, \cdot, -1.O, 1, R\}$ を付値体の言語とする. ここでーは 1変数とし, $R$ は付
値環に対応する 1変数述語記号とする.

2. 付値環に関する公理 : $\forall x(x\neq 0arrow R(x)\vee R(x^{-1}))$

ここで $\mathcal{L}_{R}$ の言語を用いて,

1. 付値体であることを $R$ を用いて書く.

2. Hensel の定理がなりたつことをやはり $R$ だけで書く.

3. $[K : \mathbb{Q}_{\mathrm{p}}]=n$ であることを書く.

ことによってか進閉体のモデルの公理化を行う.

3.4.3 量化記号消去

量化記号を消去するには, 代数的今体のときのように, 論理式の形を考えながら具体的に議論
する方法以外に, つぎのような–般論も有用である.

定義 39 (部分構造完全) $T$ を理論とする. つぎの性質を持つとき $T$ は部分構造完全であるという.
すなわち, $N_{1}$ と $N_{2}$. を, 共通な部分構造 $M$ をもつ $T$ の任意なモデルとするならば, $N_{1}\equiv_{M}N_{2}$

である.

この性質は, つぎのように言い換えてもよい. つまり $N$ が $T$ のモデルで $\mathrm{A}I\subset N$ を部分構造と
すると, $T\cup D(\mathrm{A}\cdot\prime I)$ は完全である. ここで $D(\Lambda f)=\langle\Lambda f, m\rangle_{m\epsilon M}$ で成り立つ原子文と原子文の否
定全体

定理 40 (部分構造完全) $T$ を 1階述語理論とする. このとき, $T$ が部分構造完全ならば $T$ は量化
記号を消去する.

証明 : $T$ を部分構造完全とする. $\mathcal{L}$ を $T$ の言語とする. $\varphi(x)$ を乙論理式とする. 言語 $\mathcal{L}$ に含ま
れない新たな定数記号 $c$ を導入する. 論理式 $\varphi(x)$ に対して言語 $\mathcal{L}’=\mathcal{L}\cup\{c\}$ の理論

$\Sigma=T\cup\{\varphi(c)\}\cup$ { $\neg\psi(c):\psi(x)$ は $T\vdash\forall x(\psi(x)arrow\varphi(x))$ を満たす量化記号を含まない L-論理式}

を考える.
主張 : $\Sigma$ は矛盾している.
もし $\Sigma$ が無矛盾ならば, $N$ を $\Sigma$ のモデルとする. 定数記号 $c$ の $N$ における解釈を再び $c$ と書

くことにする. この $c$ によって生成される $N$ の部分構造を $A$ をする. $N\models\varphi(c)$ であり, また
$N\models T\cup D(A)$ となっている. よって $T$ の部分構造完全性から

$T\cup D(A)\vdash\varphi(c)$ (5)
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が成り立っている. よって $D(A)$ の定義から, 量化記号を含まない $\mathcal{L}$-論理式 $\theta(x)$ が存在して

$T\vdash\theta(c)arrow\varphi(c)$ (6)

が成り立つ. また $N\models\theta(c)$ である.
定数記号 C は L に含まれていないから, (6) が成り立つことから述語論理の–般論により

$T\vdash\forall x(\theta(x)arrow\varphi(x))$ (7)

が得られる. よって $\Sigma$ の定義と $N\models\Sigma$ から $N\models\neg\theta(c)$ となって矛盾する. よって $\Sigma$ は矛盾して
いる.

よってコンパクト性定理より, $\Sigma$ の或る有限部分集合 $\Sigma_{0}$ が矛盾している. よって量化記号を含
まない有限個の L-論理式 $\psi_{1}(x),$

$\cdots,$ $\psi_{n}(x)$ が存在して, 各自然数 $i(i=1, \cdots, n)$ に対して

$T\vdash\forall x(\psi_{i}(x)arrow\varphi(x))$ (8)

であり,

$T\vdash(\varphi(c)arrow i=1\vee\psi_{i}(c))n\text{ノ}$ (9)

が成り立つ. 定数 $c$ は言語 $\mathcal{L}$ に含まれていないから (9) より

$T\vdash\forall x(\varphi(x)arrow i=1\psi_{i}(x))n$ (10)

である. よって, (8) と (10) より

$T\vdash\forall x(\varphi(x)rightarrow i=1\vee\psi_{i}(x))n$

となって $\varphi(x)$ と同値で量化記号を含まない論理式が見つかった 証明終

注 41実は「部分構造完全」 と「量化記号消去」は同値である. ([Sa]. Thm 13.1参照)

定義 42 $F$ を体とし, $n$ を自然数とする. 憶を次のように定義する. $F^{n}=\{x^{n}\in F:x\in F\}$ .
したがって,

$F\supseteq F^{2}\supseteq F^{3}\supseteq\cdots\supseteq F^{n}\supseteq\cdots$

となっている.

定理 43 $K$ を p-進付値体とし, $L,$ $L’$ を $K$ の拡大体とし, ともに $p$ -進書体とし, かっ $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{p}(L)=$

$\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{p}(L’)$ とする. 各自然数 $n$ に対して,

$K\cap L^{n}=K\cap(L’)^{n}$

とすると, $L\equiv_{K}I_{d}’$ である.

15

15



証明 : $\overline{K_{1}}$ を $L_{1}$ における $K$ の代数閉包とすると, $K\cap L_{1}^{n}=K\cap\overline{K_{1}}^{n}$ である. $K$ の $L_{2}$ における代
数閉包を $\overline{K_{2}}$ とすると, 同様に $K\cap L_{2}^{n}=K\cap\overline{K_{2}}^{n}$ である. よって仮定から, 各自然数旧こついて

$K\cap\overline{K_{1}}^{n}=K\cap\overline{K_{2}}^{n}$

である. $$のことから $\overline{K_{1}}\simeq_{K}\overline{K_{2}}$ が導かれる. よって篇と $\overline{K_{2}}$ を同–視して, $K$ の $L_{1}$ における
代数閉包 $\tilde{K}$ が $L_{2}$ における代数閉包にもなっていると仮定する. よって $L_{1}\equiv_{\tilde{K}}L_{2}$ を証明すれば
よい. したがって初めから $K$ は $L_{1}$ と $L_{2}$ において代数的に閉じていると仮定する. このことから
$K$ が管進閉体であることが出てくる. よって $K_{1}\preceq L_{1}$ かつ $K\preceq L_{2}$ となり, $L_{1}\equiv\kappa L_{2}$ が分かる.
証明終

定義 44 $[K:\mathbb{Q}_{p}]=d$であるか進閉体のモデル理論を考える場合は, 付値体の言語に, $d=[K:\mathbb{Q}_{P}]$

個の定数記号 ( $K$ の $\mathbb{Q}_{p}$ 上の基底) と無限個の 1変数述語記号疏 $(n\in \mathrm{N})$ を付け加えた言語 $\mathcal{L}_{d,P_{n}}$

をか進閉体の言語とする.
各 $P_{n}$ に対して, つぎの公理を付け加える.

$\forall x(P_{n}(x)rightarrow\exists y(x=y^{n}))$

定理 45 $\langle$Macintyreの定理の–般化) p-階数 $d$ の p-進閉体の理論を言語 $\mathcal{L}_{d,P_{n}}$ で公理化した理
論は, 量化記号を消去する.

証明 : 定理 43は, 言語 $\mathcal{L}_{d,P_{\hslash}}$ で考えたとき, か幽閉体の理論が「部分構造完全である」 というこ
とを主張している. よって, 定理 40より, 量化記号を消去する 証明終

注 46 r進閉体の理論の量化記号消去は, J. Denef が cell decoluposition という概念を用いて, P.
Cohen のアイデアに基づきつつより具体的な手順を与えながら証明している. Denef の証明につ
いては本講究録にある井深の解説を参照されたい.
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4 講義 4 $\cdot 5$ : 解析的構造のモデル理論
4.1 解析集合

代数曲線の位相的性質に注目しつつ 1階の公理系としてまとめたものがザリスキー幾何の理論
であるのに対し, 解析的ザリスキー幾何は, 解析幾何, すなわち解析関数で定義される図形の位相
的性質に着目するのモデル理論である. したがって, まず解析集合の基本的な性質を見ておこう.

定義 47 (解析集合) $M$ を複素多様体, $A\subseteq M$ .
任意の $x\in A$ に対して, $\Lambda f$ における $x$ の近傍 $U$ と正則関数五, $\cdot$ . . , $f_{k}$ が存在して,

$U\cap A=\{z\in M : f_{1}(z)=\cdots=f_{k}(z)=0\}$

であるとき, $A$ を解析集合という.

動題 48 (基本的性質) 1. 解析集合は局所閉集合 :
$A$ が解析集合ならば, $A$ の適当な近傍 U に対して $U\cap-- A=A$

2. $\mathrm{A}f,$ $N$ 複素多様体, $A$ は $M$ の, $B$ は $N$ の解析集合

i) $A\cross B$ は $M\cross N$ の解析集合
ii) $\varphi:Marrow N$ が正則ならば, $\varphi^{-1}(B)$ は $M$ の解析集合

3. $M$ は複素多様体, $A_{1},$ $A_{2}$ は $M$ の解析集合

i) $A_{1}\cap A_{2}$ は解析集合
ii) $A_{1},$ $A_{2}$ が閉集合ならば $A_{1}\cup A_{2}$ は解析集合

4.2 解析的ザリスキー幾何

ジルバーの講義ノート [Z1] に沿って, 解析的ザリスキー幾何の公理系を紹介する.

定義 49 (公理系) $\mathcal{M}=(\Lambda^{t}f, C, \dim)$ が以下の公理系を満たすとき, $\mathcal{M}$ を解析的 Zariski 構造と
呼ぶ.

(L)

1. 各 $C_{n}$ は位相空間, 特に閉集合族の共通部分は閉集合

2. 対角集合は閉集合

3. 1点集合は閉集合

4. 閉集合の直積は閉集合

5. $a\in\Lambda I^{k},$ $S\subseteq\Lambda I^{k+1}$ は閉集合

$S(a, \Lambda I^{l})=\{b\in\Lambda f^{\iota}|(a, b)\in S\}$ は閉集合

6. 射影は連続写像
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次元に関する公理

( $\mathrm{D}\mathrm{P}\rangle 1$ 点の次元は $0$ .
$( \mathrm{C}\mathrm{U})S=\bigcup_{i\in \mathrm{N}}$ 畠ならば $\dim S=\max_{i\in \mathrm{N}}\dim$ Si

$\langle$ $\mathrm{W}\mathrm{P})D\subseteq_{op}\Lambda f^{n},$ $V\subseteq_{\varphi}M^{k}$ かつ $F\subseteq_{\mathrm{C}l}D\cross V$

$\mathrm{p}\mathrm{r}:D\mathrm{x}Varrow D$ は射影, $\dim pr(F)=\dim$ D. このとき,

$D_{1}-D_{2}\subseteq \mathrm{p}\mathrm{r}(F)$ かつ $\dim(D_{1}-D_{2})=\dim D$

となる $D_{1},$ $D_{2}\subseteq_{\mathrm{C}}\iota D$が存在する.

既約性に関する公理

定義 50 (強既約構成可能集合) $S\subseteq M^{n}$ を構成可能集合とする.
任意の閉集合 $S’\subsetneq S$ に対して $\dim S’<\dim S$

が成り立つとき, $S$ を強既約構成可能集合とよぶ.

$\langle$ $\mathrm{A}\mathrm{F})S$ は強既約構成可能集合

$\dim S=\dim(\mathrm{p}\mathrm{r}S)+\min\dim(\mathrm{p}\mathrm{r}^{-1}(a)\cap S)$

$a\in \mathrm{p}\mathrm{r}\mathit{8}$

$(\mathrm{F}\mathrm{C})S\subseteq M^{n}$は強既約構成可能集合

$\mathcal{P}^{\mathrm{p}\mathrm{r}}(S, k)=\{a\in \mathrm{p}\mathrm{r}S:\dim(S\cap \mathrm{p}\mathrm{r}^{-1}(a)\geq k\}$

は $\mathrm{p}\mathrm{r}S$ の閉部分集合

解析集合に関する公理

定義 51 $S\subseteq U\subseteq_{op}\Lambda b^{2}$ とする.

1. $S$ は $U$ の中で閉集合

2. 任意の $a\in S$ に対して開集合 $V_{a}$ が存在して, $S\cap V_{a}$ は有限個の強既約構成可能集合の和集
合に分解される.

このとき $S$ を解析集合とよぶ.

(INT) $S_{1},$ $S_{2}\subseteq_{an}U$ が既約ならば $S_{1}\cap S_{2}$ は解析集合

(CMP) $S\subseteq_{an}U$ かつ $a\in S$ とする.

$a\in S_{a}-S_{a}’$ かつ $S=S_{a}\cup S_{a}’$

となる, $U$ の有限個の既約解析集合の和集合 $S_{a}\subseteq_{an}U$ と $S_{a}’\subseteq_{an}$ が存在する. $S_{a}$ を $a$ の既
約成分とよぶ.
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$(C\mathrm{C})$ 任意の $S\subseteq_{an}U$ は高々可算個の既約成分の和集合である.

解析的階数

定義 52 $S\subseteq_{C}\iota U\subseteq_{op}M^{n}$ に対して, 解析的階数 ark$u(S)$ を定義する.

1. ark$(S)=\mathit{0}rightarrow S=\emptyset$

2. $\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{k}_{U}(S)\leq k+1rightarrow$ ($S’\subseteq_{C}\iota S$ が存在して $\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{k}_{U}(S’)\leq k$ かつ $S-S’\subseteq_{an}U-S’$)
$3$ . $\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{k}_{U}(S)$ は 1, 2を満たす最小

(AS) 任意の $S\subseteq_{cl}\Lambda f^{n}$ に対して ark$(S)<\omega$

ここまでが解析的ザリスキー構造の公理系である. これらに加えてさらに次の公理
(PS) $S_{1},$ $S_{2}\subseteq_{m}U\subseteq_{op}\Lambda f^{n}$ かつ $S_{1},$ $S_{2}$ はともに既約. このとき $S_{1}\cap S_{2}$ の任意の既約成分 $S_{0}$ に
対して

$\dim S_{0}\geq\dim S_{1}+\dim S_{2}-\dim U$

がなりたつとき, pr\sim smooth 解析的ザリスキー構造と呼ぶ.

4.2.1 解析的ザリスキー幾何の例

$V=(\mathbb{C}, +),$ $F=(\mathbb{C}, +, \cdot),$ $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}:Varrow F$ とする.

定理 53 $(V, \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}, F)$ は pre-smoot. $\mathrm{h}$ な解析的ザリスキー構造であり, すべての閉集合は解析的で
ある.

定理 54 $\langle$Peatfleld) 擬指数関数を持つ, 非可算な体 $K_{\mathrm{o}\mathrm{x}}$ は pre-smoothな解析的ザリスキー幾何
である.

この結果は 2006年 7月に発表されたプレプリント [Pe] による. 証明の骨格を簡単に説明する.
まず, 非可算な体 $K_{\mathrm{e}\mathrm{x}}$ の性質は以下の通りである.

1. 非可算な体 $K$ は, 標数 $0$ の代数的閉体である.

2. $ex:K^{+}arrow K^{\cross}$ は準同型であり, $\mathrm{e}\mathrm{x}$ の核は $\mathbb{Z}$ と同型である.

3. (Schanuel性) K の有限部分集合 $A$ に対して,

$\mathrm{t}\mathrm{r}.\deg_{\mathbb{Q}}(A, \mathrm{e}\mathrm{x}(A))-1\mathrm{i}_{11}.\deg_{\mathbb{Q}}(\lrcorner 4)\geq 0$

4. $K$ の有限集合 $A$ 上の, 既約で fret かっ llomml な代数的多様体 $V\subset K^{2n}$ に対して $(\overline{z}, \mathrm{e}\mathrm{x}(\overline{z}))$

が $V$ の $A$ 上 generic な解になっているような $\overline{z}\in K^{n}$ が存在する.

5. $V$ を 4と同様の多様体とし $V$ の次元が $n$ ならば $(\overline{z}.\mathrm{e}\mathrm{x}(\overline{z}))$ が $V$ の $A$ 上 generic な解になる
ような 2は可算個存在する. ( $V\subset K^{2n}$ に注意)
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このような $K$ に対して, 無限遠点 $\infty$ による 1点コンパクト化したものを $\overline{K}$ する. まず $K_{\mathrm{e}\mathrm{x}}$ に
位相を定義しなければならない. 代数幾何において代数的集合を閉集合とするザリスキ–位相を
考えたように, まずこれから定義しようとする位相において, 何を閉集合とするかを決めなけれ
ばならない.
まず simple closed と呼ばれる集合を定義する.

定義 55

$S( \overline{x},\overline{y}):=.\bigwedge_{1=1}^{m}y_{i}=\mathrm{e}\mathrm{x}(x_{i})\wedge V_{S}(\overline{x},\overline{y})$

とおく. ただし $\overline{x}=(x_{1}, \cdots, x_{n}),\overline{y}=(y_{1}, \cdots, y_{m}),$ $n\geq m\geq \mathit{0}$ かっ聡は $\mathbb{Q}$ 上の既約な代数的
多様体であり, 集合 S(Kn+m) の射影で次元がゼロのものははすべて l 点集合になっているとする.
このとき $S$ を simple closed と呼ぶ.

$S$ が simple closed のとき $S(\overline{K}^{-+m})$ の次元は $\dim(V_{S})$ $-m$ になる.

定義 56 simple closed な $S(\overline{x},\overline{y})$ に対して,

$S^{0}:=S\wedge\wedge$ { $\neg S’|S’\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}$ closed, $S’(K)\subsetneq S(K),$ $\dim(S’(K^{n}))=\dim(S(K^{n}))$ }

$S^{b}:= \{(\overline{x},\overline{y})\in\bigcup_{\dot{*}=1}^{k}S_{i}(K^{n+m})|\mathrm{r}\mathrm{k}(\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{c}(S)(\overline{x},\overline{y})<\min_{i=1}^{k}\{\mathrm{r}\mathrm{k}(\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{c}(S:)(\overline{x},\overline{y}))\}$

とおく. ただし $S_{1},$
$\cdots,$

$S_{k}$ はそれぞれ simple closed であり $S_{i}(K)\subsetneq S(K)\dim(S_{i})=\dim(S)$ と
する. (このような呂が有限個しか存在しないことは証明しなけらばならないが) $S^{b}$ を $S$ の main
part の境界と呼ぶ.

simple clos\’e な $S$ に対して,
$\hat{S}:=S^{0}\vee S^{b}$

を $S$ に対応する special closed relation と呼ぶ.

準備が整ったので言語 $\mathcal{L}$ を定義し, $\mathcal{L}$ を用いて $K$ に位相を定義する.

定義 57言語 $\mathcal{L}$ は環の言語に次の種類の述語記号を添加したものである.

1. 各 simple clos\’e relation $S$ に対応する special clos\’e relation $\hat{S}$ に対応する述語記号

2. $K^{n}$ および $p_{-K^{n}}$ において量化記号を用いずに定義される, 次元 $0$ のの部分集合に対応
する述語記号

ついで, 言語 L の意味で, 量化記号と否定を用いずに定義される Kn の部分集合の Kへの射影を
$\mathcal{L}$-closed と呼び, $\mathcal{L}$-closed 集合を閉集合の基底とするような位相を $K$ に導入する.

Peatfield は [Pe] において, 定義 57による位相に関して $K_{\mathrm{e}\mathrm{x}}$ が解析的ザリスキー構造になるこ
とを示している.
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4.3 擬極小構造と Zilber 予想

解析的ザリスキー幾何と関連して, 擬極小構造という概念がある.

定義 58 $M$ を非可算な 1階の構造とする. $M$ の定義可能な部分集合 $X$ に対して

$|X|\leq \mathrm{N}_{0}$ または $|M-X|\leq\aleph_{0}$

であるとき, M を擬極小構造とよぶ. ただし, X の定義にはパラメーターを用いてよい.

次の予想は非常に興味深い. しかし証明についてはどこから手をつければよいか, 暗中模索状
態である.

予想 59 (Zilber) $\mathbb{C}_{\mathrm{W}}=(\mathbb{C}, +, \cdot, \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}, 0,1)$ は擬極小構造である.

注 60 1. Zilber予想に対しては, Wilkie が「部分解」 を得ている. しかし詳細は不明.

2. 上で紹介した $K_{\alpha}$ を $L_{(v_{1}\omega}(Q)$ (ただし $Q$ は非可算個の存在を主張する量化記号) という, 1
階述語論理より高階の論理で公理化することができる. さらにそのモデルは擬極小構造であ
ることも Zilber によって証明されている.

3. 擬声小構造については, 非可算範疇的な高階のモデル理論と関係があり, Shelah がすでに
excellent class という –般論を展開しており, $K_{\mathrm{e}\mathrm{x}}$ の公理化は excellent class の例になって
いる.

ここで擬極小構造に関する–般論をすこし紹介する.

定理 61 (坪井) $\bullet$ $T$ は \mbox{\boldmath $\omega$}-安定な理論

$\bullet$ $M\models T$ は擬極小
このとき, $M$ の初等拡大 $\Lambda f’$ で \mbox{\boldmath $\omega$}-飽和なものが存在する.

44 擬極小構造の簡単な例

定理 62 (板井若井) $(\mathbb{Q}^{\omega}, +, \sigma, 0)$ は擬極小構造である.
ただし, $x=(x_{0}, x_{1}, \cdots)\in \mathbb{Q}^{\omega}$ に対して $\sigma(x)=(x_{1}, x_{2}, \cdots)$

この $(\mathbb{Q}\omega,$ $+, \sigma, 0)$ は 1つの演算と自己準同型を組み合わせて擬極小構造を定義しているが, 演
算を 2つ持つような擬極小構造の例はないだろうかという疑問が湧く.

Zilber による $K_{\mathrm{e}\mathrm{x}}$ の公理化によって Schanuel 予想という仮定の下で, 擬極小な体を構成する
ことは可能であるが, もっと素朴な例は存在しないであろうかというのが次の問題である.

問題 63擬極小な体を構成せよ (Zilber の構成したものとは \lceil 別種」 で !)
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4.5 今後の研究方針

解析的構造のモデル理論としては 2つの話題をしばらく追求していきたい. ひとつは, 解析的
ザリスキー構造に関するもので, もう 1つは $C_{p}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ あるいはよい–般的に pvalued fields に関する
ものである.

4.5.1 解析的ザリスキー構造

当面の課題は, 多くの例を構成したり, 探すことである. Peatfield により $K_{ex}$ が, 解析的ザリ
スキー構造であることが示されたので次は量子トーラスと呼ばれるトーラスは解析的ザリスキー
構造かという Zilber の問題について挑戦したい.

K欲を L\mbox{\boldmath $\omega$}l\mbox{\boldmath $\omega$}(Q) で公理化した理論は, 非可算範疇性を持つことが分かっている. 連続体濃度を
持つモデルを $C_{\mathrm{e}\mathrm{x}}$ とする. $C_{\mathrm{r}}$ と $\mathbb{C}_{\exp}$ が同型であれば, 例えば Schanuel 予想が解けてしまう.
Zilber 自身はこのような見方には否定的であるので, C。と $\mathbb{C}_{\epsilon \mathrm{x}\mathrm{p}}$ の非同型を示唆するような事例
についても探して行きたい.

ザリスキー幾何では強極小構造に関する群図表 (group configuration) と呼ばれる特殊な図表を
用いて, 群や体の再構成を行った. 解析的ザリスキー幾何における群図表の理論が可能かどうか
は不明な段階なので, この点についても考察を進めたい.

4.5.2 $\mathbb{C}_{p}$ について

ACVF の–般論を参照しつっ, $\mathbb{C}_{p}$ の解析的な構造に注意しながらモデル理論的な性質を調べ
たい.

また $C_{p}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に関連して, p-adically closed fields や formally $r$adic fields のモデル理論的性質につ
いて調べたい. たとえばか進数体の Grothendieck 環は自明であるという Clucker-Haskel の定理
が radically closed fields や formally $\text{か}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}$ fields について成り立つかどうかについて調べたい.
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