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1 はじめに

$H$ を実 Hilbert空間とし, $g,g_{1},g_{2}$ , . . ., $g_{m}$ : $Harrow R$ を連続な凸関数とする. また,

$C=\{x\in H : \mathit{9}:(x)\leq 0(i=1,2, \ldots, m)\}$

とする. このとき,
$g(u)=1\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}g(x)x\in C$

を満たす点 $u\in C$ を求める問題を凸計画問題という. $C$ が空でないとし,

$f(x)=\{$
$\mathit{9}(x)$ $(x\in C)$

$\infty$ $(x\not\in C)$

とすると, $f$ : $Harrow(-\infty, \infty]$ は下半連続な真凸関数となる. このとき $x\in H$ に対して,

$\partial f(x)=\{z\in H : f(x)+\langle y-x, z\rangle\leq f(y)(^{\forall}y\in H)\}$

を対応させる $H$ から $H$ への集合値写像匁を $f$ の劣微分という. また, 点 $u\in H$

が凸計画問題の解であることと, $f(u)= \min_{x\epsilon H}f(x)$ とは同値である. この $\partial f$ は

単調作用素であることが知られている. すなわち, 任意の $(x,y),$ $(s,b)\in\partial f$ に対して

$(x-s, y-t)\geq 0$ が成り立つ さらに Rockafellar [25] は, $\partial f$ が極大単調作用素であ
ることを証明した. 単調作用素 $\partial f$ が極大であるとは $\partial f$ のグラフを真に含むような
単調作用素が存在しないときをいう. このとき, $f(u)=1\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}_{x\in H}f(x)$ であることと,
$\mathrm{O}\in\partial f(u)$ とは同値である. よって凸計画問題は, 極大単調作用素 $A\subset H\mathrm{x}H$ に対

して,
$0\in Au$
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を満たす点 $u\in H$ を求める問題に–般化される.
$A\subset H\mathrm{x}H$ を極大単調作用素とし, $\lambda>0$ とする. このとき任意の $x\in H$ に対して,

$J_{\lambda}(x)=\{z\in H : x\in z+\lambda A_{\tilde{\wedge}}\}$

とすると, $J_{\lambda}$ は $H$ から $H$への–価写像になることが知られている (cf. 高橋 [29, 30]).
これを $A$ のりゾルベントという. さらに」\mbox{\boldmath $\lambda$} は, 非拡大写像であることが知られてい
る. すなわち任意の $x,$ $y\in H$ に対して,

$||J_{\lambda^{X-}}J_{\lambda y}||\leq||x-y||$

が成り立つ. また $0\in Au$ であることと, $u=J_{\lambda u}$ とは同値である. よって Hilbert 空
間では, 極大単調作用素の解を求める問題を非拡大写像の不動点を求める問題として
捉えることもできる.
このように極大単調作用素 $A\subset H\mathrm{x}H$ に対し, $\mathrm{O}\in Au$ を満たす $u\in H$ を求める

方法は, 様々な分野で応用例があるので, これまでに多くの研究者によってその研究
がなされてきた.

この問題を解く近似法としてよく知られているものに, Rockafellar [26] によって
考案された近接点法 (Proximal Point Algorithm) がある. この近似法では初期点

$x_{0}=x\in H$ をとり, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{n+1}=J_{\lambda},,.x_{n}$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$ (1)

により構成する. ただし $\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty)$ であり, すべての $\lambda_{n}>0$ に対して」\mbox{\boldmath $\lambda$},、 $=(I+$

$\lambda_{n}A)^{-1}$ とする. 1976年に Rpckafellar [26] は, liln $\inf_{narrow\infty}\lambda_{n}>0$ でかつ $A^{-1}0\neq\emptyset$

ならば, (1) こよって構成される同列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ のある要素に弱収束することを証
明した.

その後, Br\’ezis-Lions [1], Lions [13], Passty [16], G\"uler [4], Solodov-Svaiter [28]
等によって, Hilbert 空間における近接点法に関して多くの研究がなされてきた.
特に 2000年に上村-高橋 [8] によって以下のような二つの拡張された近接点法が考

案された. すなわち初期点 $x0=x\in H$ をとり, 並列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{\iota+1},=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})J_{\lambda_{\iota}},x_{n)}$ $n=0,1,2,$ $\cdots$ , (2)

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})J_{\lambda_{\iota}},x_{n}$ , $n=0,1,2,$ $\cdots$ (3)

により構成する. ただし $x_{0}=x\in H$ であり, $\{\alpha_{n}\}$ は $[0,1]$ の点列である. また $\{\lambda_{n}\}$

は $(0, \infty)$ の点列である. このとき (2) によって構成される点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ のある

要素に強収束し, (3) によって構成される点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ のある要素に弱収束する
ことが証明されている.
また同年に上村-高橋 [9] はこの結果を Hilbert空間から Banach 空間へ拡張するこ

とができることを証明した. Hilbert空間においては, $A\subset H\mathrm{x}H$ が単調作用素である
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ことと増大作用素であることは同値であるが, Banach空間ではこれらの作用素は異な
る概念である. 実際 $E$ を Banach 空間とするとき, $A\subset E\mathrm{x}E$ が増大作用素であると

は, 任意の $(x, y),$ $(s, b)\in A$ に対し, ある $j\in J(x-s)$ が存在して, $\langle y-t,j\rangle\geq‘ 0$ が成り

立つことであり, $B\subset ExE^{*}$ が単調作用素であることは, 任意の $(x, x^{*}))(y, y^{*})\in B$

に対し, $\langle x-y,’ x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0$ が成り立つことである. ここで $J$ は $E$ から $E^{*}\text{へ}$

.
の双対

写像である.

本研究では, この上村-高橋 $[8, 9]$ の近接点法を動機付けとして以下のような新しい
点列の構成法を考えた. すなわち初期点 $x_{0}=x\in E$ をとり, 点呼 $\{x_{n}\}$ を

$x_{n+1}=a_{n}x+\beta_{n}x_{n}+\gamma_{n^{j_{\lambda}}},$
‘
$x_{n}+e_{n},$ $n=0,1,2,$ $\cdots$ (4)

により構成する. ただし $\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty)$ とし, $\{\alpha_{n}\},$ $\{\beta_{n}\},$ $\{\gamma_{n}\}$ を $\alpha_{n}+\beta_{n}+\gamma_{n}=1$

を満たす $[0,1]$ の点列, {en} を $E$ 上の点列とする. そして, この構成法によって作ら

れた点列が, Hilbert 空間と Banach 空間のそれぞれにおいて, $A^{-1}0$ の元に強収束, 弱
収束することが示せたので, それらについて報告する.
第 2節では第 3節以降で必要となる様々な条件を準備する. 第 3節では Hilbert 空

間上の極大単調作用素のリゾルベントに対する強収束, 弱収束定理についてまとめ, 第
4節では Barxach 空間上の $\mathrm{m}$-増大作用素のリゾルベントに対する強収束, 弱収束定理
についてまとめる. 最後の第 5節では前節で紹介した定理を凸最小化問題に応用する.

2 準備

非負の整数全体の集合を $N$ , 実数全体の集合を $R$ で表す. $H$ を実 Hilbert 空間と
し, $E$ を実 Banach 空間とする また $E$ の双対写像 $J$ は, 任意の $x\in E$ に対して,

$J(x)$. $=\{x^{*}\in E^{*} : \langle x,x^{*}\rangle=||x||^{2}=||x^{*}||^{2}\}$

を対応させる $E$ から $E^{*}$ への集合値写像である. $J(\mathrm{O})=\{0\}$ であることは明らかであ
る. また Hahn-Banach の定理により, 任意の $x\in E$ に対して $J(x)\neq\emptyset$ である. 特に,
$E=H$ ならば, $J$ は恒等写像 $I$ となる. 集合値写像 $A\subset ExE$ が増大作用素である

とは, 任意の $(x,y),$ $(s,t)\in A$ に対し, ある $j\in J(x-s)$ が存在して, $(y-t,j)\geq 0$ が

成り立つときをいう. また増大作用素が m-増大作用素であるとは, A\subset ExE が増

大作用素であり, かつ
$R(I+\lambda A)=E$ , $\mathrm{v}_{\lambda>0}$

が成り立つときをいう. ただし $D(A)=\{x\in E : Ax\neq\emptyset\}$ で $A$ の定義域を表し,
$R(A)=\cup\{Ax:x\in D(A)\}$ で $A$ の値域を表すこととする. また $A\subset E\mathrm{x}E$ を m-増

大作用素とし, $\lambda>0$ とする. このとき任意の $x\in E$ に対して,

$J_{\lambda}(x)=\{\approx\in E:x\in z+\lambda Az\}$
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とすると, $\text{」_{}\lambda}$ は $E$ から $E$への–価写像になることが知られている. これを $A$ のりゾル

ベントという. つまり $J_{\lambda}=(I+\lambda A)^{-1}$ である. また, $\mathrm{O}\in Au$ であることと $u=J_{\lambda}u$

とは同値である. さらに $A$ の吉田近似は $A_{\lambda}= \frac{1}{\lambda}(I-J_{\lambda})$ で定義される. このとき任

意の $x\in E$ に対して, $(J_{\lambda^{X}}, A_{\lambda^{X}})\in A$ となる.

関数 $f$ : $Earrow(-\infty, \infty]$ が真であるとは, $f(a)\in R$ を満たす点 $a\in E$ が存在するこ

とをいう. また $f$ が下半連続であるとは, 任意の $r\in R$ に対して $\{x\in E:f(x)\leq r\}$

が $E$ の閉集合になることをいう. さらに $f$ が凸関数であるとは, すべての $x,$ $y\in E$ と

$\alpha\in(0,1)$ に対して,

$f(\alpha x+(1-\alpha)y)\leq\alpha f(x)+(1-a)f(y)$

が成り立つことをいう.
$f$ : $Earrow(-\infty, \infty]$ を下半連続な真凸関数とする. このときに $x\in E$ 対して,

$\partial f(x)=\{x^{*}\in E^{*} : f(x)+\langle y-x,x^{\alpha})\leq f(y), \forall_{y}\in E\}$

を対応させる $E$ から $E^{*}$ への集合値写像 $\partial f$ を $f$ の劣微分という.
$E$ を Banach 空間とし, $\epsilon\in[0,2]$ とする. このとき,

$\delta(\epsilon)=\inf\{1-\frac{||x+y||}{2}$ : $||x||\leq 1,$ $||y||\leq 1,$ $||x-y||\geq\epsilon\}$

で定義される $[0,2]$ から $[0,1]$ への関数 $\delta$ は空間 $E$ の凸性の modulus と $\mathrm{A}\mathrm{l}$

. うまた $E$

が–様凸であるとは, $E$ の元からなる点列 $\{x_{n}\}$ , {y訂に対して,

$||x_{n}||=||y_{n}||=1,$ $narrow\infty 1\mathrm{i}\ln||x_{n}+y_{n}||=2$

ならば $1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}_{narrow\infty}||x_{n}-y_{n}||=0$ が成り立つことをいう. $E$ が–様凸であることと, 任
意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta(\epsilon)>0$ が成り立つことは同値である. さらに $E$ が–様凸のと
き, $\epsilon>0$ に対し,

$||x||\leq r,$ $||y||\leq r,$ $||x-y||\geq\epsilon>0$

ならば
$. \frac{||x+y||}{2}\leq^{J}r\{1-\delta(\frac{\epsilon}{r})\},$ $\delta(\frac{\epsilon}{r})>0$

である. また, 一様凸な Banach 空間は回帰的である. 詳しくは, [29] を参照せよ.
次に Banadh 空間のノルムの微分可能性についてまとめる. $S(E)=\{x\in E:||x||=$

$1\}$ とする. このとき, $x,$ $y\in S(E)$ に対して, 次の極限を考える.

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||x||}{t}$ ... $(*)$

Banach 空間 $E$ のノルムが G\^ateaux微分可能であるとは, $S(E)$ の任意の元 $x,$ $y$ に対

して, つねに $(*)$ が存在するときをいう. このとき, 空間 $E$ は滑らかであるともいう.
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$E$ のノルムが–様に G\^ateaux微分可能であるとは, 任意の $y\in S(E)$ に対して, $(*)$ が

$x\in S(E)$ に関して–様に収束するときをいう. Banach空間 $E$ のノルムが Rr\’echet微

分可能であるとは, 任意の $x\in S(E)$ に対して, $(*)$ が $y\in S(E)$ に関して–様に収束
するときをいう. Banach 空間 $E$ のノルムが–様に $\mathrm{R}\cdot\text{\’{e}} \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{t}$微分可能であるとは, $(*)$

が $S(E)$ の元 $x,$ $y$ に関して–様に収束するときをいう. このとき空間 $E$ は, 一様に滑

らかであるともいう. $E$ のノルムが–様に G\^ateaux微分可能ならば, 双対写像」は–

価写像で, $E$ の有界集合上で–様連続である. ただし $E$ の位相はノルム位相であり,
$E^{*}$ の位相は弱 * 位相である.

$C$ を Banach空間 $E$ の閉部分集合とし} $T:Carrow C$ を非拡大写像とする. このとき
$T$ のすべての不動点の集合を $F(T)$ で表す. $C$ が正規構造をもつとは, 2点以上からな
る $C$ の有界閉凸集合 $D$ に対して, 点 $\approx\in D$ が存在し,

$\sup_{y\in D}||z-y||<\sup_{x,y\in D}||x-y||=\delta(D)$

となることである. 一様凸な Banach 空間の閉凸集合および Banach 空間のコンパク
ト凸集合は正規構造をもつことが知られている.

$C$ が非拡大写像に対して不動点性をもっとは, $C$ 上で作用するどんな非拡大写像も

つねに不動点をもっときをいう. Hilbert空間では, $C$が非拡大写像に対して不動点性
をもっための必要十分条件は $C$ が有界となることである. また–様凸な Banach 空間
上のすべての有界閉凸集合は非拡大写像に対して不動点性をもつ.

C を Banach空間 E の空でない閉凸部分集合とし, D を C の部分集合とする. こ

のとき $C$ から $D$ の上への写像 $P$ 力 S sunny であるとは, $x\in C$ と $t\geq 0$ に対して

$Px+t(x-Px)\in C$ ならば

$P(Px+t(x-Px))=Px$

がつねに成り立つときをいう. また $C$ から $D$ の上への写像 $P$ が射影であるとは, 任意
の $x\in C$ に対して $P^{2}x=Px$ が成り立つときをいう. $D$ が $C$ の sunny 非拡大 retract
であるとは, $C$ から $D$ の上への sunny非拡大射影が存在するときをいう.
次の補助定理は, sunny非拡大射影の–つの特徴付けである [29].

補助定理 2.1. $C$ を滑らかな Banach空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $P$ を

$E$ から $C$ の上への射影とする. このとき, $P\mathrm{B}\sim unny$ 非拡大であることと, 任意の
$x\in E$ と $y\in C$ に対して,

$\langle$x–Px, $J(y-Px))\leq 0$

が成り立つことは同値である. ただし月よ $E$ から $E^{*}$ への双対写像である.
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3 Hilbert空間における極大単調作用素に対する強収束
濁収束定理

この節では, Hilbert空間における極大単調作用素に対する強収束弱収束定理を紹
介する.
第 1節でも紹介したが, 1976年に Rockafellar [26] は, 次の弱収束定理を証明した.

定理 3.1 (Rockafellar [26]). $H$ を屑 bert空間とし, $A\subset H\mathrm{x}H$ を極大単調作用素と

する. $x_{0}=x\in H$ とし, 配列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{n+1}=J_{\lambda,X_{n}}.$ , $n\in N$

で構成する. ただし $\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty)$ は, $\lim\inf_{narrow\infty}\lambda_{n}>0$ を満たすものとする. この

とき $A^{-1}0\neq_{-}\emptyset$ ならば, 直列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に弱収束する.

その後, Br\’ezis-Lions [1], Lions [13], Passty [16], Guler [4], Solodov-Svaiter [28]
等によって, Hilbert 空間における近接点法に関して多くの研究がなされてきた. 特に
上村- 高橋 [8] は次の弱収束定理と強収束定理を証明した.

定理 3.2 (上村-高橋 [8]). $H$ を Hilbe効空間とし, $A\subset H\mathrm{x}H$ を極大単調作用素とす
る. $x_{0}=x\in H$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$y_{n}\approx J_{\lambda_{\iota}},x_{n}$ ,
$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})y_{n}$ , $n\in N$

で構成する. ただし $||y_{n}-J_{\lambda_{n}X_{n}}.||\leq\delta_{n},$ $|l\in N$ であり, $\{a_{n}\}\subset[0,1],$ $\{\lambda_{n}\}\subset$

$(0, \infty),$ $\{\delta_{n}\}\subset[0, \infty)$ は

$\lim_{narrow}\inf_{\infty}\alpha_{n}<1,$
$\lim_{narrow}\inf_{\infty}\lambda_{n}>0,\sum_{n=0}^{\infty}\delta_{n}<\infty$

を満たすとする. このとき $A^{-1}0\neq\emptyset$ ならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に弱収束する.
また $v= \lim_{narrow\infty}Px_{n}$ である. ただし $P$ は $H$ から $A^{-1}0$ の上への距離射影である.

この定理は $\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\iota\cdot[26]$ の拡張となっている すなわち $\alpha_{n}\equiv 0$ としたとき,

Theorem 3.1を得る.

定理 3.3 (上村-高橋 [8]). $H$ を Hilbert空間とし, $A\subset H\mathrm{x}H$ を極大単調作用素とす
る. $x_{0}=x\in H$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$y_{n}\approx J_{\lambda_{n}}x_{n}$ ,

$x_{n.+1}=0_{n}’.X+(1-a_{n})y_{n}.$ , $n\in N$
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で構成する. ただし $||y_{n}-\text{」_{}\lambda_{l}},.x_{n}||\leq\delta_{n},$ $n\in N$ であり, $\{\alpha_{n}.\}\subset[0,1],$ $\{\lambda_{n}\}\subset$

$(0,\cdot\infty),$ $\{\delta_{n}\}\subset[0, \infty)$ は

$n arrow\infty 1\mathrm{i}\iota \mathrm{n}a_{n}=0,\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,$ $n arrow\infty 1\mathrm{i}\ln\lambda_{n}=\infty,\sum_{n=0}^{\infty}\delta_{n}<\infty$

を満たすとする. このとき $A^{-1}0\neq\emptyset$ ならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に強収束す

る. ここで $Px=u$ とおくと, $P$ は $H$ から $A^{-1}0$ の上への距離射影である.

そして家本-高橋はこれらの結果をより拡張した形で証明している.

定理 3.4 (家本-高橋 [6]). $H$ を $H$ ilbe代空間とし, $A\subset HxH$ を $A^{-1}0\neq\emptyset$ となる極

大単調作用素とする. $x0=x\in H$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$y_{n}\approx J_{\lambda_{n}.X_{n}}$ ,
$x_{n+1}=\alpha_{n}x+\beta_{n}x_{n}+\gamma_{n}y_{n}$ , $fx\in N$

で構成する. ただし $||y_{n}-J_{\lambda},.x_{n}||\leq\delta_{n},$ $\dagger 1\in N$ であり, $\{\alpha_{n}.\},$ $\{\beta_{n}\},$ $\{\gamma_{n}\}\subset$

$[0,1],$ $\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty),$ $\{\delta_{n}\}\subset[0, \infty)$ は $a_{n}+\beta_{n}+\gamma_{n}=1,$ $\Sigma_{n=0}^{\infty}\lambda_{n}<\infty$ を満た

すものとする. このとき以下の (1), (2) が成り立つ. さらに

(1) $\{\alpha_{n}\},$ $\{\beta_{n}\},$ $\{\gamma_{n}\}\subset[0,1]$ が,

$n arrow\infty 1\mathrm{i}\ln\alpha_{n}^{l}=0,\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,$
$narrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{m}\beta_{n}=0,$ $narrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{m}\lambda n=$ 科科

を満たすとする. このとき, 滋雨 $\{X_{\hslash}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に強収束する. ここで
$Px=u$ とおくと, $P$ は $H$ から $A^{-1}0$ の上への距離射影である.

(2) $\{\alpha_{\hslash}\},$ $\{\beta_{n}\},$ $\{\gamma_{n}.\}\subset[0,1]$ が,

$\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}<\infty,$
$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\beta_{n}<1,$ $\lim_{narrow}\inf_{\infty}\lambda_{n}>0$ .

を満たすとする. このとき, 点列 $\mathrm{t}_{x_{n\}}}$ は $A^{-1}0$ の元 $v$ に弱収束する. また
$v=1\mathrm{i}m_{narrow\infty}Px_{n}$ である ただし $P$ は $H$ から $A^{-1}0$ の上への距離射影である.

この定理は点列勧 n} の収束性を \Sigma 雛。$\alpha_{n}$ の値が発散するか否かで制御すること
ができることを意味している. これらの定理は, 上村- 高橋 [8] の結果を含む形での拡
張となっている.
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4 Banach 空間における m-増大作用素に対する強収束
弱収束定理

この節では, Banach 空間における $\mathrm{m}$-増大作用素に対する強収束弱収束定理を紹
介する.

上村-高橋 [9] は, $\mathrm{m}$-増大作用素に対して定理 32と定理 33をそれぞれ次のように
Ballach 空間に拡張した.

定理 4.1 (上村-高橋 [9]). $E$ を–様凸な Banach空間とし, $E$ のノルムが奔\’echet微
分可能であるか $E$ が Opial条件を満たすとする. また $A\subset E\mathrm{x}E$ を m-増大作用素と
する. $x_{0}=x\in E$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})\text{」_{}\lambda_{\iota}X_{\overline{n}}+e_{n}},$, $n\in N$

で構成する. ただし $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1],$ $\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty),$ $\{e_{n}\}\subset E$ は

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1,$
$\lim_{narrow}\inf_{\infty}\lambda_{n}>0,\sum_{n=0}^{\infty}||e_{n}||<\infty$

を満たすものとする. このとき $A^{-1}0\neq\emptyset$ ならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に弱収束
する.

定理 4.2 (上村-高橋 [9]). $E$ を–様 G\’atea--微分可能なノルムをもつ回帰的な Banach
空間とし, $E$ に含まれる任意の有界閉凸集合が非拡大写像に対して不動点性をもつも
のとする. また $A\subset ExE$ を $m$-増大作用素とする. $x_{0}=x\in E$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})I_{\lambda_{\mathfrak{n}}}x_{n}$ 十 $e_{n}$ , $71\in N$

で構成する. ただし $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1],$ $\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty),$ $\{e_{n}\}\subset E$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,\sum_{n\approx 0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,$ $n arrow\infty 1\mathrm{i}\ln\lambda_{n}=\infty,\sum_{narrow 0}^{\infty}||e_{n}||<\infty$

を満たすものとする. このとき $A^{-1}0\neq\emptyset$ ならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $v$ に強収束
する. ここで $Px=v$ とおくと, $P$ は $E$ から $A^{-1}0$ の上への sunny非拡大射影である.

これらの結果を拡張したものが本研究の主結果である.

定理 4.3. $E$ を–様凸な Banach空間とし, $E$ のノルムが Fr\’echet微分可能であるか $E$

が Opial条件を満たすとする. また $A\subset E\mathrm{x}E$ を,$n$-増大作用素とする. $x_{0}=x\in E$

とし, 点列 $\{x_{n}.\}$ を

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+\beta_{n}x_{n}+\gamma_{n^{\text{」}}\lambda},,x_{n}+e_{n}$ , $n\in N$
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で構成する. ただし $\{\alpha_{n}\},$ $\{\beta_{n}\},$ $\{\gamma_{n}\}\subset[0,1],$ $\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty),$ $\{e_{n}\}\subset E$ は

$1 \mathrm{i}\mathrm{n}1\sup_{narrow\infty}\alpha_{n}<1,1\mathrm{i}\mathrm{n})\sup_{narrow\infty}\beta_{n}<1,$
$\lim_{narrow}\inf_{\infty}\lambda_{n}>0,\sum_{n=0}^{\infty}||.e_{n}||<\infty$

を満たすものとする. このとき $A^{-1}0\neq\emptyset$ ならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に弱収束
する.

定理 4.4. $E$ を–様 G\’ateaux 微分\urcorner p能なノルムをも $\prime \mathit{2}$帰的な Banach空間 $k$ し, $E$

に含まれる任意の有界閉子集合が非拡大写像に対して不動点性をもつものとする. ま
た $A\subset ExE$ を $m$-増大作用素とする. $x_{0}=x\in E$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+\beta_{n}x_{n}+\gamma_{n}\text{」_{}\lambda_{l}x_{n}+6_{n}},$ , $n\in N$

で構成する. ただし $\{\alpha_{n}\},$ $\{\beta_{n}\},$ $\{\gamma_{n}\}\subset[0,1],$ $\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty),$ $\{e_{n}\}\subset E$ は

$n arrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{l}11\alpha_{n}=0,\sum_{n\approx 0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,\lim_{narrow\infty}\beta_{n}=0,$ $n arrow\infty 1\mathrm{i}\iota \mathrm{n}\lambda_{n}=\infty,\sum_{n=0}^{\infty}||e_{n}.||<$ 科科

を満たすものとする. このとき $A^{-1}0\neq\emptyset$ ならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $v$ に強収束
する. ここで $Px=v$ とおくと, $P$ は $E$ から $A^{-1}0$ の上への sunny非拡大射影である.

また別の条件を課すことによって次の結果も得た.

定理 4.5. $E$ を回帰的な Banach空間とし, $E$ のノルムが–様 G\’ateanx微分可能であ
るとする. また $E$ は正規構造をもち, $A\subset E\mathrm{x}E$ を $m$-増大作用素とする. $x,$ $u\in E$

とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{0}=x\in E$

$x_{n+1}=\alpha_{n}u+\beta_{n}x_{n}+\gamma_{n^{\text{」}}\lambda_{1}},x_{n}+e_{n}$ , $n\in N$

で構成する. ただし $\{\alpha_{n}\},$ $\{\beta_{n}\},$ $\{\gamma_{n}\}\subset[0,1],$ $\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty),$ $\{e_{n}\}\subset E$ は

$n arrow\infty 1\mathrm{i}\ln\alpha_{n}=0,\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n}-\alpha_{n-1}|<\infty,\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=$ 屋科,

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\beta_{n}<1,\sum_{n\approx 1}^{\infty}|\beta_{n}-\beta_{n-1}|<\infty$ ,

$\lim \mathrm{i}11\mathrm{f}\lambda_{n}>0narrow\infty’\sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n}-\lambda_{n-1}|<\infty,\sum_{n.=0}^{\infty}||e_{n}||<\infty$

を満たすとする. このとき $A^{-1}0\neq\emptyset$ ならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $v$ に強収束する.

一様凸な Banach 空間ならば回帰的であり, 正規構造をもっ. よって, この定理は $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

様凸な Baxtadh空間においても成り立つ.
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5 応用

この節では, Theorem 4.3, Theorem 4.4を用いて Hilbert 空間における制約なしの
凸最小化問題への応用を考える.

定理 5.1. $H$ を Hilbert空間とし, $f$ : $Harrow(-\infty, \infty]$ を下半連続な真弓関数とする.
$x_{0}=x\in H$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$y_{n} \approx\arg\iota \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}z\in H\{f(z)+\frac{1}{2\lambda_{n}}||z-x_{n}||^{2}\}=\text{」_{}\lambda_{l}x_{n}}$,

$x_{n+1}=a_{n}x_{n}+\beta_{n}x_{n}+\gamma_{n}J_{\lambda_{1}}.x_{n}+e_{n}$ , $n\in N$

で構成する. ただし $||y_{n^{-J_{\lambda_{\iota}}}},x_{n}||\leq\delta_{n}$ とし, $\{a_{n}\},$ $\{\beta_{n}\},$
$\{\gamma_{n}.\}\subset[0,1],$ $\{\lambda_{n}\}\subset$

$(0, \infty),$ $\{e_{n}\}\subset E$ は

$1 \mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}\sup_{narrow\infty}\alpha_{n}<1,1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}\sup_{narrow\infty}\beta_{n}<1,$
$\mathrm{l}\mathrm{i}\ln \mathrm{i}1\mathrm{l}\mathrm{f}\lambda_{n}>0narrow\infty’\sum_{n=0}^{\infty}||*||<\infty$

を満たすものとする, このとき $(\partial f)^{-1}0\neq\emptyset$ ならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $(\partial f)^{-1}0$ の元 $u$ に

弱収束する. また $u=1\mathrm{i}\iota \mathrm{n}_{narrow\infty}Px_{n}$である. ただし $P$ は $H$ から $(\partial f)^{-1}0$の上への距
離射影である.

定理 5.2. $H$ を Hilbert空間とし, $f$ ; $Harrow(-\infty, \infty]$ を下半連続な真凸関数とする.
$x_{0}=x\in H$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$y_{n} \approx \mathrm{a}1^{\cdot}z\in H\mathrm{g}m\mathrm{i}\mathrm{n}\{f(_{\wedge}^{\sim})+\frac{1}{2\lambda_{n}}||z-x_{n}||^{2}\}=\text{」_{}\lambda_{n}x_{n}}$

$x_{n+1}=\alpha_{n}X+\beta_{n}x_{n}+\gamma_{n}\text{」_{}\lambda_{\iota}x_{n}+\epsilon_{n}},$ , $n\in N$

で構成する. ただし $||y_{n^{-J_{\lambda}}},,,x_{n}||\leq\delta_{n}$ とし, $\{a_{n}\},$ $\{\beta_{n}\},$ $\{\gamma_{n}\}\subset[0,1],$ $\{\lambda_{n}\}\subset$

$(0, \infty),$ $\{e_{n}\}\subset E$ は

$n arrow\infty 1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}\alpha_{n}=0,\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,\lim_{narrow\infty}\beta_{n}=0,$ $n arrow\infty 1\mathrm{i}111\lambda_{n}=\infty,\sum_{n=0}^{\infty}||e_{n}||<\infty$

を満たすものとする. このとき $(\partial f)^{-1}0\neq\emptyset$ ならば, 点列 $\{x_{n}(\}$ は $(\partial f)^{-1}0$ の元 $v$ に

強収束する. ここで $Px=v$ とおくと, $P$ は $H$ から $(\partial f)^{-1}0$の上への距離射影である.
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