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1 序
このノートは論文 [4] の概説であり, 次の二つの点を解説する.

$\star$ エタール基本群の或る商にあたる分岐制限付き基本群の導入.
$\star$ 分岐制限付き基本群の Abel 化の有限性について.

定義に入る前に, 分岐制限付き基本群の有限性が如何に数論的な問題であるかを,
古典的な代数体の整数論を例に見てみよう. $K$ を代数体, $\mathcal{O}_{K}$ をその整数環とし, $K’$

で $K$ 上の (狭義) Hilbert 附随, つまり $K$ 上の最大不分岐 Abel 拡大で無限素点で
は分岐を許した体を表すことにする. 拡大体 $K’/K$ の Galois 群はエタール基本群の
Abel 化を用いて次の様に記述された:

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(K’/K)\simeq\pi_{1}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}O_{K})^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ .

ここで左辺の Galois 群は類体論により $K$ のイデアル類群と同型であり, これが有
限群になると言う 「代数的整数論に於て, -つの基本定理」 ([7], p.42) から右辺にあ
るエタール基本群の有限性が得られる. 1次元スキーム $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}O_{K}$ の代わりにもっと
一般のスキームに対する, エタール基本群の Abel 化の有限性を論じたのが N. M.
Katz と S. Lang ([5]) である. 彼等は特に代数体の整数環上の「数論的」スキームに
対するエタール基本群の Abel 化が有限なる事を示している.

方, 古典的な類体論では与えられた整イデアル $D\subset \mathcal{O}_{K}$ の分だけ分岐を許した
$K$ 上の (狭義) シュトラール類体 1 $K(D)$ が考えられた. 上述の分岐制限付き基本
群 $\pi_{1}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathcal{O}_{K}, D)$ を用いるならば, Hilbert 類体の時と同様に

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(K(D)/K)\simeq\pi_{1}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}O_{K}, D)^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$

と書く事ができる. 右辺に現れる基本群は $\pi_{1}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}O_{K})^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ よりも, 分岐を許した分だ
け少し大きな群になっている筈である. しかしながら, この場合も $D$ をモジュール
とする $K$ のシュトラール類群の有限性及び類体論から $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathcal{O}_{K}$ と整イデアル $D$ に

対する分岐制限付き基本群の Abel 化の有限性が導かれる そこで Katz-Lang と同
様に, 代数体の整数環上の「数論的」スキームに対して Abel 化した分岐制限付き基
本群の有限性を示したのが, 論文 [4] の主結果であり \S 3で詳しく述べる.

1rStrahl=layon=ray=放射線本書では, このような fantastic な造語の邦訳を敢てしない」
([7], p.149, 脚注).
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2 定義
前節のシュトラール類体 $K(D)$ の分岐をもう少し詳しく見てみよう. 初めに与えた

整イデアルを $D= \prod P_{i}^{a_{1}}$ と素イデアル分解する. この時, 各素イデアル為は $K(D)$

の $K$ 上の分岐点, 指数 $a_{i}$ は点君での分岐の激しさを表わしていた. この指数は, 各
素点 $P_{i}$ に於ける $K$ の完備化 $K_{P_{i}}$ の拡大に付随する上付き分岐群の導手でもあっ
た事に注意して欲しい.

$X$ を連結正規 Noether スキーム, $k(X)$ を $X$ の関数体, $\overline{k(X)}$ をその分離閉包と
する. 整イデアルを与えてシュトラール類体の分岐の様子を表わした様に, ここでは
$Q:=\{a, a+|a\in \mathbb{Q}>1\}$ を係数とする $X$ の Weil 因子 $D$ を与えて $X$ 上の被覆の分
岐, 即ち $k(X)$ 上の拡大の分岐の様子を表わす.

定義. $Q$ 係数Weil 因子 $D= \sum_{i}a_{i}\dot{a}\Gamma_{i}$ の各既約因子 $\Gamma_{i}$ に於ける生成点を $\xi_{i}$ する. そ
こで $\overline{k(X)}$ の a 上の全ての素点 $\overline{\xi}_{i}$ に対する $a_{i}$ 次分岐群 Gal $(\overline{k(X)}_{\overline{\xi}_{\mathfrak{i}}}/k(X)_{\xi_{i}})^{a_{i}}$ の

像達で生成される閉正規部分群による $\pi_{1}(X\backslash D)$ の商を $\pi_{1}(X, D)\text{と定義する}$ . 但し
$\overline{k(X)}_{\overline{\xi_{*}}}./k(X)_{\xi_{i}}$ は, $\xi_{i}$ と $\overline{\xi}_{i}$ に於ける完備化で得られる完備離散付値体の拡大である.

上の定義に出てくる分岐群として, A. Abbes と T. Saito により定義された分岐
群 ([1]) を用いている 例えば Serre の ‘Corps Locaux’ にある上付き分岐群は, 剰余
体が完全な完備離散付値体に対して定義されていた. Abbes-Saito の分岐群はリジッ
ド幾何を用いてこの上付き分岐群を剰余体が–般の場合に拡張したものである. 特
に 1次分岐群は惰性群, 1+ 次分岐群は暴惰性群にあたる. こうして定義された基本
群 $\pi_{1}(X, D)$ は, 次の様に $D$ で分岐を許した被覆の成す Galois 圏に付随する基本群
([2], Expos\’e V) とも解釈出来る:
簡単の為, $X$ 上の被覆にあたる正規スキーム $\mathrm{Y}$ が連結であるとしよう. 有限射

$\mathrm{Y}arrow X$ が $D$ 分岐被覆であるとは, $X\backslash D$ 上ではエタールであり, 各 a 及びその
上の全ての素点 $\eta_{l}\prime j$ に於いて

(藁) Gal $(\overline{k^{\wedge}(Y)}_{\eta_{ij}}/k(X)_{\epsilon:})^{a_{1}}=1$ ,

なる事を言う. 但し $\overline{k(\mathrm{Y})}_{\eta_{ij}}$ は $k(Y)_{\eta_{ij}}$ の $k(X)_{\xi_{1}}$ 上の Galois 閉包. エタール被覆の
成す圏の充満部分圏として, 上で定義した $D$ 分岐被覆の成す圏を考えた時に, これ
が Galois 圏となる事が分かり ([4], Theorem 2.5), 付随する基本群が $\pi_{1}(X, D)$ とな
る.

エタール基本群との関係: Galois 圏の–般論 ([2], Expos\’e $\mathrm{V}$ , \S 6) から, $X$ 及び $X\backslash D$

のエタール基本群との間には

$(\text{◇})$ $\pi_{1}(X\backslash D)-\pi_{1}(X, D)arrow\pi_{1}(X)$ .

なる関係がある. 初めに与えた Wefl 因子 $D= \sum a_{i}\Gamma_{i}$ に於ける既約因子 4の重複
度 $a_{1}\in Q$ を最小の $a_{i}=1$ とした時, 式 (◇) に於いて $\pi_{1}(X, D)$ は $\pi_{1}(X)$ にもつと
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も近づくはずだが, 一般に $\pi_{1}(X, D)=\pi_{1}(X)$ とは成り得ない. これは分岐制限付き
基本群が余次元 1の点の分岐のみを考慮している事から生じるもので, 余次元の高
い点で分岐被覆が存在すれば, 分岐制限付き基本群とエタール基本群の間には差異
が生じる. しかしながら, 例えば $X$ を正則 (regular) と仮定すれば, Zariski-Nagata
の純正定理 ([2], Expos\’e X, Th\’eor\‘eme de puret\’e 3.1) によりこの等式が成立する.

馴分岐基本群との関係: 分岐制限付き基本群と同じ様に $X$ 上の Weil 因子 $D$ で馴
分岐 (tame ramification) なる分岐を許した $X$ 上の被覆から馴分岐基本群 (tame
fundamental grouP) が定義された ([2], [3]). 有限射 $Yarrow X$ が $D$ に関して馴分岐
被覆であるとは, やはり $X\backslash D$ 上ではエタールであって, 関数体の拡大 $k(Y)/k(X)$

が $D$ の既約因子の生成点 6で馴分岐なる事を言う. この分岐に関する条件は, 暴惰
性群を用いて

Gal $(\overline{k(Y)}_{\eta_{*j}}./k(X)_{\xi_{i}})^{1+}=1$

と言い換える事が出来る. この条件を (凸) の様に–般化する事で得られる被覆から
どんな基本群が現れるのだろう力\searrow と考えたのが事の発端になっている. 尚, 定義から
明らかに, Weil 因子 $D= \sum a_{i}\Gamma_{i}$ の既約因子の重複度を $a_{i}=1+$ とした時 $\pi_{1}(X, D)$

は馴分岐基本群 $\pi_{1}^{\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}}(X, D)$ と–致する.

3 有限性
前節で定義した分岐制限付き基本群の Abel 化の有限性に関して, 次の定理が得ら

れる.

定理 ([4], Theorem 1.1). $X$ を代数体 $k$ の整数環 $O$ 上正規有限型忠実平坦スキー
ムであって $X\otimes \mathit{0}\overline{k}$ は連結であると仮定する. また $D$ を $Q$ 係数 Weil 因子とする.
この時 $\pi_{1}(X, D)^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ は有限.

この定理は即ち, 数論的スキーム上の Abel 被覆の同型類は余次元 1の点の分岐
さえ制限すれば有限密なる事を言っている. 尚, 次の様な結果は知られていた:

$\bullet$ $X=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}O_{K}$ の時, 類体論により $\pi_{1}(X, D)^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ は有限.
$\bullet$ $X$ が上の定理の仮定に加えて $\mathcal{O}$ 上スムーズなスキームである時, $\pi_{1}(X)^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ は有

$\beta\S$ ([5], Theorem 3).
$\bullet$ 上の定理と同じ仮定で $\pi_{1}^{\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}}(X, D)^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ は有限 ([6], Theorem 3.1).
$\bullet$ 定理の仮定に加えて, 更に $X$ が固有 (proper) 且つ $O$ 上スムーズとすれば, 高次
元類体論から上の定理が得られる (と思われる) .

定理の証明は馴分岐基本群の有限性を示した A. Schmidt ([6]) の手法に従い, イ
デアル類群の有限性及びエタール基本群の有限性に関する Katz-Lang の定理の両方
を用いる. 最終的には $X$ 上の $D$ 分岐被覆が無限個在ると仮定して矛盾を導く事に
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なる. 馴分岐基本群の時は単にある点に於いて暴分岐が生ずる事を導けば良かった.
しかしながら, 分岐制限付き基本群の場合にはそれだけでは不十分であって, もっと
強く, ある点に於いては分岐の導手が有限に成り得ないという事を示して証明は完
成する.
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