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1 はじめに

協カゲームの理論は複数の意思決定主体の存在する意思決定状況を扱うのに有力な理論である.
この理論をより現実的な問題に適用するためには, 2つのファクターを考えることが有用である.
そのひとつは各プレイヤーの提携への部分参加を可能にすることであり, ファジィ提携に基づく
ファジィ協カゲームを考えることで取り扱うことができる. もうひとつは提携の実現可能性に制
限を加えることである. ファジィ協力ゲームにおいては, 実現可能ファジィ提携集合を導入する
ことで対応することができる. 本論文では, これら 2 っのファクターを同時に考えた提携に制限
を伴うファジィ協力ゲームに対し, 全体提携が形成された場合の利得のプレイヤー間配分である,
ゲームの 1点解としての値について考察する.

2 ファジィ協カゲ–ム

$N=\{1,2, \ldots, n\}$ を $n$ 人のプレイヤーの集合とするとき, $N$ 上の協力ゲーム (提携形ゲーム)

は, その特性関数 $v:2^{N}arrow \mathrm{R}$ によって与えられる. ただし, 通常 $v(\emptyset)=0$ と仮定する. 以下で
は $N$ を固定して考え, $N$ 上の特性関数すなわちゲームをクリスプゲームと呼び, その全体を $\Gamma^{N}$

で表す. また, 以下では, $v(\{i\})=v(i),$ $S\cup\{i\}=S\cup i,$ $S\backslash \{i\}=S\backslash i$などの略記を用いる.
クリスプゲームの提携 $S$ は $N$ の部分集合であり, これは $i\in S$ のとき $si=1$ で $i\not\in S$ のとき

$si=0$ となる $n$ 次元の 2値ベクトル空間 $\{0,1\}^{n}$ の要素 $\epsilon$ と同–視できる. したがってプレイヤー
の提携への部分参加を考慮するためには, 一般的に $[0,1]$n の要素 s を考えればよく, この s をファ
ジィ提携と呼ぶ $[1, 5]$ . s\sim はプレイヤー $i$ の提携への参加度を表すと解釈できる. よって $N$ 上の

ファジィ協力ゲームは, 特性関数 $\xi$ : $[0,1]^{n}arrow \mathrm{R}$ によって与えられる. その全体を $\Delta^{N}$ で表すこ
とにする.
本論文では以下のような記法を用いる. $S\subseteq N$ に対し, ベクトル $e^{S}$ を, $i\in S$ のとき $(e^{S})_{1}=1$ ,

$i\not\in S$ のとき $(e^{S})_{i}=0$ で定義する. 特に $e^{\phi}=(\mathrm{O}, \ldots, 0)$ と $e^{N}=(1, \ldots, 1)$ は簡単にそれぞれ $0$

と 1で, またベクトル $e^{\{i\rangle}$ は $e^{i}$ で表す.

3 実現可能ファジィ提携集合

この章では, ファジィ提携に対する制限を表す実現可能提携ファジィ提携集合の概念と, その
特別な幾つかのクラスについてまとめる.
通常の協力ゲーム (クリスプゲーム) においては, 任意の提携が実現可能 (許容される) とし

ていた. しかし現実には, 物理的理由, イデオロギー的理由で許容されない提携が存在する. そ
のような状況を–般的に取り扱うために, 実現可能提携システム, すなわち実現可能な提携全体
の集合 $F\subseteq 2^{N}$ が導入されている ([2]). さらに, 実現可能提携システムには何らかの組み合わ
せ論的構造を仮定するのが自然である. 代表的な構造としては, 分割システム, マトロイド, ア
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ンチマトロイドなどがある. これに対し, ファジィ協力ゲームにおいても実現可能な提携の全体
を考えることは極めて自然である.

定義 1 $[0,1]^{n}$ の部分集合 $F$ は次の条件を満足するとき, $N$ における実現可能ファジィ提携集合で
あるといわれる :

$0\in F,$ $1\in F$

ここで, l=eN\epsilon F を仮定しているのは, 本論文ではファジィ協カゲーム \xi \in \Delta N において全
体提携が形成されたとき, その利得 \xi (N) を配分する方法を解として考えるからである.
もっとも単純な実現可能提携集合は, 有限個のファジィ提携からなるものである.

定義 2 $N$ における実現可能ファジィ提携集合 $F$ が 3個以上の要素を持つ (すなわち $0,1$ 以外の
実現可能ファジィ提携が存在する) 有限集合であるとき, それは有限実現可能ファジィ提携集合
(Finite Feasible Rzzy Coalition Set) であるといわれる.

注意 1特に, 有限実現可能ファジィ提携集合

$E=\{e^{S}|S\subseteq N\}$

とすると, ファジィゲームは実質的にクリスプゲームとなることは明らかである. すなわち, ク

リスプゲームは有限実現可能ファジィ提携集合 $E$ の下でのファジィゲームとみなすことができる.

実現可能ファジィ提携集合が与えられたとき, 空提携 $0=e^{\emptyset}\text{から全体提携}1=e^{N_{\text{へ各プレイ}}}$

ヤーが提携への参加度を増していく系列を考えることができる.

定義 3 $N$における実現可能ファジィ提携集合 $F$が与えられたとき, $F$ 内の実現可能点列 $\{s^{0}, s^{1}, \ldots s^{l}\}$

とは, $s^{0}=0,$ $\epsilon^{l}=!$ , 及び $s^{k}\leq s^{k+1}(k=0, \ldots, l-1)$ を満たすものをいう. 特に $s^{k}$ と $s^{k+1}$ と

では, 唯–の成分のみが異なるような実現可能点列を実現可能階段点列という.

実現可能点列は $\{s^{k}\}$ と表記する (簡単のため 1は明記しない). Branzei ら [4] では, 実現可能

階段置潮のことを経路 (Path) と呼んでいるが, 本論文では後述するように連続なものに対して
経路という用語を用いるので, 階段点列という言葉を用いる.

注意 2 $F$ が $N$ における有限実現可能ファジィ提携集合であるとき, 実現可能点列の個数は有限
である. したがって実現可能階段点耳の数も有限であるが, 存在しないこともありうる. $F$ 内の

実現可能点列および実現可能階段点列の全体をそれぞれ $\mathcal{L}(F),$ $\mathcal{M}(F)$ で表す.

注意 3有限実現可能ファジィ提携集合 $E=\{e^{S}|S\subseteq N\}$ に対しては, その実現可能階段点列全
体の集合と $N$ の順列全体の集合 $\Pi(N)$ の間に 1対 1対応がっく.

実現可能点列は, 離散的に全体提携が形成されていく過程を表しているが, これを連続的なも
のに拡張すると, 次のような経路が得られる.

定麟 4 $N$ における実現可能ファジィ提携集合 $F$が与えられたとき, $F$ 内の実現可能経路とは, パ

ラメータ垣こ関する関数 $\sigma:[0,1]arrow F$ によって表される連続曲線 $\{\sigma(t)|0\leq t\leq 1\}$ のことをいう.
ただし, $\sigma(0)=0,$ $\sigma(1)=1$ で, $t\leq$ がならば $\sigma(t)\leq\sigma(t’)$ が成り立つものとする. 特に $\sigma$ が区分
的に滑らかなとき, 区分的に滑らかな実現可能経路という.
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以下では, 関数を用いて経路 $\sigma$ という言い方をする. 経路に関連して次のような特別なクラス
の実現可能ファジィ提携集合を導入する.

定義 5有限個の実現可能経路のみからなる $N$ における実現可能ファジィ提携集合を, $N$ におけ

る有限実現可能経路集合という. 有限実現可能経路集合は実現可能経路を明記して, $\bigcup_{j=1}^{l}\sigma^{j}$ と表
される. すべての経路が区分的に滑らかであるとき, 有限実現可能経路集合は区分的に滑らかで
あるという.

4 実現可能ファジィ提携集合の下でのファジィ協カゲームの値

協力ゲーム理論の中心的課題は, クリスプ協力ゲームが与えられたとき, その全体提携の利得
をプレイヤー間で如何に配分すれば合理的であるかの考察である. この配分法はゲームの解とも
呼ばれ, さまざまなものが提案されている. 大きく分けて, 配分を集合の形で与える集合値解と
ひとつのベクトル値で与える賜姓 (1点) 解とがあり, 前者には $\supset$乙カーネル, 安定集合などの
概念が, 後者には Shapley値, Banzhaf値, \tau 値, 仁などがある. この呼称からもわかるように,

1点解はしばしば「値」 という名で呼ばれている. より柔軟に解釈すると, ゲームに対し $n$ 次元
のベクトルを対応させる写像 (関数) そのものを 「値」 と呼んでいるともいえる. この値を定め
るのに中心的役割を果たすのが, プレイヤーの限界貢献度である.
本論文では, ファジィ協力ゲーム $\xi$ に対し, $n$ 次元ベクトル $\phi(\xi)$ を定める方法について考察し,
得られるベクトルをゲーム $\xi$ の値と呼ぶことにする. 基本的に値はプレイヤーの限界貢献度に基
づき構成される. 提携に制限のない場合で言えば, クリスプゲームの定義域が {0,1}n であったの
に対し, ファジィゲームのそれは $[0,1]$n であるから, 値を定めるための情報はファジィゲームの
方がはるかに多いことになる. しかし裏を返せば, 情報が多すぎて, ある程度簡便に値を求める
ことが難しいともいえる. なお, Branzei ら [3, 4, 5] が, 全体提携の形成を前提としてこのような
値および, コアについて考察しているのに対し, 鶴見ら $[12, 13]$ および森谷ら [7] は, 形成される
ファジィ提携 8に依存した解について考察している.

Branzei ら [4] では, ここでいう階段点列に対し, 各プレイヤーの貢献度の増加を考えて path
solution を定義している.
実現可能階段点出 $\{s^{k}\}$ を考え, $I_{i}=\{k|s_{i}^{k+1}-s_{i}^{k}>0\}$ とおく.

定義 6 ファジィゲーム $\xi\in\Delta^{N}$ と有限実現可能ファジィ提携集合 $F$ が与えられたとき, プレイ
ヤー $i$ の実現可能階段点列 $\{s^{k}\}$ に沿っての限界貢献度は

$\mu(\xi, \{s^{k}\})=\sum_{k\in I:}[\xi(s_{1}^{k}, \ldots, s_{i}^{k+1}, \ldots, s_{n}^{k})-\xi(s_{1}^{k}, \ldots, s_{i}^{k}, \ldots, s_{n}^{k})]$

で定義される. ベクトル ( $\mu_{1}(\xi,$ $\{s^{k}\}),$
$\ldots$ ,翫 $(\xi,$ $\{s^{k}\})$ ) を $\{s^{k}\}$ に沿っての $\xi$ の階段点列値という.

ここで階段点列に対しては, $k\in$ るならば, $j\neq i$ に対して, $s_{j}^{k+1}=s_{j}^{k}$ であることに注意する
と, 上の定義の右辺は $\xi(s^{k+1})-\xi(s^{k})$ である.

定麟 7 ファジィゲーム $\xi\in\Delta^{N}$ と有限実現可能ファジィ提携集合 $F$ , 及び $L(F)=\{\{s^{1k}\}, \ldots, \{s^{lk}\}\}$

上の重みベクトル $p=(p_{1}, \ldots,P\mathrm{t})\geq 0,$ $l=|\mathcal{L}(F)|,$ $\sum_{j=1}^{l}p_{j}=1$ , が与えられたとき,

$\psi_{1}^{\mathrm{p}}$. $( \xi, F)=\sum_{j=1}^{l}p_{j}\mu(\xi, \{j^{k}\})$
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を有限実現可能ファジィ提携集合 $F$ のもとでのゲーム $\xi$ に対するプレイヤー $i$ の確率階段点列値
という. ベクトル $\psi^{p}(\xi, F)=(\psi_{1}^{p}(\xi, F),$

$\ldots,$
$\psi_{n}^{p}(\xi, F))$ を $F$ のもとでのゲーム $\xi$ の確率階段点列

値という.

確率階段点下値が線形性

$\psi^{p}(\alpha\xi+\beta\eta, F)=\alpha\psi^{p}(\xi, F)+\beta\psi^{\mathrm{p}}(\eta, F),$ $\forall\xi,$ $\eta\in\Delta^{N},$ $\forall\alpha,\beta\in \mathrm{R}$

を満たすことは明らかである. またすべての実行可能階段点列 $\{s^{k}\}$ に対し, $k\in I_{1}$ ならば $\xi(s^{k})=$

$\xi(s^{k+1})$ を満たすプレイヤー $i$ を $F$-ナルプレイヤーと呼ぶと, このプレイヤーに対し, 確率階段
点列値は O となる. さらに, 実現可能階段点列 {8k} に対し,

$\xi(1)-\xi(0)=\sum_{k=0}^{l-1}(\xi(\epsilon^{k+1})-\xi(s^{k}))=\sum_{1=1}^{n}\sum_{k\epsilon I:}(\xi(s^{k+1})-\xi(s^{k}))=\sum_{i=1}^{n}\mu(\xi, \{s^{k}\})$

が成り立つ. したがって, 耀 $($ \xi , $F)=\xi_{1}(1)$ となり, 確率階段点列値はいわゆる全体合理性も満足
する. 以上をまとめると次の結果が得られる.

定理 1 ファジィゲーム $\xi\in\Delta^{N}$ と有限実現可能ファジィ提携集合 $F$ , 及び $\mathcal{L}(F)=\{\{s^{1k}\}, \ldots, \{s^{\mathrm{t}k}\}\}$

上の重みベクトル p $=(p_{1}, \ldots,p\iota)\geq 0,$ $l=|\mathcal{L}(F)|,$ $\sum_{j=1}^{l}p_{j}=1$ , が与えられたとき, 確率階段
点面面\psi p(\xi , F) は, ゲームに関する線形性, 全体合理性, ナルプレイヤーに対するゼロ評価の 3
性質を満足する.

このように階段点門門は望ましい性質をもつが, 実現可能ファジィ提携集合によっては, 実現
可能な階段点列が存在しないことがある. また空提携から全体提携が形成されていく過程を階段
豊凶のみに限定するのも問題があるかもしれない. したがってより –般的な実現可能点列に対す
る $\{\epsilon^{k}\}$ に対する値を次に考察する. この点列の 2点 $s^{k}$ と $s^{k+1}$ に対して

$J_{k}=\{i\in N|s_{1}^{k+1}.>s^{k}.\cdot\},$ $k=0,$ $\ldots,$
$l$

と定義する. ただしみに属するプレイヤーがすべて, 点 $s^{k}$ から $s^{k+1}$ への特性関数値の増分\xi (sk+l)-
$\xi(s^{k})$ に寄与するわけではない. 例えば $n=3$ で $\xi(s)=s_{1}s_{2},$ $s^{k}=(0,0,0),$ $s^{k+1}=(_{2’ l’ \mathfrak{T}}^{111})$ のと

き, Jk={1,2,3} ではあるが, プレイヤー 3が貢献をしていないことは明らかである. そこでベ
クトル $\epsilon_{+J}^{k}$ を

$(\epsilon_{+J}^{k})_{i}=$ $\mathrm{i}\mathrm{f}i\not\in J\mathrm{i}\mathrm{f}i\in J$

で定義し,

$\overline{J}_{k}=\cup\{i\in N|\exists J\subseteq N : \xi(\epsilon_{+(J\cup\{:\})}^{k})\neq\xi(s_{+J}^{k})\}$

とする. このときみに含まれるプレイヤー i について, この 2点間での限界貢献度を

$t_{1}( \xi, \epsilon^{k})=\frac{s_{i}^{k+1}-s_{1}^{k}}{\sum_{j\epsilon J_{k}}\epsilon_{j}^{k+1}-s_{j}^{k}}.(\xi(s^{k+1})-\xi(s^{k}))$
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で定義する. この点列に沿ってのプレイヤー i の貢献度は

$\nu_{i}(\xi, \{s^{k}\})=\sum_{k:J_{k}\ni i}t_{i}(\xi, s^{k})$

で定義される. ベクトル $(\nu_{1}(\xi, \{s^{k}\}), \ldots, \nu_{n}(\xi, \{s^{k}\}))$ を点列 $\{s^{k}\}$ に沿っての $\xi$ の点等値という.

定義 8 ファジィゲーム $\xi\in\Delta^{N}$ と有限実現可能ファジィ提携集合 $F$ , 及び $\mathcal{M}(F)=\{\{s^{1k}\}, \ldots, \{\epsilon^{mk}\}\}$

上の重みベクトル $q=(q_{1}, .2\cdot, q_{m})\geq 0,$ $m=|\mathcal{M}(F)|,$ $\sum_{j=1}^{m}q_{j}=1$, が与えられたとき,

$\Psi_{1}^{q}.(\xi, F)=\sum_{j=1}^{m}q_{j}\nu_{1}(\xi, \{d^{k}\})$

を有限実現可能ファジィ提携集合 $F$ のもとでのゲーム $\xi$ に対するプレイヤー $i$ の確率点列値とい
う. ベクトル $\Psi^{q}(\xi, F)=(\psi_{1}^{q}(\xi, F),$

$\ldots,$
$\Psi_{n}^{q}(\xi, F))$ を $F$ のもとでのゲーム $\xi$ の確率点列値という.

確率点列値に関しても次の 3性質が成り立つことは明らかである. ただし, F-ナルプレイヤー i
は階段点列値の場合の $F$-ナルプレイヤーの–般化として, 任意の実行可能点列 $\{\epsilon^{k}\}$ に対し, $i\not\in$ ゐ

$\forall k$ を満たすプレイヤーとする.

定理 2 ファジィゲーム $\xi\in\Delta^{N}$ と有限実現可能ファジィ提携集合 $F$ , 及び $\mathcal{M}(F)=\{\{s^{1k}\}, \ldots, \{s^{lk}\}\}$

上の重みベクトル $q=(p_{1}, \ldots,p\iota)\geq 0,$ $m=|\mathcal{M}(F)|,$ $\sum_{j=1}^{m}qj=1$, が与えられたとき, 確率階
段点列値 \Phi q(\xi , F) は, ゲームに関する線形性, 全体合理性, ナルプレイヤーに対するゼロ評価
の 3性質を満足する.

次に, 区分的に滑らかな有限実現可能経路集合 F の下での, ファジィゲームの値について考え
る. この場合, 経路 \mbox{\boldmath $\sigma$} におけるプレイヤー i の限界貢献度を, この経路に沿っての \xi の値の変化で
捉える. すなわち次の定義を与える.

定鵜 9 ファジィゲーム $\xi\in\Delta^{N}$ と実現可能経路 $\sigma$ に対し, この経路上の網点 $\sigma(t)\in F$ において,
$\xi$ の 8: に関する偏微分係数 ($s:=0$ のときは右側微係数, $si=1$ のときは左側微係数) が存在す
るとき, プレイヤー i の経路 \mbox{\boldmath $\sigma$} に沿ってのゲーム \xi に対する限界貢献度は, この経路に沿っての
$+_{*\mathrm{s}}^{\sigma\iota}\partial\epsilon \mathrm{u}$ の積分すなわち

$\chi:(\xi, \sigma)=\int_{0}^{1}\frac{\partial\xi(\sigma(t))}{\partial S_{1}’}\frac{d\sigma_{1}(t)}{dt}dt$

で与えられる. また区分的に滑らかな実現可能経路の場合には, 右辺を対応する有限個の積分の
和で与えればよい. ベクトル $(\chi_{1}(\xi, \sigma),$

$\ldots,$
$\chi_{\mathrm{n}}(\xi, \sigma)$ を経路 $\sigma$ に沿っての $\xi$ の経路値という.

注意 4上の定義で, 経路値は経路のパラメータ表示に依存しない. 実際滑らかな狭義単調増加関数
$\rho$ を用いて t=p(のと変数変換 (ただしもちろん $\rho(0)=0,\rho(1)=1$) した経路を $\sigma^{j}(t)=\sigma(\rho(t’))$

とすれば, $\mu|(\xi, \sigma’)=\mu(\xi, \sigma)$ となることは, 積分の変数変換から明らかである.

定義 10 ファジィゲーム $\xi\in\Delta^{N}$ と区分的に滑らかな有限実現可能経路集合 $F= \bigcup_{j=1}^{l}\sigma^{j}$ , 及び
各経路への重みベクトル p $=(p_{1}, \ldots,p\iota)\geq 0,$ $\sum_{j=1}^{l}p_{j}=1$ が与えられたとき,

$\phi_{1}^{\mathrm{p}}.(\xi, F)=\sum_{k=1}^{l}p_{j}\chi:(\xi, \sigma^{j})$
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を滑らかな有限実現可能経路集合 $F$ のもとでのゲーム $\xi$ に対するプレイヤー $i$ の確率経路値とい

う. ベクトル’ $($ \xi , $F)=(\phi^{\mathrm{p}}(\xi, F),$
$\ldots$ ,嬬 $($ \xi , $F)$ ) を区分的に滑らかな有限実現可能経路集合 $F$ の

もとでのゲーム $\xi$ の確率経路値という.

確率経路値がゲームに関する線形性

$\phi^{\mathrm{p}}(\alpha\xi+\beta\eta,F)=\alpha\phi^{\mathrm{p}}(\xi, F)+\beta\phi^{p}(\eta, F),$ $l\alpha,\beta>0$

を満たすことは明らかである. また実行可能経路上の各点 8において $\frac{\partial\xi(s)}{\partial s_{i}}=0$ となるプレイ

ヤーを F-ナルプレイヤーと呼ぶと, $F$-ナルプレイヤー i に対し確率経路値は 0となる. また滑ら
かな経路 $\sigma(t)$ の場合で説明するが, 区分的に滑らかな経路の場合も成り立つ結果として

$\sum_{i=1}^{n}\chi_{i}(\xi, \sigma)=\sum_{i=1}^{n}\int_{0}^{1}\frac{\partial\xi(\sigma(t))}{\partial s_{1}}\frac{d\sigma_{i}(t)}{dt}dt=\int_{0}^{1}\frac{d}{dt}(\xi(\sigma(t))dt=\xi(\sigma(1))-\xi(\sigma(0))=\xi(1)$

となる. したがって, 確率経路値も全体合理性を満足する.

定理 3 ファジィゲーム $\xi\in\Delta^{N}$ と区分的に滑らかな有限実現可能経路提携集合 $F= \bigcup_{j=1}^{l}\sigma^{j}$ , 及

び $F$ 上の重みベクトル $p=(\mathrm{p}_{1}, \ldots,p\iota)\geq 0$ が与えられたとき, 確率経路値’ $($\xi , $F)$ は, ゲー

ムに関する線形性, 全体合理性, ナルプレイヤーに対するゼロ評価の 3性質を満足する.

このように, 経路値を考えることにすれば, 腐乱 $\{s^{k}\}$ に対し $s^{k}$ と $\epsilon^{k+1}$ を例えば直線で結ぶこ
とにより, 区分的に滑らかな経路が得られる. この経路に沿っての経路値を直線結合点列値と呼
ぶことにする. 対応して, 確率直線結合点目無を考えることも可能である.

5 クリスプゲームから拡張されたファジィゲームに対する値

ここでは, クリスプゲームから拡張されてできたファジィゲームについて, 提携に制限のある
場合の値について考えてみる. ここで, クリスプゲーム $v$ を拡張して得られるファジィゲーム $\xi_{v}$

とは,

$\xi_{v}(e^{S})=v(S),$ $\forall S\subseteq N$

を満たすファジィゲームのことをいう.
すでに注意したように, クリスプゲームは有限実現可能ファジィ提携集合 $E=\{e^{S}|S\subseteq N\}$ を

もつファジィゲームとみなすことができる. $v$ の拡張 $\xi_{v}$ と $E$ を組み合わせれば, もとの $v$ を考え

ていることになるのは当然である. また, 注意 3に述べたように $E$ の実現可能階段点列と $N$ の順

列が 1対 1対応する. よって次の結果が得られる.

定理 4 クリスプ協力ゲーム $v$ を拡張して得られるファジィ協力ゲーム $\xi_{v}$ に対し, その有限実現

可能ファジィ提携集合 $E$ のもとでの確率階段点列値ともとのゲーム $v$ の確率順序値が 1対 1対応
する.

さて, 次に特殊な拡張について考える. よく知られているように, クリスプゲーム全体の空間
\Gamma N は通常の和とスカラー倍によって $2^{n}$ –1次元の線形空間をなす. その基底となるのが満場–
致ゲーム $u\tau(T\neq\emptyset)$ である. すなわち, $T\subseteq N,T\neq\emptyset$ に対し,

$u_{T}(S)=\{$
1if $S\supseteq T$ ,
$0$ otherwise,

92



とすると, 任意のクリスプゲーム $v\in\Gamma^{N}$ は,
$v= \sum_{\emptyset\neq T\subseteq N}d_{T}(v)u\tau$

と満場一致ゲームの線形結合

となる. このときの係数 $d\tau(v)$ は,

$d_{T}(v)= \sum_{s\subseteq T}(-1)^{|T|-|S|}v(S)$ .

で与えられ, ゲーム $v$ に対する $T$ の (Harsanyi) ディヴィデンドと呼ばれる. 便宜的に $d_{0}(v)=0$

とおくことにすると, $v= \sum_{T\subseteq N}d_{T}(v)\mathrm{u}_{T}$ と書くことができるので, 以下ではこちらの簡明な表
記の方を用いることにする.
さて, クリスプゲームを拡張してファジィゲームに得るには, 何らかのルール, すなわち $\Gamma^{N}$ か

$\text{ら}\Delta^{N}\text{への写像}g\text{を用いればよい}$. 得られたファジィゲーム g(v) を以下では, 記法の簡明のために
$\xi_{v}$ で表すことにする. 写像 $g$ が線形であれば, $\alpha,$ $\beta\in \mathrm{R},$ $v,$

$w\in\Gamma^{N}$ に対し $\xi_{\alpha v+\beta w}=\alpha\xi_{v}+\beta\xi_{w}$

が成り立つので,

$\xi_{v}=\sum_{T\underline{\mathrm{C}}N}d_{T}(v)\xi_{u_{T}}$

となる. すなわち, 満場一致ゲームのファジィ拡張を考えればよい ([8, 10, 11]). さらに, $i\in T$

のとき $(s_{|T})_{i}=\epsilon_{i}$ で, それ以外のとき $(s_{|T})_{i}=0$ となる場合の拡張を $\mathrm{V}$-拡張と呼ぶ. 代表的な V-
拡張としては, それぞれ以下で定義される多重線形拡張 (Owen [9]) と Loviz拡張 (Lov\’asz[6])
がある.

$m_{u\tau}( \epsilon)=\prod_{i\epsilon\tau}s_{i},$ $l_{u\tau}(s)= \min_{:\in T}s:$ .

今ゲーム $v\in\Gamma^{N}$ の多重線形拡張
$m_{v}= \sum_{T\underline{\mathrm{C}}N}d\tau(v)\prod_{j\in T}\epsilon_{j}$

を考え, $F$ として唯–の滑らかな経路

$\sigma(t)=(t, \ldots,t),$ $0\leq t\leq 1$

からなる有限経路集合を考える. このとき, ゲーム mv の F のもとでの確率経路値は, $\frac{\partial m_{v}(s)}{\partial s_{i}}=$

$\sum_{T\ni:}d_{T}(v)\prod_{j\in T,j\neq i}s_{j}$
であることに注意すると

$\phi_{i}(m_{v}, F)=\int_{0}^{1}\frac{\partial m_{v}(t}{\partial s_{i}},\ldots$
‘

$t)_{dt}= \int_{0}^{1}\sum_{T\ni i}d_{T}(v)t^{|T|-1}dt=\sum_{T\ni i}\frac{d_{T}(v)}{|T|}$

となるが, これはゲーム v の Shapley 値に他ならない. Shapley 値のこの表現はもちろんすでに
Owen によって与えられているものであるが, ファジィ協力ゲームの実現可能経路集合のもとで
の確率経路値としての解釈が可能であることが示された.
この結果は, 点列値についても同様に成立する. 実際, 点列 $\{s^{0},$ $\epsilon^{1},$

$\ldots,$
$s^{\iota}\rangle,$ $s^{k}=(r_{k}, \ldots,r_{k})$

$(k=0,1, \ldots, l),$ $r_{0}=0,$ $r_{\iota}=1$ について考えると,

$t_{i}(m_{\mathrm{u}_{T}}, s^{k})=\{$

$\varpi^{1}(m_{u_{T}}(s^{k+1})-m_{u_{T}}(s^{k}))$ $i\in T$

$0$ $i\not\in T$

であるから

$\nu_{i}(m_{\mathrm{u}_{T}}, \{s^{k}\})=\frac{d_{T}(v)}{|T|}$
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となる.

次に Lov\’asz 拡張についても同様に, 同じ点列に関して

$\nu_{i}(l_{\mathrm{u}_{T}}, \{s^{k}\})=\frac{d_{T}(v)}{|T|}$

となり, Shapley値が得られる. これは Shapley値が対称性の公理を満たしていることを反映して
いる. ただし, 対称性のない拡張, 例えば $n=2$ で $\xi_{u_{N}}(s)=s_{1}s_{2}^{2}$ を考えると, 同じ経路に対して

$\phi_{1}(\xi_{u_{N}}, F)=\int_{0}^{1}t^{2}dt=\frac{1}{3}$ , 勉 (\xi uN’ $F$) $= \int_{0}^{1}2t^{2}dt=\frac{2}{3}$

となり, Shapley値とは異なる値が得られる. これに対し, このときの点列値の方は, Shapley値
と –致する. これは, 点列値には貢献したプレイヤーについてその貢献度を個別に測る力が不十
分なためである.
これらの結果は以下のように–般化される. まず $\pi\in \mathrm{I}\mathrm{I}(T)$ を $N$ 上の順列とし, $s\in[0,1]^{n}$ に

対し次のようにおく.

$(s^{\pi})_{i}=\{$
$s_{\pi(:)}$ , if $i\in T$

$s_{i}$ , if $i\not\in T$ .

定義 11実現可能ファジィ提携集合 $F$ は

$\epsilon\in F\Rightarrow\epsilon^{\pi}\in F,$ $\forall\pi\in\Pi(N)$

を満足するとき, 対称であるという.

実現可能ファジィ提携集合が対称であれば, 点列にしても経路にしても 1つが実現可能であれ
ば, その対称な点列, 経路も実現可能となる.

定義 12 クリスプゲーム $v\in\Gamma^{N}$ の肱拡張 $\xi_{v}$ は, すべての $T\subseteq N,$ $T\neq\emptyset$ に対し

$\xi_{\mathrm{u}_{T}}(s^{\pi})=\xi_{\mathrm{u}_{T}}(\epsilon),$ $\forall\pi\in\Pi(T)$

を満足するとき, 対称な拡張であるという.

定理 5 $v\in\Gamma^{N}$ をクリスプゲーム, $\xi_{v}$ を対称な払拡張とする. また, F は対称な有限実現可能
ファジィ提携集合あるいは区分的に滑らかな有限実現可能経路集合とする. このとき, それぞれ

の場合の対称な重みベクトルに対する確率点列値及び確率経路値はゲーム $v$ の Shapley値に–致

する. ここで重みベクトルが対称とは, 互いに対称な実現可能点列あるいは実現可能経路に対す
る重みが等しいことをいう.

6 おわりに

本論文では, 提携に制限のあるファジィ協カゲームに対する値と題して, 全体提携の得る利得
のプレイヤー間での配分を考察した. 空提携から全体提携への提携形成過程を考えることにより,
点列に基づく確率階段点列値, 確率鳶口値, および経路に基づく確率経路値を提案した. 値の満た
す性質として, ゲームに関する線形性, $F$-ナルプレイヤーのゼロ評価, 全体合理性 (有効性) が
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挙げられる. さらにクリスプゲームから拡張されたファジィゲームに対し, Shapley値などのクリ
スプゲームに対する既存の値を, 制限のあるファジィゲームの値として解釈することが可能であ
ることを示した. 今後の課題として, 他の実現可能ファジィ提携集合の場合の値, 値と集合値解
(特にコア) の関係, 値を特徴付ける公理系などがある.
なお, 本研究は, 日本学術振興会科学研究費補助金基盤研究 (C) 課題番号 16510114による援

助を受けている.
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