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第 1章 序文

微分形式については、古くから幾何学で研究されているにもかかわらず、
意外に知られていないことが数多く残されているように思われる. 特に、
実あるいは正則 symplectic構造のような閉微分形式から定まる幾何構造の
大域的な問題、変型やモジ $=$ ライ空間の問題は数理物理のミラー対称性か
らの研究と深い関連を持ち、ますますその重要性が増している. この論文で
問題とするのは、このような閉微分形式で定められた幾何構造の変型の問
題である. 多様体 $X$ の接束 $TX$ のゲージ群を $\mathrm{G}\mathrm{L}(TX):=\bigcup_{x\in X}\mathrm{G}\mathrm{L}(T_{x}X)$

とすると、 論点 $x\in X$ ごとの線形表現により、 ゲージ群 $\mathrm{G}\mathrm{L}(TX)$ の微
分形式 $\wedge^{*}T^{*}X$ への作用 $\rho$ が得られる, symplectic 構造など、 多くの幾
何構造はこのゲージ群の–つの軌道に入っている. このことから、筆者
はゲージ群の–つの軌道を困れば、その軌道の中にある閉微分形式とし
て、 -つの幾何構造が定まるという、アイデアを得た. これは、かなり原
始的な考え方ではあるが、 symplectic 構造を含み、更に幾何構造の変型
やトレリ型定理を考える際に問題を直接的に捉えることを可能とし、 と

きとして、問題の困難さを緩和するのではないか、 と思われる. 実際論文
[7] において多様体上、 これら幾何構造の変型理論を展開した. この応用
として、特殊なホロノミー群を持つ幾何構造、 Calabi-Yau, 超ケーラー、
G2そして Spin(7) 構造変型やモジ $=$ ライ空間を統–的に構成できるよう
になった. これらは、従来、 リーマン計量、複素構造から捉えられていた
が、 ある軌道に入っている閉微分形式のシステムの定める幾何構造とし
て見ることが適切であった.
さて、 この幾何構造はかなり -般的なもので、適用範囲は特殊なホロ

ノミー群を持つ幾何構造を遥かに超えていることが、期待される.
実効性のある具体的な幾何構造の例を挙げるためには幾何構造から定

まる cohomology 群についての情報が必要で、困難があったのだが、正則
symplectic 構造について、変型の障害が消える判定条件、および局所ト
レリ型定理が成立するこ判定条件がかなり、 明解になったので、 これを
報告したい. 特に、複素幕零多様体上の正則 symplectic 構造の場合はこ
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の判定条件を満たしている. 幕零多様体とは複素幕零リー群を離散群で
割った compact 多様体のことをいう. 岩沢多様体などが典型的な例であ
る. 岩沢多様体と楕円曲線との直積には正則な symplectic 形式が存在す
る ( $d$-colsed な非退化複素 2次形式). この場合、複素構造の変型は障害を
もつが、 正則な symplectic構造の変型の障害が消えているという状況が
起こっている. 複素丁零多様体はケーラー多様体ならば、複素トーラスと
なることが知られて $\mathrm{A}\mathrm{a}$ るため、 これは non-K\"ahler でありながら、変型の
モジ=-ライ空間が非特異になる興味深い対象である. さて、 すると、 $-$

般にコンパクト正則 symplectic 多様体の変型の障害は消えているのか ?

という問題が考えられるが、 この反例を複素可解多様体を使って与え
ることができる.
この変型理論はまた、正則 symplectic 構造とそれについての正則 La-

grangian 多様体のペアの変型に適用することが可能であり、相対 coho-
mology 群についての非障害性判定条件を与えることが、出来ることと
なる.

1.1 正則 symplectic 構造
$V$ を $4n$ 次元の実ベクトル空間とし、ゐを $V$ 上の複素構造とすれば、

$V$ 上の複素形式 $\wedge^{*}V^{*}\otimes \mathrm{C}$ は $(p, q)$ 型形式に分解する、

$\wedge^{*}V^{*}\otimes \mathrm{C}=\oplus_{p,q}\wedge^{p,q}$ .

$V$ 上の $J_{V}$ についての正則 symplectic 構造 $\phi_{V}$ とは、非退化な複素 $(2, 0)$

形式であるとする. 、つまり、

$S(V, J_{V})$ を $V$ 上、 $J_{V}$ について正則 symplectic 構造全体の集合とする.
5(V) を $V$ 上の複素構造全体の集合とし、 $\mathcal{P}(V)$ を $V$ 上の正則 symplectic
構造と複素構造のペアの集合とする、すなわち、

$\mathcal{P}(V)=\{(\phi_{V},J_{V})|\phi_{V}\in S(V,J_{V}), J_{\mathrm{t}}, \in J(V)\}$ .

$P(V)$ の第-成分への射影を $p_{1}$ : $P(V)arrow\wedge^{2}V^{*}\otimes \mathrm{C}$ とし、 射影 $p_{1}$ の像
$p_{1}(\mathcal{P}(V))$ を $A(V)$ とする,

$A(V):=p_{1}(\mathcal{P}(V))$ .
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$A(V)$ は複素 2次形式で、ある複素構造 $J_{V}$ について正則 symplectic 構
造となるもの全体であるから、 $\phi_{V}$ の標準形として、 $J_{V}$ について $(1, 0)$

型形式 $\wedge^{1,0}$ の基底 $\{\theta^{i}\}_{i=1}^{2n}$ が存在し、

(1.1) $\phi_{V}=\theta^{1}\wedge\theta^{2}+\cdots+\theta^{2n- 1}\wedge\theta^{2n}$,

と表現される. このことから、実線形群 $\mathrm{G}\mathrm{L}(V)\cong \mathrm{G}\mathrm{L}(4n, \mathrm{R})$ は $A(V)$ に

推移的に作用し、 isotorpy 群は $\mathrm{S}\mathrm{p}(2n, \mathrm{C})$ となるので、 $A(V)$ は等質空間
$\mathrm{G}\mathrm{L}(4n, \mathrm{R})/\mathrm{S}\mathrm{p}(2n\mathrm{C})$ と同-視される. また $A(V)$ は $\mathrm{G}\mathrm{L}(V)$ の複素 2次
形式への作用の軌道となっている.

定義 1.1 軌道 $A(V)$ を $V$ 上の正則 symplectic 構造の軌道ということに
する.

ここで、視点を変える、すなわち、微分形式 $\phi_{V}$ から、複素構造が ”canon-
ical” に決まってしまうことに着目する,

補題 1.2 $\phi_{V}$ を正則 symplectic 構造とする複素構造はただ-つ、である.

つまり、微分形式 $\phi_{V}$ は複素構造を」のを定め、 Jのについて、 $\phi_{V}$ は正

貝 IJ symplectic 構造となる.

証明 $v\in V$ の $\phi_{V}$ への内部積 $i_{v}\phi_{V}$ により、複素部分空間 $E_{\phi_{V}}^{0}$ を

$E_{\phi_{V}}^{0}:=\{i_{v}\phi_{V}|v\in V\}$ .

とする. $\phi_{V}$ の標準型 (1-1) を見れば、 $v\otimes \mathrm{c}$ は $E_{\phi_{V}}^{0}$ とその複素共役 $\overline{E_{\phi_{V}}^{0}}$

の直和に分解していることが分かる,

$V^{*}\otimes \mathrm{C}=E_{\phi_{V}}^{0}\oplus\overline{E_{\phi_{V}}^{0}}$ .

ゆえに、 $E_{\phi_{V}}^{0}$ を $(1, 0)$ 型形式、複素共役 $\overline{E_{\phi_{V}}^{0}}$ を $(0,1)$ 型形式とする $V$ 上

の複素構造 $J_{\phi_{V}}$ が唯–つ、定まり、 $\phi_{V}$ は $J_{V}$ について正則 symplecti$\mathrm{c}$構
造となる. $q.e.d$. これから、 正則 symplectic 構造の軌道 $A(V)$ から複素
構造全体の集合 $J(V)$ への写像が $\phi_{V}rightarrow J_{\phi_{V}}$ により、 定まる、

$\pi_{V}:A(V)arrow J(V)$ .

この上への写像 $\pi$ は fibre bundle を与えており、等質空間を使って書けば、

$A(V)$ $rightarrow\pi$ $J(V)$

$\mathrm{G}\mathrm{L}(V)/Sp(2n, \mathrm{C})\underline{\simeq}\downarrowrightarrow \mathrm{G}\mathrm{L}(V)/\mathrm{G}\mathrm{L}(2n, \mathrm{C})\underline{\simeq}\downarrow$
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次に多様体 $X$ 上で考えることにする. 各接空間 $T_{x}X$ 上で正則 symplectic
構造の軌道 $A(T_{x}X)$ を考え、全ての $x\in X$ についての和をとれば、 $X$ 上

の fibre 束 $A(X)arrow X$ が得られる、

$A(X):= \bigcup_{x\in X}A(T_{x}X)arrow X$
.

ここで、 $A(X)$ は $X$ 上の 2次形式全体の空間の中の部分多様体として、
位相が自然に入ることになる. $\mathcal{E}(X)$ を fibre 束 $A(X)$ の $C^{\infty}$-sections の
全体の集合とする、

$\mathcal{E}(X)=C^{\infty}(X,A(X))$ .

つ section $\phi\in \mathcal{E}(X)$ を取れば、 これは複素 2次形式で各接空間 $T_{x}X$

ごとに補題 1-2より、複素構造を定めるので、 $X$ 上の概複素構造 $J_{\phi}$ が

決まる.

補題 1.3 もしも、 $\phi\in \mathcal{E}(X)$ が閉微分形式ならば、対応して定める概複素
構造 $J_{\phi}$ は積分可能であり、 $J_{\phi}$ について、 $\phi$ は正則な $d$-closed symplectic
$f_{\mathit{0}7}\cdot m$ となる.

証明 $\phi$ は $A(X)$ の section であるから、 $J_{\phi}$ について、 $(1, 0)$ 型形式の局

所基底 $\{\theta^{1}, \cdots, \theta^{2n}\}$ があり、 $\phi$ は

$\phi=\theta^{1}\wedge\theta^{2}+\cdots+\theta^{2n- 1}\wedge\theta^{2n}$ ,

で与えられる. $d\phi=0$ なので、 $d\theta^{i}\in\wedge^{2,0}\otimes\wedge^{1,1}$ となることが分かる.
ゆえに、 Newlander-Nirenberg の概複素構造の積分可能性に関する定理か
ら、 $J_{\phi}$ は積分可能であることが分かる. q.e.d. これから、 $\phi\in\overline{\mathcal{M}}(X)$

を $X$ 正則 symplectic 構造ということにする 次に $\overline{\mathcal{M}}(X)$ を d-closed な
$\mathcal{E}(X)$ の section 全体の集合とする、

$\overline{\mathcal{M}}(X)=\{\phi\in \mathcal{E}(X)|d\phi=0\}$ .

$x$ の微分同相写像全体のなす群 $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(X)$ は $\overline{\mathcal{M}}(X)$ に引き戻しにより作
用している. $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{0}(X)$ を $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(X)$ の単位元を含む連結成分とし、 $x$ 上の

正則 symplectic 構造のモジ $\mathrm{n}$ ライ空間 $\mathcal{M}(X)$ を $\overline{\mathcal{M}}(X)$ の $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{0}(X)$ に

よる商空間として定義する,

$\mathcal{M}(X)=\overline{\mathcal{M}}(X)/\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{0}(X)$.
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すると、正則 symplectic 構造 $\phi$ の de Rham cohomology class $[\phi]\in$

$H^{2}(X, \mathrm{C})$ をとることにより、 写像 $P:\mathcal{M}(X)arrow H^{2}(X, \mathrm{C})$ が定まる,

$P:\mathcal{M}(X)arrow H^{2}(X,\mathrm{C})$ .

この写像 $P$ を周期写像ということにする.

1.2 正則 symplectic 構造の変型理論
$\phi$ を $X$ 上の正則 symplectic 構造とし、対応して決まる複素構造を $J_{\phi}$

とする. $\phi$ の $\mathcal{E}(X)\sim$ の中での変型は $a\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(TX)$ にたいして、 ゲージ群
$e^{a}\in \mathrm{G}\mathrm{L}(TX)$ の作用により、

$\rho_{e^{a}}\phi$ ,

で与えられる. (ここで、 $d$-closedness はまだ仮定していないことに注意)
ゲージ群 $\mathrm{G}\mathrm{L}(TX\underline{)}$のリー環は End$(TX)$ であり、 End$(TX)$ の微分作用
を $\hat{\rho}$ とすれば、 $\mathcal{M}(X)$ の $\phi$ での接空間 $T_{\phi}\overline{\mathcal{M}}(X)$ は

$T_{\phi}\overline{\mathcal{M}}(X)=\{\hat{\rho}_{a}\phi|a\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(TX)\}$ ,

となる. さて、 $\phi$ の変型にとって重要な変型胃体を構成しよう. $x$ 上のベ

クトル束が $(=E_{\phi}^{0}(X))$ を内部積を使って、

$E^{0}:=\{i_{v}\phi|v\in TX\}$ ,

とする. $E^{0}$ から、 $\wedge^{*}T^{*}X$ 上生成される次数つき加群 (graded module) を

$E(X)=\oplus_{k=0}^{2n- 1}E^{k}$

とする. ここで、

(1.2) $E^{1}=\mathrm{S}\mathrm{p}\bm{\mathrm{t}}\{\theta\wedge i_{v}\phi|\theta\in T^{*}X, v\in TX\}$

(1.3) $=\mathrm{S}\mathrm{p}\bm{\mathrm{t}}\{\hat{\rho}_{a}\phi|a\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(TX)\}$ ,

(1.4) $E^{2}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{\alpha\wedge i_{v}\phi|\alpha\in\wedge^{2}T^{*}X,v\in TX\}$.

であり、 $E^{1}=T_{\phi}\overline{\mathcal{M}}(X)$ となっている. また \S 1で見たように’ $=\wedge^{1,0}$

であるので、 $E^{k}$ は
$E^{k}=$

$\bigoplus_{p>1,>0,p\mp q=\mathrm{b}\mp 1}\wedge^{p,q}$
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となっている. このとき、 $E(X)$ は外微分作用素 $d$ により不変であり、微

分複体孝\mbox{\boldmath $\phi$}

$(\neq_{\phi})$
$0arrow E^{0}rightarrow E^{1}rightarrow E^{2}arrow d_{0}d_{1}d_{2}$ .

が得られる. 微分複体の cohomology 群を $H^{k}(\neq_{\phi})$ とする,

$H^{k}( \neq_{\phi}):=\frac{\{a\in\Gamma(E^{k})|d_{k}a=0\}}{\{d_{k- 1}b|b\in\Gamma(E^{k-1})\}}$

さて、 モジ=ライ空間 $\mathcal{M}(X)$ の形式的な接空間を考えよう. $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{0}(X)$ の

$\overline{\mathcal{M}}(X)$ への作用の $\phi$ での接空間はリー微分をもちいて、 $\mathcal{L}_{v}\phi(v\in TX)$ の

形の微分形式全体で与えられる. $\phi$ は $d$-closed なので、 $\mathcal{L}_{v}\phi=di_{v}\phi$ とな

り、 $E^{0}=\{i_{v}\emptyset\underline{|v}\in TX\}$ であるから、微分平体 $\#_{\phi}$ において、 $d_{0}\Gamma(E^{0})$

が $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{0}(X)$ の $\mathcal{M}(X)$ への作用の $\phi$ での接空間となる. このことから、

補題 1.4微分複体の 1次の cohomology 群 $H^{1}(\neq_{\phi})$ はモジュライ空間

$\mathcal{M}(X)$ の $\phi$ での形式的な接空間となる.

このとき、次の問題が自然に見えてくる:
問題 2-2この形式的な接空間 $H^{1}(\neq_{\phi})$ の元は実際に正則 symplectic 構

造 $\phi$ の変型を与えるのであろうか? 変形を与えるために、何か障害はあ
るのだろうか ?
これが、変型の障害の問題である. つまり、

定義 1.5 もしも、 全ての $H^{1}(\neq_{\phi})$ の元にたいして、その代表元 $a$ が正

則 symplectic 構造 $\phi$ の変型 $\{\phi_{t}\}$ を生成しているとき、 $\phi$ の変型の障害

は消えている (非障害的) という. すなわち、

$a= \frac{d}{dt}\phi_{t}|_{t=0},$ $(\phi=\phi_{0})$ .

$\phi$ の変型のためには次の非線形偏微分方程式を多様体 $x$ 上解くことに

なる、

(1.5) $d\rho_{e^{a}(t)}\phi=0$ ,

ここで、 $a(t)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(TX)$ であり、非線形方程式 (??) を線形化した方程式
はリー環 End$(\mathrm{T}\mathrm{X})$ の作用により、

(1.6) $d\hat{\rho}_{a}\phi=0$
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ここで、 $a$ は

$\frac{d}{dt}a(t)|_{t=0}=a$

で与えれているとする. 線形化された方程式 (1.6) の解が形式的な接空間
であり、 ゆえに変型の障害の問題とは、線形化した方程式の解はいつ、 も

との非線形方程式 (1.5) の解を生成するか、 という問題となっている. こ

れは、 複素構造の変型理論 (小平-Spencer理論) における変型の障害の
問題と同じように、一般にはとても難しい問題であるが、我々の場合は、
微分形式を使うことにより、次のような効果的な障害の存在の判定条件
が得られる.
$\phi$ の微分複体尭\mbox{\boldmath $\phi$} は de Rham 肋肉 $(\mathrm{d}\mathrm{R})$ の部分六体となっている、

$0rightarrow E^{0}rightarrow E^{1}rightarrow E^{2}arrow d_{0}dd_{2}$ ...
$\downarrow$ $\downarrow$ $\downarrow$ $\downarrow$

$\wedge^{0}arrow\wedge^{1}rightarrow\wedge^{2}arrow\wedge^{3}rightarrow dddd$ ...
ゆえに、 $\#_{\phi}$ の cohomology 群 $H^{k}(\neq_{\phi})$ から、 de Rham cohomology 群
$H^{k+1}(X, \mathrm{C})$ への写像

$p_{\phi}^{k}:H^{k}(\neq_{\phi})arrow H^{k+1}(X,\mathrm{C})$

が得られる. このとき、

定理 1.6写像 $p_{\phi}^{2}$ が単射ならば、正則 symplectic 構造 $\phi$ の変型は非障害
的である.

また、 モジュライ空間の周期写像 $P:\mathcal{M}(X)arrow H^{2}(X\mathrm{C})$ が局所的に単
射であるとき、モジ $\mathrm{n}$ ライ空間は de Rham cohomology 群により、 自然
な座標を持つことになる. このことを、局所トレリ型定理が成立すると
いうことにする.

定理 1.7写像 $p_{\phi}^{1}$ と $p_{\phi}^{2}$ が単射ならば、周期写像 $P$ は $\phi$ の十分小さい近
傍で単射となる.

定理 16と 1.7を合わせると、次が成立する、

定理 1.8写像 $p_{\phi}^{1},p_{\phi}^{2}$ が共に単射ならば、モジ=ライ空間 $\mathcal{M}(X)$ の $\phi$ の

近傍は $H^{1}(\neq_{\phi})$ の開集合と同型となり、周期写像 $P$ は $\phi$ の近傍で単射
となる.
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これらの Theorem 1.6, 1.7はそれぞれ論文 [7] の Theorem 1.7, 1.10を正則

symplectic 構造の場合に適用して得られる. $\phi$ の変型複体 $\#_{\phi}$ は de Rham
複体 $(\mathrm{d}\mathrm{R})$ の部分複体であり、商複体は ドルボー複説 $\wedge^{0,*}=(\wedge^{0,*},\overline{\partial})$ と

なっているので、短完全列、

$0arrow\neq_{\phi}arrow(dR)rightarrow\wedge^{0,*}rightarrow 0$

が得られる. すると、長完全列

$...arrow H_{\frac{0}{\partial’}}^{k}(X)rightarrow H^{k}(\neq_{\phi})rightarrow H^{k+1}(X,\mathrm{C})\delta_{k}p_{\phi}^{k}arrow\ldots$ ,

より、

補題 1.9 $p_{\phi}^{k}$ が単射であることは、 coboundary 写像 $\delta_{k}$ が零写像であるこ
とと同値となる.

注意 1.10正則 symplectic 構造の研究については、既にいくつかの結果
が知られている. (X, $J_{\phi}$ ) がケーラー多様体ならば、 Bogomorot’-Tian -

Todorov の定理より、変型は非障害的であり、局所トレリ型定理が成立す
る. これについては Twistor理論を使った証明もある. この結果は Hodge
to de Rham spectral sequence が $E_{1}$ -term で退化すれば、変型は非障害
的であり、局所トレリ型定理が成立する、 という形に–般化される.

注意 1.11非ケーラーな正則 symplectyi$c$ 構造をもつ複素多様体の複素構
造の変型については、 [11] がある しかし、正則 symplectyic 構造の変形
とは–般に–致しない. また、 non-compact な場合を含めて形式的な変
形を取り扱ったものとして \mu 可がある.

定理 1.8は Hodge to de Rham spectral sequence の言葉で表現すること
ができる. $F^{p}\wedge^{*}(=F_{\phi}^{p})$ を

$F^{p} \wedge^{*}=\bigoplus_{r\geq p,s\geq 0}\wedge^{r,s}$
,

とする. 外微分作用素 $d$ により、 $d:F^{p}\wedge^{*}arrow F^{p}\wedge^{*+1}$ となることから、
$F^{p}\wedge^{*}$ は de Rham 複体の部分複体となり、 filterd complex,

$\wedge^{*}=F^{0}\wedge^{*}\supset F^{1}\wedge^{*}\supset F^{2}\wedge^{*}\supset\cdots\supset F^{2n+1}W^{*}=\{0\}$ ,

8

10



が得られる. 特に、 $F^{1}\wedge^{*}$ が正則 symplectic構造の変型の変型複体 $\#_{\phi}$ であ

る. すると、filterd complex $\{F^{p}\wedge^{*}\}_{p=0}^{2n+1}$ から spectral sequence $\{E_{r}^{p,q}, d_{E_{f}^{p,q}}\}$

が得られる. この spectral sequence の $E_{0}$-term は

(1.7) $E_{0^{q}}^{p)}=F^{p}\wedge^{p+q}/F^{p+1}\wedge^{p+q}\cong\wedge^{p,q}$,

(1.8) $d_{E_{0}}\cong\overline{\partial}:\wedge^{\mathrm{p},q}arrow\wedge^{p,q+1}$ ,

ゆえに、 $E_{1}$-term はト “ルボー cohomology 群で与えられる、

$E_{1}^{p,q}\cong H_{\frac{p}{\partial},q}(X)$ .
この spectral sequence は $E_{\infty}^{p,q}=\mathrm{G}\mathrm{r}^{p}H^{p+q}(X, \mathrm{C})$ に退化しており、Hodge
to de Rham spectral sequence という. さて、 $E_{1}^{0,q}$ のところに注目しよう、

$d_{E_{1}^{0_{q}:}},E_{1}^{0,q}arrow E_{1}^{1,q}$ .
補題 1.12写像 $p_{\phi}^{k}$ : $H^{k}(\neq_{\phi})arrow H^{k+1}(X, \mathrm{C})$ が零写像であることと $d_{E^{0,k},}$

$(\forall r\geq 1)$ が零写像であることは同値である.

証明 $d_{E_{1}^{0.k}}=0$ であることは、 $da\in F^{1}\wedge^{k+1}$ となる、全ての $a\in F^{0}\wedge^{k}$ に

たいして、 $b^{(1)}\in F^{1}\wedge^{k}$ が存在し、

(1.9) $da\equiv-db^{(1)}$ (mod $F^{2}\wedge^{k+1}$ )

となることと、 同値である. 同様に、 $d_{E_{r}^{0,k}}=0$ は $da\in F^{r}\wedge^{k+1}$ となる全
ての $a\in ffl\wedge^{k}$ にたいして、 $b^{(r)}\in F^{1}\wedge^{k}$ が存在し、

(1.10) $da\equiv-db^{(r)}$ (mod $F^{\mathrm{r}+1}\wedge^{k+1}$ )

となることと同値である. $p_{\phi}^{k}=0$ という条件は $a\in\wedge^{k}$ が $da\in F^{1}\wedge^{k+1}$

となるならば、 $da=-db$ となる $b\in F^{1}\wedge^{k}$ が存在することと、 同値であ
る. ゆえに、 (1.9), (1.10) から、 $p_{\phi}^{k}=0$ ならば、 $d_{E^{0,k}},.=0$ となる. 逆
に、 $d_{E_{f}^{0,k}}=0_{f}(\forall r\geq 1)$ とすると、 $da\in F^{1}\wedge^{k+1}$ ならば、 (1.9りから、
$d(a+b^{(1)})\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} F^{2}\wedge^{k+1})$ となる $b^{(1)}$ が存在する. (1.10) を繰り返
し帰納的に使うと、 $F^{k+2}\wedge^{k+1}=\{0\}$ であるから、

$d(a+ \sum_{i=1}^{k+2}b^{(i)})=0$ .

$b=- \sum_{i=1}^{k+2}b^{(i)}$ とすれば、 $da=db(b\in F^{1}\wedge^{k})$ であり、 $p_{\phi}^{k}=0$ となる.
$q.e.d$. この補題により、 Hodge to de Rhan spectral sequence が $E_{1}$ 項で
の退化していなくても、 $E_{r}^{0,q}(r\geq 1)$ で退化していれば、正則 symplectic
多様体の変形は非特異になり、局所トレリ型定理が成立することを示し
ている.

9

11



1.3 複素幕零多様体上の正則 symplectic 構造
の変型

複素幕零多様体 $x$ とは、複素リー群 $G$ を離散部分群 $\Gamma$ で割って得ら
れる複素多様体 $G/\Gamma$ のこととする. $X=G/\Gamma$ に正則 stmplectic 構造 $\phi$

があるとき、 $\phi$ の変型について、次の定理が成立する,

定理 1.13 コンパクト複素幕零多様体 $X=G/\Gamma$ 上の正則 symplectic 構
造 $\phi$ の変型は常に非障害的であり、更に周期写像 $P:\mathcal{M}(X)arrow H^{2}(X, \mathrm{C})$

は $\phi$ の近傍で単射となる (局所トレリ型定理が成立している).

この定理の証明には、次の坂根による、 コンパクト複素幕零多様体 $X=$

$G/\Gamma$ のドルボー cohomology 群の記述を用いる,

定理 1.14 (坂根) $\mathrm{g}^{0,1}$ をリー群 $G$ の左不変な反正則なベクトル場全体の
なすリー環とし、 リー環 $\mathfrak{g}^{0,1}$ のリー環の $k$ 次の cohomology群を $H^{k}(\mathfrak{g}^{0,1})$

とする. コンパクト複素幕零多様体 $X=G/\Gamma$ のドルボー cohomology 群
を $H \frac{0}{\partial},(kX)$ とすれば、 $H^{k}(\mathfrak{g}^{0,1})$ から、 $H \frac{0}{\partial},(kX)$ への自然な写像は同型で
ある. 更に、 $H \frac{p}{\partial},q(X)$ は

$H_{\frac{p}{\partial},q}(X)\cong H^{q}(g^{0,1})\otimes(\wedge^{p}g^{1,0})$

.

により、 与えられる.

証明 [定理 1.13の証明] 定理 1.6および、補題 1.9より、 coboundary 写像
$\delta_{k}$ : $H \frac{0}{\partial’}(kX)arrow H^{k}(\neq_{\phi})$ が零写像であることを示せばよい. 定理 1.14
から、 $H \frac{0}{\partial},(kX)$ の各クラスの代表元として、左不変な $(\mathrm{O}, k)$ 型の形式 $a$

がとれる. $\overline{\partial}a=0$ であるが、複素共役 $\overline{a}$ は正則な微分形式であるから、
$\partial a=0$ , つまり $da=0$ となる coboundary map $\delta_{k}$ は

$\overline{\delta}_{k}([a])=[da]=0\in H^{k}(\neq_{\phi})$ ,

となり、零写像である. $q.e.d$. この証明方法は次のような、一般のコンパ
クト正則 symplectic 多様体にも、適用できる、

定理 1.15 $X$ をコンパク トな多様体とし、 $\phi$ を $X$ 上の正則 symplectic
構造とする. 複素構造 $J_{\phi}$ に関して、 $\dim H\frac{0}{\partial’}(2X)=1$ ならば、 $\phi$ の変型
は非障害的である.
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証明定理 1.6および、補題 1.9から、 $\delta_{2}$ が零写像であることを示せばよ
い. $[\overline{\phi}]\neq 0$ より、 $\mathrm{H}\frac{0}{\partial},2(X)$ は $[\phi]$ によって生成されている. このとき、
coboundary map $\delta_{2}$ ta

$\delta_{2}[\overline{\phi}]=[d\overline{\phi}]=0\in H^{2}(\neq_{\phi})$ ,

より、 零写像となる. $q.e.d$.
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第 2章 一般化された幾何構造と
変型理論

2.1 一般化された幾何構造についての序文
$n(=2m)$ 次元の実多様体 $X$ 上の概複素構造とは、 自乗して $-1$ とな

る End$(TX)$ の元のことであり、 これらは線型群 $\mathrm{G}\mathrm{L}(TX)$ の adjoint 作
用に関する軌道をなしている。概複素構造に積分条件 (Nienhuis tensor
$=0)$ を課したものが、複素構造である。 $X$ 上の実 symplectic 構造とは、
$d$-closed な非退化 2次微分形式である。実 symplectic 構造も $\mathrm{G}\mathrm{L}(TX)$ の

2次微分形式への作用に関する軌道をなしており、 $d$-closed 条件は積分条
件とみなすことができる。複素構造, 実 symplectic 構造以外にも、多く
の重要な幾何構造は $\mathrm{G}\mathrm{L}(TX)$ のテンソル空間への作用に関する軌道から
決まっている。 特に微分形式への作用に関する軌道の定める幾何構造と
して、 Calabi-Yau, hyPerK\"ahler, $G_{2}$ そして Spin(7)構造などを捉えられ、
この視点から、 これらの幾何構造の変形や、 moduli space の構成が可能
となっている。
しかしながら、最近 Hitchin, Gualtieri など、 により導入された general-
ized complex structure や geberalized K\"ahler 構造は $\mathrm{G}\mathrm{L}(TX)$ を含むさ
らに大きな変換群を用いて幾何構造を再構成する可能性を示唆している
$[9],[10],[13]$ 。接束 $T:=TX$ と余接束 $T^{*}:=T^{*}X$ を対等に扱うという立

場にたち、 これらの直和 $T\oplus T^{*}$ を考える。 $T\oplus T^{*}$ には符号数 $(n, n)$ の

内積 $\langle, \rangle$ があり、直交群 $\mathrm{O}(T\oplus T^{*})$ , 特殊直交群 $\mathrm{S}\mathrm{O}(T\oplus T^{*})$ が定義され

る。 $X$ 上の almost generalized complex structure $J$ を自乗して $-1$ とな

る $\mathrm{S}\mathrm{O}(T\oplus T^{*})$ の元とし、 $J$ がある種の積分条件をみたすとき、 general-
ized complex structure という。 Generalized complex structures 全体は群
O(T\oplus Tりの End$(T\oplus T^{*})$ への作用に関する軌道となっている。 $J$ を通

常の $X$ 上の複素構造とし、 $J^{*}$ を $\tau*$ 上の複素構造とすると、 generalized
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complex structure $J_{J}$ が次の行列により定まる :

$J_{J}=$

また、 $\omega$ を $X$ 上の symplectic 構造とすると、 generalized complex struc-
ture ,$J_{\omega}l^{\theta}1$

$J_{\omega}=$

により、 定まる。 (ここで $\omega$ : $Tarrow\tau*,$ $\omega^{-1}$ : $\tau*arrow T$ とみていること
に注意) つまり、複素構造と symplectic 構造はそれぞれ、 generalized
complex structures を与え、 これらは $\mathrm{O}(T\oplus T^{*})$ の変換で移りあってい
る。
さて、 この章では、 以前 [7] で構成した、 $\mathrm{G}L(T)$ の軌道から決まる閉微
分形式の定める幾何構造をこのような–般化された幾何構造を含む形で
拡張することを試みる。 この際、 $T\oplus\tau*$ の Clifford 代数 CL(T\oplus Tり
が微分形式の空間に自然に作用していることが、 重要である。 (この作
用は Spin 表現そのものである.) Clifford 代数の中には様々なリー群が
あるが、特に conformal pin group Cpin $(=C\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(V\oplus V^{*}))$ に着目する.
Spin 表現の制限により、 Cpin$(V\oplus V^{*})$ も微分形式の空間に作用してい
る. ここでは、微分形式の空間 $\wedge^{*}T^{*}$ の Spin群の軌道をーつ決めるごと
に、 対応する幾何構造が定まると考えることにする。 これらを–般化さ
れた幾何構造ということにする [8]。 (Spin群では微分同相写像の作用の
もとで不変にならないために、 conformal pin group を使う。 (2.2.2) 節参
照) $\mathrm{G}\mathrm{L}_{0}(TX)$ を $\mathrm{G}\mathrm{L}(TX)$ の単位元を含む連結成分とすると、包含写像
$\mathrm{G}\mathrm{L}_{0}(T)\subset \mathrm{C}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(T\oplus T^{*})$ より、 Cpin$(T\oplus T")$ 軌道は $\mathrm{G}\mathrm{L}_{0}(T)$ 軌道を含ん
でいる。すると、 Calabi-Yau, hyper\"ahler など、 $\mathrm{G}\mathrm{L}_{0}(T)$ の軌道から定ま
る通常の幾何構造は Spin$(T\oplus T^{*})$ 軌道を唯–つ定め、対応する -般化さ
れた Calabi-Yau, hyperK曲 ler 構造などが定義されることになる。 更に、
これら、一般化された幾何構造の変形理論を構成し、変形の障害の問題、
局所トレリ型定理について、論じていく。おもしろいことに、 $\mathrm{G}L_{0}(T)$ 軌
道のときの、方法が自然に適用できて、例えば、 次のような結果が得ら
れる,
定理 2.7一般化された Calabi-Yau (metrical) 構造の変形に障害は消えて
おり、 局所トレリ型定理が成立している。
\S 1では、符号が $(n, n)$ の内積にかんする Clifford 代数、Spin 群 conformal
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pin 群などについて解説する。 2-form $B$ や、 2-vector $\beta$ を指数関数の肩に

載せた $e^{B}$ , あるいは $e^{\beta}$ の作用が Spin 群の元であることが示される。 (これ
らの作用は forms の degree を保たないことに注意) \S 2. では、 conformal
pin 群の軌道の定める幾何構造を導入し、その変形理論を確立する。 \S 3.
では generalized $\mathrm{S}\mathrm{L}_{n}(\mathrm{C})$ 構造、 generalized $C$ alabi-Yau 構造などを導入
し、 これらの幾何構造の変形について、論じる。

2.2 代数的準備

2.2.1 Clifford algebra and Spin group
$V$ を $2m$ 次元の実ベクトル空間、 $V^{*}$ を $V$ の双対空間とする。 $V$ と

$V^{*}$ の四和 $V\oplus V^{*}$ に不定値計量 $\langle$ , $)$ を次のように定めることにする :
$E=v+\eta,$ $F=w+\xi\in V\oplus V^{*}$ にたいして、

(2.1) $(E, F \rangle:=\frac{1}{2}\eta(w)+\frac{1}{2}\xi(v)$ ,

ここで、 $v,$ $w\in V,$ $\eta,$ $\xi\in V^{*}$ とし、 $V$ と $V^{*}$ の自然な coupling をそれぞ
れ $\eta(w),$ $\xi(v)$ としている。 (特に $||E||^{2}=\langle E,$ $E\rangle$ とする) $V\oplus V^{*}$ を $4m$

次元のベクトル空間とみて、 $V\oplus V^{*}$ の $k$次のテンソル空間を $\otimes^{k}(V\oplus V^{*})$

とし、 テンソル空間を

(2.2) $\otimes(V\oplus V^{*}):=\sum_{k=0}^{\infty}\otimes^{k}(V\oplus V^{*})$

とする。 ここで、 $\otimes^{0}(V\oplus V^{*})=\mathrm{R}$ としていることに注意。集合 $\{E\otimes$

$E-||E||^{2}1|E\in V\oplus V^{*}\}$ から生成される両側イデアル $\mathcal{I}$ による商代
数を Clifford 代数という:

(2.3) $CL(V\oplus V^{*}):=,\otimes(V\oplus V^{*})/\mathcal{I}$.

Clifford 代数における積を Clifford 積といい、 $\alpha\cdot\beta(\alpha, \beta\in CL(V\oplus V^{*}))$

と表すことにする。 すると、 $E,$ $F\in V\oplus V^{*}$ にたいして、

(2.4) $E\cdot F+F\cdot E=(E,F\rangle 1$

が成立する。両側イデアル $\mathcal{I}$ が degree 2の元から生成されていることか
ら、 Clifford 代数は偶数および奇数の degree の部分に分解する :

$\mathrm{C}L(V\oplus V^{*}):=CL^{\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}}(V\oplus V^{*})\oplus C\mathrm{L}^{\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}}(V\oplus V^{*})$ .
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Clifford 代数には二つの involution があり、大切な役割を演じる。 -つは

Clifford 代数の偶奇性を利用し、 $\alpha\in CL(V\oplus V^{*})$ にたいして、

$\overline{\alpha}=\{+\alpha-\alpha’,$ $(\alpha\in \mathrm{C}\mathrm{L}^{\mathrm{e}\mathrm{v}e\mathrm{n}})(\alpha\in C\mathrm{L}^{\circ \mathrm{d}\mathrm{d}})$

’

として、 定義される。 もう -つは $\alpha=E_{1}\cdot E_{2}\cdots E_{k}\in CL(V\oplus V^{*})$ の順
番を逆にして元を並べ替えたものである :

(2.5) $\sigma(\alpha):=E_{k}\cdots E_{2}\cdot E_{1}$ , $(E_{i}\in V\oplus V^{*},i=1,\cdots,k)$ .
$\mathrm{R}$-module としての同型: $\wedge^{*}(V\oplus V^{*})\cong \mathrm{C}\mathrm{L}(V\oplus V^{*})$ から、 $\mathrm{C}\mathrm{L}(V\oplus V^{*})$

には自然な計量が定まり、

$\langle\alpha,\beta\rangle=\langle 1, \sigma(\alpha)\cdot\beta\rangle$ , $(\alpha,\beta\in C\mathrm{L}(V\oplus V^{*})$

を満たす。 Clifford norm を

$||\alpha||:=\langle\alpha,\alpha\rangle=\langle 1, \sigma(\alpha)\cdot\alpha\rangle$

と書くことにする。 さて、 $V$ 上の $p$ 次形式のなす空間を $\Lambda^{\mathrm{p}}V^{*}$ とし、 $S$

を
$S:=\oplus_{k=0}\wedge^{p}V^{*}$

とする。 $V\oplus V^{*}$ の $S$ への作用を内部積と外部積を用いて、

$E\cdot\phi:=i_{v}\phi+\eta\wedge\phi$ , $(E=v+\eta, \phi\in S)$

とする。 内部積と外部積に関する恒等式 :

$i_{v}\eta\wedge\phi+\eta\wedge i_{v}\phi=||E||^{2}\phi$

より、 $V\oplus V^{*}$ の $S$ への作用は $\mathrm{C}\mathrm{L}(V\oplus V^{*})$ に拡張される。 この作用
をスピノル表現という。 $C\mathrm{L}^{\mathrm{x}}(V\oplus V^{*})$ を $\mathrm{C}L(V\oplus V^{*})$ において可逆元全
体のなす群とする。可逆な元 $g\in \mathrm{C}\mathrm{L}^{\mathrm{x}}(V\oplus V^{*})$ にたいして、線形写像
$\overline{\mathrm{A}\mathrm{d}}_{g}$ : $C\mathrm{L}(V\oplus V^{*})arrow \mathrm{C}\mathrm{L}(V\oplus V^{*})$ を

$.\overline{\mathrm{A}\mathrm{d}}_{\mathit{9}}(\alpha)=\tilde{g}^{-1}\alpha g$ , $(\alpha\in C\mathrm{L}(V\oplus V^{*}))$ ,

として定める。 さて、 一般には $\overline{\mathrm{A}\mathrm{d}}_{g}$ は $V\oplus V^{*}$ を保つとは限らないが、
保つような $g\in C\mathrm{L}^{\mathrm{x}}$ (V\oplus Vり全体のなす部分群として、 conformal pin
group CPin$(V\oplus V^{*})k$

CPin$(V\oplus V^{*}):=\{g\in C\mathrm{L}^{\mathrm{x}}(V\oplus V^{*})|\overline{\mathrm{A}\mathrm{d}}_{\mathit{9}}(V\oplus V^{*})\subset V\oplus V^{*}\}$
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とする。 これから、 短完全列

$1arrow \mathrm{R}^{*}rightarrow C\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{n}(V\oplus V^{*})arrow \mathrm{O}(V\oplus V^{*})arrow 1$

が得られる。ここで、 $\mathrm{O}(V\oplus V")$ は $V\oplus V^{*}$ の直交群とする。CPin$(V\oplus V^{*})$

の元 $g$ はまた、次のような記述をもつ :

(2.6) $g=E_{1}\cdots E_{k}$ , $(||E_{i}||\neq 0, \forall i)$ .

(2.6) により、 $g\in C\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{n}(V\oplus V^{*})$ の Clifford norm は $||g||=\sigma(g)\cdot g$ によ

り、 与えられる。 CPin$(V\oplus V^{*})$ の部分群 Pin$(V\oplus V^{*})$ と Spin$(V\oplus V^{*})$

をそれぞれ、

(2.7) Pin$(V\oplus V^{*}):=\{g\in C\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{n}(V\oplus V^{*})|||g||=\pm 1\}$ ,

(2.8) Spin$(V\oplus V^{*}):=\{g\in \mathrm{C}\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{n}(V\oplus V^{*})\cap C\mathrm{L}^{\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}}|||g||=\pm 1\}$

とする。 このとき、短完全列

$1arrow \mathbb{Z}_{2}arrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(V\oplus V^{*})rightarrow \mathrm{S}\mathrm{O}(V\oplus V^{*}.)arrow 1$

が得られる。 Spin $(\mathrm{V}\oplus V^{*})$ の単位元の連結成分を $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}_{0}(V\oplus V^{*})$ とす

ると、
$\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}.\mathrm{n}_{0}(V\oplus V^{*})=\{g\in \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(V\oplus V^{*})|\sigma(g)\cdot g=1\}$

で与えられる。 Spin$(V\oplus V^{*})$ の連結成分は二つであり、Clifford $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\pm$

で区別される。 $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}_{0}(V\oplus V^{*})$ の基本群は $\mathbb{Z}_{2}$ となっている。 $(\mathrm{O}(V\oplus V^{*})$

の maximal subgroup は $\mathrm{O}(V)\mathrm{x}O(V^{*})$ であることより、 四個の連結成
分を持つ。 単位元を含む連結成分 $\mathrm{S}\mathrm{O}_{0}(V\oplus V^{*})$ の基本群はゐ $\oplus \mathbb{Z}_{2}$ で

ある。 )

2.2.2 Spin 群 Spin$(V\oplus V^{*})$ の表現について

$\mathrm{S}\mathrm{O}(V\oplus V^{*})$ のリー環 s$\circ$ $(V\oplus V^{*})$ は次の分解をもつ :

so $(V\oplus V^{*})\cong gl(V)\oplus\wedge^{2}V\oplus\Lambda^{2}V^{*}.1-2-1$

この分解は $a\in \mathrm{s}\circ(V\oplus V^{*})$ を次のように分解して得られる :

$a=$
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ここで、 $A\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(\mathcal{V}),$ $b\in\wedge^{2}V^{*},$ $\beta\in\wedge^{2}V,$ $A^{*}\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V^{*})$ は

$A^{*}(\eta)(v):=\eta(A(.v))$

から得られる。 ( $b:Varrow V^{*},$ $\beta:V^{*}arrow V$ とみていることに注意。 ) リー
群の方は、 GL(V) が $\mathrm{S}\mathrm{O}(V\oplus V^{*})$ に次のように埋め込まれている

(2.9)

また、 $b\in\wedge^{2}V^{*},$ $\beta\in\wedge^{2}V$ にたいして、

(2.10) $e^{b}=1+b+ \frac{1}{2!}b^{2}+\cdots$ ,

(2.11) $e^{\beta}=1+ \beta+\frac{1}{2!}\beta^{2}+\cdots$ ,

はそれぞれ、 Spin$(V\oplus V^{*})$ の元となる。 $\mathrm{G}\mathrm{L}_{0}(V)$ を $\mathrm{G}L(V)$ の単位元を含
む連結成分、 $\mathrm{S}\mathrm{O}_{0}(V\oplus V^{*}),$ $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}_{0}(V\oplus V^{*})$ もそれぞれの群の単位元の連
結成分とする。 29の埋め込みを $q:\mathrm{G}L_{0}(V)arrow \mathrm{S}\mathrm{O}_{0}(V\oplus V^{*})$ とすると、
$q$ は $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}_{0}(V\oplus V^{*})$ への写像 $p:\mathrm{G}\mathrm{L}_{0}(V)arrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}_{0}(V\oplus V^{*})$ に lift する :

$p:\mathrm{G}\mathrm{L}_{0}(V)rightarrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}_{0}(V\oplus V^{*})$

$\underline{\simeq}\downarrow$
$\mathrm{A}\mathrm{d}\downarrow$

$q:\mathrm{G}\mathrm{L}_{0}(V)rightarrow \mathrm{S}\mathrm{O}_{0}(V\oplus V^{*})$

Clifford 代数の Spin表現の制限から得られる $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}_{0}(V\oplus V^{*})$ の $S=\wedge^{*}V^{*}$

への表現を
$\rho_{\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}}$ : $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}_{0}(V\oplus V^{*})arrow \mathrm{G}\mathrm{L}(S)$

とし、 $\mathrm{G}\mathrm{L}_{0}(V)$ の $S$ の線形表現を $\rho_{\mathrm{G}\mathrm{L}}^{*}$ とすれば、

$\rho_{\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}}\mathrm{o}q=(\det V^{*})^{\frac{1}{2}}\otimes(\rho_{\mathrm{G}\mathrm{L}}^{*})^{-1}$

が成立している。 ここで、 $(\det V^{*})^{\frac{1}{2}}$ は $V^{*}$ の determinant 表現の $\frac{1}{2}$ 乗で
ある。

2.3 一般化された幾何構造と変形理論

2.3.1 一般化された幾何構造の導入
$n$ 次元ベクトル空間 $V$ 上の交代形式のなす空間 $\wedge^{*}V^{*}$ の $l$ 個の直和
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への cpin 群の作用を $\oplus^{\iota}\rho_{\mathrm{C}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}}$ とする。 $\Phi_{V}=(\phi_{1}, \cdots, \phi_{l})\in\oplus^{\iota}\wedge^{*}T^{*}$

をとり、 $\Phi_{V}$ を通る Cpin 群の軌道を $B(V)$ とし、 以下、 固定する。 ま

た、 $\mathrm{G}\mathrm{L}_{0}(V)$ の $\Phi_{V}$ を通る軌道を $A(V)$ とすれば、 222章での包含写
像 $p:\mathrm{G}\mathrm{L}_{0}(V)^{\epsilon}arrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(V\oplus V^{*})arrow C\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(V\oplus V^{*})$ より、 GLo(V)-軌道は
Cpin-軌道の部分集合となる :

(2.12) $A(V)arrow B(V)$ .

さて、 $X$ を oriented $n$ 次元実多様体とし、接取 $T:=TX$ と余接束
$T^{r}:=T^{*}X$ の直和を $T\oplus T^{*}$ とし、Clifford bundle を $\mathrm{C}\mathrm{L}:=C\mathrm{L}(T\oplus T^{*})_{\text{、}}$

Cpin群を fibre とする fibre bundle を Cpin$(T\oplus T^{*})$ とする。各点 $x\in X$

ごとに同型 $h:Varrow T_{x}X$ を与えれば、 $V\oplus V^{*}\cong T_{x}X\oplus T_{x}^{*}X$ とな

り、 Cpin$(\mathrm{V}\oplus V^{*})$ 軌道 $B(V)$ から、 Cpin $(T_{x}X\oplus T_{x}^{*}X)$ 軌道 $\mathcal{B}(T_{x}X)$ が

得られる。 (2.12) から、 $B(T_{x}X)$ は同型 $h:Varrow T_{x}X$ の取り方に依存
せず、 $B(V)$ が canonical に定義される。 このとき、 $X$ 上の fibre bundle
$B(X)arrow X$ を

$B(X):= \bigcup_{x\in X}B(T_{x}X)arrow X$

により、定める。 Cpin 群の作用の isotorpy 群を $H$ とすれば、 $B(X)$ は

Cpin$(T_{x}X\oplus T_{x}^{*}X)/H$ を fibre とする fibre bundle であり、 $B(X)$ は 微
分形式の直和の空間の中に $C^{\infty}$ に埋め込まれている。 $B(X)$ の $C^{\infty}$ 大域
切断全体のなす空間を

$\mathcal{E}_{B}(X):=C^{\infty}(X,B(X))$

とし、 $d$-closed な大域切断全体を

$\overline{\mathcal{M}}_{\mathcal{B}}(X):=\{\Phi\in \mathcal{E}_{\mathcal{B}}(X)|d\Phi=0\}$

とする。

定義 2.1 $\Phi\in\overline{\mathcal{M}}_{B}(X)$ を軌道 $B(V)$ から定まる $X$ 上の幾何構造という。

moduli space を考えるには、通常は $X$ の微分同相写像全体のなす群
Diff(X) あるいは, その単位元を含む連結成分 $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{0}(X)$ で幾何構造を同

視するが、 ここでは、 もう –つの作用を導入する: $d\gamma$ を d-exact な実
2次形式とする。 $d\gamma$ を exponetial の肩に載せ、 $e^{d\gamma}$ を左から、 外積する
ことにより、 $\wedge^{*}T^{*}X$への作用が得られる。 この作用と、 $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{0}(X)$ との合
成によって得られる群を $\overline{\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}}_{0}(X)$ とする :

$\mathrm{O}arrow d(\wedge^{1}T^{*}X)arrow\overline{\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}}_{0}(X)$ — $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{0}(X)arrow 1$
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定義 2.2 $\overline{\mathcal{M}}_{B}(X)$ を $\overline{\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}}_{0}(X)$ の作用により、 同-視した商集合

$\mathcal{M}_{B}(X):=\overline{\mathcal{M}}_{B}(X)/\overline{\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}}_{0}(X)$

を軌道 $B(V)$ から定まる $X$ 上の幾何構造の moduli space という。

2.3.2 変形理論

さて、 $\Phi\in\overline{\mathcal{M}}_{B}(X)$ を与え、変形を考えるために、 $\Phi$ の変形複玉を導
入する。 $X$ 上の Clifford bundle $\mathrm{C}\mathrm{L}(X)$ の even part および、 odd part は

degree により, それぞれ filtrationが入っている :

(2.13) $C\mathrm{L}^{0}(X)\subset C\mathrm{L}^{2}(X)\subset C\mathrm{L}^{4}(X)\subset\cdots$ ,

(2.14) $\mathrm{C}\mathrm{L}^{1}(X)\subset \mathrm{C}L^{3}(X)\subset \mathrm{C}\mathrm{L}^{5}(X)\subset\cdots$ .

このとき、 $\mathrm{C}\mathrm{L}^{k}(X)$ の $\Phi$ への作用から、 vector bundle

$\mathrm{E}^{k- 1}(X):=\mathrm{C}\mathrm{L}^{k}(X)\cdot\Phi$

が定まり、対応する vector bundle の filtration が定まる :

(2.15) $\mathrm{E}^{-1}(X)\subset \mathrm{E}^{1}(X)\subset \mathrm{E}^{3}(X)\subset\cdots$

(2.16) $\mathrm{E}^{0}(X)\subset \mathrm{E}^{2}(X)\subset \mathrm{E}^{4}(X)\subset\cdots$

ここで、 $\mathrm{E}^{-1}(X)$ は $\Phi$ から、生成される rank 1の vector bundle であり、

(2.17) $\mathrm{E}^{0}(X)=Span\{E\cdot\Phi|E\in T\oplus T^{*}\}$ ,

(2.18) $\mathrm{E}^{1}(X)=Span\{E_{1}\cdot E_{2}\cdot\Phi|E_{1}, E_{1}\in T\oplus T^{*}\}$

となっており、各 $\mathrm{E}^{k}(X)$ は微分形式の直和の空間上に埋め込まれている。

命題 2.3このとき、 外微分作用素 $d$ を各 $\mathrm{E}^{k}(X)$ に制限することによ
り、 微分複体#s $=\mathrm{E}^{*}(X)$ :

$0rightarrow \mathrm{E}^{-1}(X)rightarrow \mathrm{E}^{0}(X)rightarrow \mathrm{E}^{1}(X)arrow \mathrm{E}^{2}(X)d_{-1}d_{0}d_{1}arrow\ldots$ ,

が得られる。 $(d_{k}:=d|_{\mathrm{E}^{k}(X)}.)$ 複体 $\mathrm{E}^{*}(X)$ の cohomology 群を $H^{*}(\mathrm{E}^{*}(X))$

とすれば、 $H^{1}(\mathrm{E}^{*}(X))$ は幾何構造 $\Phi$ の変形の infinitesimal tangent space
となる。
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証明 $\mathrm{E}^{*}(X)$ は $\Phi$ から、 生成される $C\mathrm{L}(X)$ -module であるので、 $\mathrm{E}^{0}(X)$

について、 $d\mathrm{E}^{0}(X)\subset \mathrm{E}^{1}(X)$ を示せばよい。 $E\in T\oplus T^{*}$ にたいして、 $d$

との反交換子を $\mathcal{L}_{E}:=dE+Ed$ とすれば、

$dE\cdot\Phi=L_{E}\Phi$ .

$E=v+\eta,$ $(v\in T, \eta 1T^{*})$ とすれば、反交換子 $\mathcal{L}_{E}$ は

$L_{E}=L$。$+(d\eta)\wedge$

となる。 ここで、 $L_{v}$ は通常のリー微分。 G恥 (T)\rightarrow Spin(T\oplus Tりより、
$\overline{\mathcal{M}}_{B}(X)$ は D蝋 X) の作用で不変となるので、 $\mathcal{L}_{v}\Phi\in \mathrm{E}^{1}(X)$ . ゆえに、
$\text{犯^{}0}(\mathrm{X})\subset \mathrm{E}^{1}(\mathrm{X})$ となる。 Spin 群のリー環 spin$(T\oplus T^{*})$ は $CL^{2}(X)$ であ

り、 $\mathcal{E}_{\mathcal{B}}(X)$ の $\Phi$ における接空間は $\mathrm{E}^{1}(X):=\mathrm{C}\mathrm{L}^{2}(X)\Phi$ となる。 Diffo(X)
軌道の接空間は $di_{v}\Phi$ ゆ $\in T$) で与えられ、 $de^{\gamma}$ 作用の軌道の接空間は
$d\gamma\wedge\Phi$ であり、合わせて $d(\mathrm{E}^{0}(X))$ が $\overline{\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}}_{0}(X)$ 軌道の接空間となる。
これから、 $H^{1}(\mathrm{E}^{*}(X))$ が infinitesimal tangen space となる。 $q.e.d$.

注意 2.4 $\mathrm{E}^{*}(X)$ の次数は $H^{1}(\mathrm{E}^{*}(X))$ が幾何構造 $\Phi$ の変形の傾 nitesi
$mal$ tangent space となるように、付け替えている。

微分形式の直和 $\oplus^{l}\wedge^{*}T^{*}$ は外微分作用素 $d$ で不変であり、 これを de
Rham 軍体と呼ぶことにすると、 分体 $\neq\epsilon$ は de Rham 謡扇の部分複
体となっている :

$0$

$rightarrow \mathrm{E}^{-1}(X)\downarrowrightarrow d_{-1}$
$\mathrm{E}^{0}(X)\downarrow$

$rightarrow d_{0}$

$\mathrm{E}^{1}(X)\downarrow$

$rightarrow d_{1}$

$\bm{\mathrm{E}}^{2}(X)\downarrow$

$rightarrow\cdots$
’

$...rightarrow\oplus^{l}\wedge^{*}T^{*}arrow d\oplus^{l}\wedge^{*}T^{*}\underline{d}\oplus^{l}\wedge^{*}T^{*}rightarrow d\oplus^{l}\wedge^{*}T^{*}arrow$ ...
de Rham 胴体の cohomology group を $H_{dR}^{*}(X)$ と書くことにすると, co-
homology 群の間の写像

$p^{k}:H^{k}(\mathrm{E}^{*}(X))arrow H_{dR}^{*}(X)$

が得られる。また、 $\overline{\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}}_{0}(X)$ の作用は幾何構造 $\Phi\in\overline{\mathcal{M}}_{B}(X)$ の de Rham
cohomology class を不変にするので、moduli space からの写像 :

地: $\mathcal{M}_{B}(X)arrow H_{dR(x)}^{*}$

が得られる。 $P$ を-般化された幾何構造の周期写像ということにする。
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定義 2.5微分複体 $\neq s$ が楕円型複体のとき、軌道 $B(V)$ を完全楕円型軌
道という。特に $k=1,2$ のところで、楕円型になっていれば、楕円型
軌道という。

定義 2.6写像 $p^{k}$ : $H^{k}(\mathrm{E}^{*}(X))arrow H_{dR}^{*}(X)(k=1,2)$ が単射のとき、幾何
構造 $\Phi\in\overline{\Lambda 4}_{\mathcal{B}}(X)$ を位相的な幾何構造と呼ぶ。すべての $n$ 次元 compact
多様体 $X$ 上任意の幾何構造 $\Phi\in\overline{\mathcal{M}}_{B}(X)$ が位相的な幾何構造となると
き、 軌道 $B(V)$ 位相的な軌道という。

以下の定理は Bogomolov-T.ian-Todorov による、 Calabi-Yau多様体の変
形の非障害性定理を–般化したものであり、 [7] で展開された議論の拡張
である :

定理 2.7 $X$ を compact かつ oriented $n$ 次元多様体とする。軌道 $B(V)$

が楕円型かつ位相的な軌道ならば、軌道 $B(V)$ から定まる幾何構造の変
形の障害は消えている。更に、変形の空間は 滑らかであり、 de Rham
cohomology group $H_{dR}^{*}(X)$ の中に 局所的に埋め込まれている。 (これを
局所トレリ型定理が成立するという。)

2.4 一般化された $\mathrm{S}\mathrm{L}_{n}(\mathrm{C})_{\partial}$ Calabi-Yau 構造
定義 2.8 (generalized $\mathrm{S}\mathrm{L}_{n}(\mathrm{C})$ 構造) $V$ を $n=2- m$ 次元のベクトル空
間とし、 $J$ を $V$ 上の複素構造、 $\Omega_{V}\neq 0$ を $J$ について、 type $(n, 0)$ 型

の複素 $n$ 次形式とする. $\Omega_{V}$ を通る $\mathrm{G}\mathrm{L}(V)$ 軌道を $A_{\mathrm{S}\mathrm{L}}(V)$ とし、軌
道 $A_{\mathrm{S}\mathrm{L}}(V)$ から定まる幾何構造を $S\mathrm{L}_{n}(\mathrm{C})$ 構造とする。更に $\Omega_{V}$ を通る

Cpin$(V\oplus V^{*})$ 軌道を $B_{\mathrm{S}\mathrm{L}}(V)$ とし、 軌道 $B_{\mathrm{S}\mathrm{L}}(V)$ から定まる幾何構造を
generalized $S\mathrm{L}_{n}(\mathrm{C})$ 構造という

注意 2.9 Generalized $S\mathrm{L}_{n}(\mathrm{C})$ 構造は Hitichin により、導入された。 これ
は [13]において, genralized Calabi- $\mathrm{Y}au$ 構造と呼ばれている。 Calabi- $Yau$

多様体の定義は研究分野により、 かなり異なっていることに注意。標準
束が自明な複素多様体を Calabi-Yau 多様体とする定義を Hitichin は採用
している。 この講演では、標準束が自明なケーラー多様体を Calabi- $\mathrm{Y}au$

多様体と呼んでいる。

注意 2.10軌道 $B_{\mathrm{S}\mathrm{L}}(V)$ は次のように、定義することもできる $:\phi\in B_{\mathrm{S}\mathrm{L}}(V)$

とは、 $\phi\in\wedge^{*}V^{*}$ が複素 pure spinor であり、 spinor nom $\langle\phi,\overline{\phi}\rangle\neq.0$ . こ
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こで、 pure spinor とは、 $(V\oplus V^{*})\otimes \mathrm{C}$ の部分空間 $L_{\phi}$ を

$L_{\phi}=\{E\in(V\oplus V^{*})\otimes \mathrm{C}|E\cdot\phi=0\}$

としたとき、 $L_{\phi}$ が maximal isotropic subspace となることとする。 この

とき、 $(V\oplus V^{*})\otimes \mathrm{C}$ は

(2.19) $(V\oplus V^{*})\otimes \mathrm{C}=L_{\phi}\oplus\overline{L}_{\phi}$

と分解され、各部分空間 $L_{\phi},$ $\overline{L}_{\phi}$ は拡張されたある積分可能条件を満た
す。 このことから、分解 2.19が与えられ、 この積分条件を満たすとき、
これを、 generalized complex structure という。 これは、微分形式を使わ
ず、 定義される。 さて、 generalized $S\mathrm{L}_{n}(\mathrm{C})$ 構造の軌道は level という量
( $0,1,$ $\cdots,$ $m$ に値をとる) で類別される. これは、軌道 $B_{\mathrm{S}\mathrm{L}}(V)$ を $\mathrm{G}L(V)$

と $b$ -field $(b\in\wedge^{2}V^{*})$ の作用に関して更に、軌道分解したものである :
level $=0$ のとき、 $\phi\in B_{\mathrm{S}\mathrm{L}}(V)$ は

$\phi=e^{i\omega}$

(ここで、 $\omega$ は $V$上の非退化実 2次形式) と表わされる。
leve卜 $m$ のときは、 $S\mathrm{L}_{m}(\mathrm{C})$ 構造となる : 一般の level $=l$ では、空間 $V$

が $V=V_{1}\oplus V_{2},$ $(\dim_{\mathrm{R}}V_{1}=2l)$ と部分空間に分解され、 $V_{1}$ 上に $S\mathrm{L}_{l}(\mathrm{C})$

構造 $\theta^{1}\wedge\cdots\wedge\theta^{l},$ $V_{2}$ 上に非退化実 2次形式 $\omega_{2}$ があり、 $\phi\in B_{\mathrm{S}\mathrm{L}}(V)$ は

$\phi=\theta_{1}\wedge\cdots\wedge\theta_{l}e^{i\omega_{2}}$

と表現される。 これらの微分形式は 2-vector による作用 $e^{\beta}$ により、 level
を変えて移り合っている。 さて、多様体上で、 level $=l$ (一定) の $SL_{n}(\mathrm{C})$

構造 $\phi$ が与えられたとき、 $\phi$ は多様体上に葉層構造 (foliation) を定め、
$l$ げに横断的な方向には複素構造が入り、各 leけ上には symplectic 構造
が入ることになる。一般の gemeralized $\mathrm{S}L_{n}(\mathrm{C})$ 構造の場合、 level は多様
体の点ごとに変わる可能性があり、実際 level が部分集合上で iumP する
現象が観察されている。

更に、

定義 2.11 $\omega_{J}$ を (V, $J$) に関する Hermitain form とし、

$\Omega\wedge\overline{\Omega}=c_{n}\omega^{n}$ ,
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を満たすとする。 ここで、 $c_{n}$ は $n$ のみによるある定数。 このとき、ペ

ア $(\Omega, e^{\sqrt{-1}\omega})$ を通る $\mathrm{G}\mathrm{L}(V)$ 軌道を $A_{\mathrm{S}\mathrm{U}}(V)$ とし、 Cpin$(V\oplus V^{*})$ 軌道を
$B_{\mathrm{S}\mathrm{U}}(V)$ とする。軌道 $A\mathrm{s}\mathrm{u}(V)$ から定まる幾何構造を Calabi- $\mathrm{Y}au$ 構造とい
う、軌道 $B_{\mathrm{S}\mathrm{U}}(V)$ から決まる幾何構造を generalized Calabi $\mathrm{Y}au$ (metrical)
構造という。

多様体 $X$ 上に Calabi-Yau (metrical) 構造 $(\phi_{1}, \phi_{2})$ があれば、 $X$ の coho-
mology groups に関して、 Hodge 分解の拡張が成立し、定理 2.7を適用
できる.

定理 2.12 generalized Calabi- $\mathrm{Y}au$ (metri\mbox{\boldmath $\omega$}ひ構造の変形の障害は消えて
おり、 局所トレリ型定理が成立している。

通常の Calabi-Yau 多様体は、 generalized Calabi-Yau 多様体であり、 the-
orem 2-9から、Kodaira-Specer 理論とは、違う変形が得られる。 トーラ

スや、 K3曲面を眺めると、おもしろい現象が観察される。また、 gener-
alized Calabi-Yau 構造では、 複素構造と、 k\"ahler form を対等に扱うた
め、 modulli space は自然な複素構造を持つ。 これは、 K\"ahler form の方
向の変形が自然に複素化されるためであり、 単に $S\mathrm{L}_{n}(\mathrm{C})$ 構造と k\"ahler
構造のペアの moduli $\mathrm{s}p$ace を考えていたのでは、得られない視点と思わ
れる。 更に、 generalized hyperK\"ahler, G2そして Spin(7) 構造について
は [8] を参照 generalized K\"ahler 多様体の例として、 Hopf 多様体のよう
な non-Kiler 多様体が現れる. また、複素構造の変形空間を拡張する理
論としては、 [1] , [5] などがあるが、 これと関連し、 Cpin 群を更に大き
な群に拡張し、幾何構造や変形理論を構成する試みもあるが、 これにつ
いては別の機会に論じたい。
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