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1. 導入

次の周期境界値条件, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式の初期値問題を考える.

(1)

ただし, $u$ は変数 $t,$ $x$ に関する実数値関数, $S^{1}=\mathbb{R}/2\pi \mathbb{Z}$ は 1次元
トーラス. まず, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式 (1) のハミルトニアンは

$H(u)= \int_{S^{1}}\frac{1}{2}u_{x}^{2}+u^{3}$

で与えられる. これから, 方程式 (1) のハミルトン形式は

(2) $u_{t}=I\nabla_{u}H(u)$

である. ただし, $J$ は微分作用素 $J=\partial_{x}$ .
ここでは, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式について有限次元モデルを導出し, その近
似の度合い, つまり導出された有限次元モデルの解と (1) の解との
収束定理について考察することを目的とする.
方程式の解 $u(t)$ を捉える枠組みとして, エネルギー空間 $H^{1}$ 又は

保存則の成り立つ関数空間 1 $(L^{2}, H^{2}, \cdots)$ は自然な関数空間となり
える. 多くの場合, そのような関数空間においては, 方程式の保存

lKdV 方程式の $\urcorner \mathrm{p}$積分性から, 無限個の保存則の存在が示されている [17].
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則から解の先験評価式を得る. さらに, 保存則は解の大域挙動を知
る上で重要な役割を果たす [4, 7, 12].
方, 関数空間の設定として, ここでは L2-ルベーグ空間よりも広

い超関数のクラスを含めて考える. 少し詳しく述べると, ソボレフ空
間 $H^{s}$ の関数の滑らかさを与える指数 8について, 負の場合も扱う.
応用の観点において, ここで述べる問題はハミルトン形式 (2) のシン
プレクティック構造の問題に現れる non-squeezing theorem に関連す
る内容を念頭に置いている.
なお, 本研究は James Colliander, Markus Keel, Gigliola Staffilani,

Terence Tao との共同研究によるものである 論文としては [8] を参
照されたい.

2. 研究状況及び主結果

2.1初期値問題の適切性

有限次元モデルの解が元の方程式の解に収束するかを問題にする
ので, 初期値問題の解が存在する必要がある. そこで, まず周期境
界値条件, $\mathrm{K}\mathrm{d}$ 方程式の初期値問題の適切性について, 知られてい
る事項を説明しておく.

Bourgain [1], Kenig-Ponce-Vega [13], さらには Colliander-Keel-
Staffilani-Takaoka-Tao [7] による研究から, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式の初期値問
題 (1) は $H_{0}^{s}(s\geq-1/2)$ で時間局所的に適切. ただし, $H_{0}^{s}$ は通常

のソボレフ空間 $H^{s}$ の閉部分空間

$H_{0}^{s}= \{f\in H^{s}(S^{1})|f(0)\wedge=\frac{1}{2\pi}\int_{S^{1}}f=0\}$

で定義される 2. このとき, 初期値吻から解 $u(t)$ に対応させる解写
像 $S_{KdV}(t)$ が定義される その言葉で述べると, $S_{KdV}(t)$ : $u_{\mathit{0}}rightarrow$

$u(t)$ ; $H_{\mathit{0}}^{s}arrow H^{\mathrm{l}}H_{0}^{s}$ が $s\geq-1/2$ において適切である. 論文 $[6, 8]$ に

おいて, $s\geq-1/2$ の範囲で解は時間大域的であることも得られてい

2方程式 (1) に Galilei 変換 $(t, x)rightarrow(t - u0(\wedge 0)x, x)$ を施すこと, 及び平均量の保存則により,
フーリエ成分 $k=0$ の値として $\mathit{0}$ の場合を扱えば十分である.
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るので, 解写像 $S_{KdV}(t)$ は全ての $t\in \mathbb{R}$ について定義することがで

きる.

$s<-1/2$ では解写像は滑らかでないことが証明されている [3, 4,
14]. 滑らかさを仮定しない場合の結果については, 論文 [3, 11, 12]
などがあり, 例えば [11] では逆散乱法を用いて $H_{0}^{-1}$ の解の存在を
示している.

22. $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式のシンプレクテイック構造及び空間
ハミルトン形式 (2) に現れた作用素 $J$ に対する反共役作用素

$\overline{J}=-\partial_{x}^{-1}$ (形式的に $J\overline{J}=\overline{J}J=-I$dentity)

及び歪対称 2次形式

(3) $\omega(u,$ $v)=\langle\overline{I}u_{)}v\rangle_{L^{2}}$

を用いると, ハミルトン方程式 (2) のポアソン括弧式 $\{u_{t}, v\}$ は形式

的に

(4) $\mathrm{d}H[u](v)=\frac{d}{d\epsilon}|_{\epsilon=0}H(u+\epsilon v)=\omega(-u_{xxx}+6uu_{x},$ $v)$

と書ける. ただし, $u=u(t)\in H_{\mathit{0}}^{s}$ は方程式 (1) を満たし, $v$ として

は差し当たり上の計算が正当化されるような, 適切な関数空間にお
いて考える. (4) の明確な意味付けは次小節の方程式 (5) を対象とし
て改めてハミルトン形式を考えるので, ここではこれ以上深入りし
ないこととする.

一般に, ハミルトン構造の方程式に対して, その解写像はシンプ

レクティック同相写像となりえる [10]. 実際, 次小節で具体的に構成
する $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式の有限次元モデル (5) について, その解写像はシ
ンプレクティックであり, 上の計算 (3) と (4) からシンプレクティツ
ク空間は, 関数の滑らかさについて言えばソボレフ空間 $H^{-1/2}$ に相
当すると期待されたい.

23. $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式の有限次元モデル
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(4) の計算及び解写像のシンプレクテイック同相写像が成り立つ十
分条件として, ソボレフ空間 $H^{s}$ の有限次元部分空間を考える. 例
えば, $L^{2}$-ルベーグ空間における基底として, フーリエ基底 $\{\phi_{k}\}_{k\in \mathbb{Z}}$

$\phi_{k}(x)=$ $kkk=\leq\geq 0-11$

を用いて有限次元モデルの構成を試みる.
関数 $H_{0}^{s}$ のフーリエ射影空間 $P_{\underline{<}N^{H^{1}}}H_{0}^{S}$ を次で定義する.

$P_{\leq N}H_{0}^{s}=\{u\in H_{0}^{s}|\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u\wedge\subset\{|k|\leq N\}\}$

このとき, $\{\phi_{-k}, \phi_{k}\}_{k=1,2,\ldots,N}$ は $(P_{\leq N}H_{0}^{-1/2},\omega)$ のシンプレクティツ

ク基底となることに注意する.
$\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式の有限次元モデルとして次の方程式を採用する 3.

(5)

ここで, $B$ は

$C_{0}^{\infty}\ni b(\xi)=$

を表象とするフーリエ掛算作用素, $N$ は後述の定理 1において現れ

る収束パラメータである. なお, 方程式 (5) はハミルトン形式を備
えており, そのハミルトニアンは

$H_{B}(u)= \int_{S^{1}}\frac{1}{2}u_{x}^{2}+(Bu)^{3}$

である. 上のハミルトニアン $H_{B}$ に対して (3) を用いて (4) の計算
は可能である.

上で準備したことから, $(P_{\leq N}H_{0}^{-1/2},\omega)$ はシンプレクティック空間,

さらに方程式 (5) の解写像 $S_{BKdV}(t)$ はその上のシンプレクティック

3初期値問題 (5) の適切性は [1, 7, 13] に従う.
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同相写像と言える.

2.3. 主結果
主結果を述べる前に記法を定義する. フーリエ射影を $P_{\leq N}u=\chi_{\leq N^{*}}\vee$

$u$ で定義する. ただし, $\chi\leq N$ は $|\xi|\leq N$ における定義関数

$\chi_{\leq N}(\xi)=$

以後, $P_{=0},$ $P_{\leq\sqrt{N}}$ なども上と同様な意味合いの下で使用する.
主結果は次の定理である.

定理 1. $s\geq-1/2,$ $T>0$ とし, $N>0$ は十分大きいとする. 初期値
は $|k|\leq N$ に台を持つ, つまり $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u_{0}\wedge\subset\{|k|\leq N\}$ とする. この

とき, $|t|\leq T$ において次の不等式が成り立つ.

$||P_{\leq\sqrt{N}}(S_{KdV}(t)u_{0}-S_{BKdV}(t)u_{0})||_{H_{0}^{*}}\sim<N^{-\sigma}$

ただし, $\sigma>0$ は $N$ に寄らない, $s$ のみに依存する定数.

さて, Gromov の理論 [9] に依れば, シンプレクティック空間にお

いていわゆる non-squeezing theorem 力減り立つ.

Gromov non-squeezing theorem. $(\mathbb{R}^{2N},\omega_{0})$ をシンプレクティック基

底 $\{p_{i}, q_{i}\}_{i=1,2,\ldots,N}$ 及び 2次形式 $\omega_{0}=\sum_{i=1}^{N}p_{i}\wedge q_{i}$ によって定義さ

れるシンプレクティック空間とする. $S:\mathbb{R}^{2N}arrow \mathbb{R}^{2N}$ をシンプレク

ティック同相写像とする. このとき

$S(B_{R}) \subset\prod_{r}$

ならば $R\leq r$ である. ただし, $B_{R}$ は半径 $R$ の球, $\Pi_{r}$ は底面の半

径が $r$ の円柱である.
$N$

$B_{R}=\{(p,$ $q)\in \mathbb{R}^{2N}|p=(p_{1},$ $\cdots)p_{N}),$ $q=(q_{1},$
$\ldots,$ $q_{N})) \sum_{i=1}(p_{i}^{2}+q_{i}^{2})\leq R\}$

$\prod_{r}=\{(p)q)\in \mathbb{R}^{2N}|p=(p_{1)}\cdots)p_{N}))q=(q_{1},$ $\ldots)q_{N}))p_{1}^{2}+q_{1}^{2}\leq r\}$
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定理 1(特に定理 1の中で述べられている不等式による評価式), な

らびにシンプレクティック変換 $(P_{\leq N}H_{0}^{-1/2},\omega)\vdasharrow(\mathbb{R}^{2N},\omega_{0})$ を Gro-
mov の non-squeezing theorem に適用すると, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式の解写像

に関する non-squeezing theorem が得られる.

系 (non-squeezing theorem). $k_{0}\neq 0$ 及び $T>0$ を固定する. こ

のとき, $S_{KdV}(T)(B_{R})\subset\Pi_{r^{0}}^{k}$ ならば, $R\leq r$ が成り立つ. 対偶の言
葉でいえば, 仮に $R>r$ ならば, 次の条件を満たす (1) の解 $u(t)$ が

存在する.

$||u(0)||_{H_{0}^{-}}1/2\leq R$ , $|k_{0}|^{-1/2}|\overline{u(T)}(k_{0})|>r$

ここで, $B_{R}$ は $H_{0}^{-1/2}$ における半径 $R$ の閉球

$B_{R}=\{u\in H_{0}^{-1/2}|||u||_{H}-1/2\leq R\}$

であり, $\Pi_{r^{0}}^{k}$ は $H_{0}^{-1/2}$ における円柱

$\prod_{r}^{k_{0}}=\{u\in H_{0}^{-1/2}||k_{0}|^{-1/2}|u(\wedge k_{0})|\leq r\}$

より -般的な系の言明については論文 [8] を参照されたい.

3. 証明の方針

この節では, 定理 1の証明の概略を近似モデル (5) の導出背景 (最

終的には (14) の計算による) を中心に述べる.
これまでに同様な問題を扱った研究として, 非線形波動方程式を

扱った Kuksin $[15, 16]$ , 非線形 $\backslash \nearrow\backslash \mathrm{n}$ レディンガー方程式を扱った Bour-
gain $[2, 4]$ がある. しかし, 方程式の違い (本質的には, 非線形項

に含まれる空間微分から起こる微分損失と非線形項の次数の違いを
因由とする共鳴非共鳴相互作用の不規律性) により, 近似モデル
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の型式が異なる. 例えば, 論文 [2] では, 非線形 $\backslash \sqrt[\backslash ]{}2_{-}$ レディンガー方
程式の有限次元モデルの構成として, 波数空間における滑らかな作

用素 $B$ の代わりにフーリエ射影作用素 $P_{\leq N}$ を用いて証明を完結す

ることに成功している. しかしながら, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式に対しては, 射

影作用素 $P_{\leq N}$ を使った同様な議論はうまくいかない. 実際 $P_{\leq N}$ を

使った有限次元方程式では, 定理 1で述べられている評価式は不成
立であることが, 反例を用いて検証できる. 詳しくは論文 [8] を参照
されたい.

3.1. 共鳴非共鳴状態の考察
引き続き, ここでは $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式と非線形 ‘$\sqrt$‘

$\mathrm{n}$ レディンガー方程式と

の扱いの違いを少し詳しく述べる. まず, 非線形相互作用の様子を周
波数空間において考察しよう. $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式の非線形項 $2uu_{x}=(u^{2})_{x}$

のフーリエ係数を計算すると

(6) $(u^{2})_{X^{\wedge}}(k)=ik$ $\sum$ $u(\wedge k_{1})u(\wedge k_{2})$

$k=k_{1}+k_{2}$

となる. $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式の線形分散関係式を基に, 例えば摂動論を用い
て考察すると, 成分波間の共鳴相互作用 (波のエネルギー交換) は

次の波数間の周りで起こることが予想される.

ここで注意すべきは, $u(t)\in H_{0}^{s}$ に対しては常に $\overline{u(t)}(0)=0$ である

ので, 上のケースは事実上排除されていることである.
方の 3次の項 $|u|^{2}u$ のフーリエ係数は

(7)
$(|u|^{2}u \mathrm{x}k)=\sum_{k=k_{1}+k_{2}+k_{3}}u(\wedge k_{1})^{\frac{\wedge}{u}}(k_{2})u(\wedge k_{3})$

同様にして, 3次の非線形項を持つ非線形シュレディンガーの共鳴相
互作用の満足する条件は
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である. このとき, (7) で $k_{1}+k_{2}=0$ が成立しているところは $\backslash \grave{\nearrow}=-$

レディンガー方程式の $L^{2}$-保存則 ; $||u(t)||_{L^{2}}=||u(0)||_{L^{2}}$ から

$\sum u(\wedge k_{1})\overline{u}(k_{2})u(\wedge k_{3})\wedge$ へ\rightarrow $||u(0)||_{L^{2}}^{2}\overline{u(t)}(k)$

であり, あたかも線形解のような振る舞いを見せる.
ところで, 上では非共鳴相互作用の考察は残るが, それについて

は解の平滑化作用が有効に働く (どのように処理されるかについて

は, 論文 [1] で繰り広げられている非線形項評価の様子を参照された
い). 初期値問題の適切性に限って言えば, ${}^{\backslash }\grave{\sqrt}=$ レディンガー方程式
は $L^{2}$ で臨界的に適切であり、その臨界的様子は上の共鳴相互作用に
よって制限されている 4. –方, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式の臨界的空間 $H_{0}^{-1/2}$ は

非共鳴相互作用を処理する際に制約指数として課せられており, そ

の点が $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式に対するこの問題の取り扱いを困難にしている.

32. 定理 1の証明の概略
前述の考察を鑑みて, Miura 変換を方程式 (1) に適用する. 通常
の Miura 変換 [17]

$u=Mv=v_{x}+v^{2}$ , $v_{t}+v_{xxx}=6v^{2}v_{x}$

に対して, 方程式 (5) には次の修正 Miura 変換

$u=M_{B}v=V_{X}+B(1-P_{=0})(v^{2})$

を施すと, (5) は次になる.

(8) $M_{B}’(v)(v_{t}+v_{xxx})$ $=6M_{B}’(v)B(v_{x}B(1-P_{=0})(v^{2}))$

$-B(1-P_{=0})(B(v^{2})B(vv_{x})-vB(B(v^{2})v_{x})$

$+6P_{=\mathit{0}}(v^{2})[M_{B}’v, B]v_{x}$

ここで, $M_{B}’(v)$ は $v\in H^{1/2}$ における M毎の線形化作用素である.

$\underline{M_{B}’(v)f=f_{x}+2B}(1-P_{=0})(vf)$ : $H^{1/2}arrow H_{\mathit{0}}^{-1/2}$

4非共鳴状態のところは $L^{2}$ 空間よりも広い, 滑らかさについては負指数のソボレフ空間 $H^{\epsilon}$ で

解析することができる.
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次の補題を整備する.

補題 1. $v\in H^{1/2}$ に対して

$||[M_{B},$ $P_{\leq\sqrt{N}}]v||_{H_{0}^{-1/2}}\leq CN^{-\sigma}$

ここで, $\sigma$ は $N$ に依らない定数, $C$ はノルム $||v||_{H^{1/2}}$ に依る定数.

補題 2.

$||M_{B}v||_{H_{0}^{-1/2}}\leq C(1+||v||_{H^{1/2}})||v||_{H^{1/2}}$

ここで, $C$ は定数.

さらに次の補題が成り立つ.

補題 3. $v\in H^{1/2}$ と十分大きな $N$ を固定する. このとき, $M_{B}’(v)$ は

可逆である. 即ち, 次の不等式が成り立つ.

$||M_{B}’(v)^{-1}f||_{H^{1/2}}\leq C||f||_{H_{0}^{-1/2}}$

ここで, $C$ は $||v||_{H^{1/2}}$ にのみ依る定数.

補題 1から, $N^{-\sigma}$ は定理 1に現れる収束率に繰り込めるので, 作
用素 $M_{B}$ と $P_{\leq\sqrt{N}}$ は順素交換可能と見なして良い. 補題 3から方程
式 (8) に逆作用素 $M_{B}’(v)$ を施すことが可能である. また, 補題 2で

は作用素 $M_{B}$ の有界性が示されている. 以上のことから, 大雑把に
言 $\mathrm{h}$

$l\supset=$ えば定理 1を示すことは修正 Miura 変換によって変形された方程
式 (8) と ( $B=\mathrm{I}dentity$ として同様な計算をした) 修正 $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式

(9) $w_{t}+W_{XXX}=6w_{x}(1$ – $P_{=0})(w^{2})$

とのそれぞれの初期値問題に関する収束定理を示せば良い.

定理 2. $s\geq 1/2T>0$ とし, $N$ は十分大きいとする. 初期値とし
て, $v(0)=w(0)$ かつ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\overline{v(0)}\subset\{|k|\leq N\}$ とする このとき, (8)
の解 $v(t)$ と (9) の解 w(のに対して, 次の評価を得る 5.

$\underline{||P_{\leq\sqrt{N}}(v(t)-w}(t))||_{H^{1/2}}\sim^{N^{-\sigma}}<$ , $0\leq t\leq T$

5 (8) と (9) の初期値問題の適切性については [1, 7, 13] に従う.
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33. 定理 2の証明の概略

関数空間の設定 フーリエ制限ノルム空間 $X^{s,b},$ $\mathrm{Y}^{s},$ $Z^{s}$ を次の /

ルムによって定義する [1].

$||u||_{X^{\iota,b}}=||\langle k\rangle^{S}\langle\tau-k^{3}\rangle^{b}\hat{u}(\tau,$
$k)||_{\ell_{k}^{2}L_{\tau}^{2}}$

$||u||_{\mathrm{Y}^{\epsilon}}=||u||_{X^{\epsilon,1/2}}+||\langle k\rangle^{\theta}\hat{u}(\tau,$ $k)||_{\ell_{k}^{2}L_{\tau}^{1}}$

$||u||_{Z^{t}}=||u||_{X}\epsilon,-1/2+||\langle k\rangle^{S}\langle\tau-k^{3}\rangle^{-1}$ \^u $(\tau,$ $k)||_{\ell_{k}^{2}L_{\tau}^{1}}$

さらに上のノルムに関して, 時間を有限区間 $[0, T]$ に適正に制限し

たものを $X_{T}^{s,b}$ などと書く.
このとき次が成り立つ.

$\mathrm{Y}_{T}^{s}\mathrm{c}_{arrow}C_{t}([0,$ $T])H^{s}$

(10) $||e^{-t\partial_{xxx}}f||_{\mathrm{Y}_{T}^{*}}\sim<||f||_{H^{\epsilon}}$

(11) $||(\partial_{t}+\partial_{xxx})^{-1}g||_{\mathrm{Y}_{T}^{l}}\sim<||g||_{Z_{T}^{l}}$

簡単に説明すると, $Y_{T}^{s}$ は方程式の解を捉える空間であり, $Z_{T}^{s}$ は方程

式を積分方程式に書き換えたときのフ–* $=$.アメル項の評価に使われる.
論文 [1, 7, 13] に因ると, $s\geq 1/2$ において次の不等式が成り立つ.

(12) $||w_{x}(1-P_{=0})(w^{2})||z_{T}^{\epsilon}\sim<||w||_{\mathrm{Y}_{T}^{s}}^{3}$

ここでは, 作用素 $B$ の役割を議論のポイントにして, 定理 2の証

明の要点を述べるに留める.
まず, 方程式 (8) の右辺第二項以降の項は定理 2に述べられている
収束率 $N^{-\sigma}$ に繰り込まれる (証明は作用素 $B$ と恒等作用素との交
換子による評価).

従って, (8) の右辺第–項のみに着目する. 変形して

$6B(v_{x}B(1-P_{=0})(v^{2}))=6(v_{x}(1-P_{=0})(v^{2}))+6B(v_{x}(B-1)(1-P_{=\mathit{0}})(v^{2}))$
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第–項は方程式 (9) の非線形項と摂動論により比較することが可能
なので, 第二項が収束率 $N^{-\sigma}$ に繰り込まれることを示せば良い. 第
二項のフーリエ係数は

$P_{\leq\sqrt{N}}$ ( $v_{x}$ ( $B$ –1) (1 $-P\neq 0)(v^{2})$ ) $(k)$

$=$ ( $\sum$ $+$ $\sum$ ) $\chi_{\leq}\sqrt{N}(k)ik_{3}(b(k_{1}+k_{2})-1)\hat{v}(k_{1})\hat{v}(k_{2})\hat{v}(k_{3})$

resonance non-resonance
ここで, 和記号の添え字 $k=k_{1}+k_{2}+k_{3}$ について, resonance は
$(k_{1}+k_{2})(k_{2}+k_{3})(k_{3}+k_{1})=0$, non-resonance ea $(k_{1}+k_{2})(k_{2}+$

$k_{3})(k_{3}+k_{1})\neq 0$ の場合に分解しておく.
non-resonance に対しては, これまでの研究 (例えば論文 [1, 7, 13])
により処理できる. 状況として, 非線形相互作用が殆ど共鳴せず, 波
数間でのエネルギーの伝達が少ないと言える. 今回のケースでは, 実

際 non-resonance については resonance より比較的容易に評価でき
るので, ここでは割愛する. 従って, 以下では reSOnanCe の場合に

限って話を進める.

resonance の処理 まず, 表象 $b(k_{1}+k_{2})$ –1 の存在から, 1 $k_{1}+$

$k_{2}|\sim>N$ として良い. さらに, $|k|\leq\sqrt{N}$ かつ $|k_{1}+k_{2}|\sim>N$ より,

$k_{2}+k_{3)}k_{3}+k_{1}$ が共に $0$ のところ, つまり $k_{2}+k_{3}=k_{3}+k_{1}=0$ の

場合は除いて良い. 残りの場合について, 上の和記号の中の関数は

$k_{2}+k_{3}=0\Rightarrow ik_{3}(b(k-k_{3})-1)^{\wedge}v(k)^{\wedge}v(-k_{3})^{\wedge}v(k_{3})$

または

$k_{3}+k_{1}=0\Rightarrow ik_{3}(b(-k_{3}+k)-1)v(\wedge-k_{3})v(\wedge k)v(\wedge k_{3})$

そこで, $\wedge v(-k)=\overline{v(\wedge k)}$ に注意して, $k_{3}$ の符号について対称性を取る
と, 上の 2つの和は

(13) 2
$|k|< \sqrt{N}k_{3}>N\sum_{\sim}ik_{3}(b(k_{3}-k)\sim-b(k_{3}+k))|\hat{v}(k_{3})|^{2}\hat{v}(k)$

ここで, 平均値の定理より

(14) $|b(k_{3}-k)-b(k_{3}+k)| \leq\frac{|k|}{|k_{3}|}\sim<N^{-1/2}$
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これを (13) のフーリエ掛算作用素の評価に用いて, (12) を使えば
resonance に対する $Z_{T}^{1/2}$ ノルム (は

$\leq N^{-1/2}||v||_{\mathrm{x}_{T}^{1/2}}^{3}$

で評価される. 後は (10) と (11) とを組み合わせることにより $H^{1/2}$

での収束が従う. こうして修正 $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式に対する定理 2が証明さ
れる.
最後に参考文献を挙げる.
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