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1. 序

本稿では, 筆者の最近の論文 $[16, 17]$ に関する解説を書こうと考えて
いる. これらの論文の申で, 筆者は非拡大写像の不動点への収束定理に
ついて論じている. 文献 [16] では Browder型と Halpern型と呼ばれる
イテレーションについて, 文献 [17] では Halpern型イテレーションに
ついての新しい結果を証明している. この 2つの文献のエッセンスを
表現するために, Halpern型イテレーションに話を絞ろうと思う. また,
細かい条件にも触れず, 多少大雑把に記述していこうと思っている.
なお, 講究録の趣旨には合わせるため, 通常の論文とは異なり, 筆者

の主観的なコメントも記述している. この点について, ご容赦願いたい
のと同時に, 楽しんでいただければ幸いである.

2. 準備

本稿を通して, $N$ を自然数全体からなる集合とする.
Banach空間 $E$ の有界閉凸集合 $C$ 上で定義された写像 $T$ が非拡大

写像 (nonexpansive mapping) であるとは,

$\Vert Tx-Ty\Vert\leq\Vert x-y\Vert$

がすべての $x,$ $y\in C$ に対して成り立つことである. $T$ を作用する前の
2点間の距離に比べて, 作用した後の 2点間の距離が一文字通り一
拡大していない写像のことである. $T$ の不動点集合を $F(T)$ と書く. す
なわち

$F(T)=$ {$x\in C$ : $Tx$ � $x$}
である. 1965年に Browder [2] は, $E$ が Hilbert 空間のとき, $F(T)$ が
空でないことを証明した. 文献 [1, 3, 6, 8] も参照のこと. 1967年に.
Halpem [7] は次の収束定理を証明した.
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定理 1 (Halpern [7]). $C$ を Hilbert空間 $E$ の有界閉凸集合とし, $T$ を $C$

上で定義された非拡大写像とする. $u\in C$ を固定し, 数列 $\{\alpha_{n}\}\subset(0,1)$

を $\alpha_{n}=- n^{-\theta}$ で定義する. ただし, $\theta\in(0,1)$ とする. 点列 $\{x_{n}\}\subset C$ を

$x_{1}\in C$ と

(1) $x_{n+1}=\alpha_{n}u+(1-\alpha_{n})Tx_{n}$

で定義する. $P$ を $C$ から $F(T)$ への距離射影とする. このとき, $\{x_{n}\}$

は $Pu$ へ強収束する.

この素晴らしい収束定理は次の 3つの方向へ拡張された.
(a) 数列 $\{\alpha_{n}\}$ に関する条件の緩和
(b) 空間 $E$ と集合 $C$ に関する条件の緩和
(c) イテレーション (1) \emptyset 拡張

Lions [$9|$ は (a) 型の拡張をした. [9] での仮定は

(C1) $\lim_{n}\alpha_{n}=0$

(C2) $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$

(C3) $\lim_{n}(\alpha_{n+1}-\alpha_{n})/\alpha_{n+1}^{2}=0$

である. (C1) と (C2) が必要条件であることは, Halpem [7] が証明し
ているので, 第 3の条件をどこまで緩和できるのかというのが 1つの研
究テーマである (Reich [12] の問題 6). Wittmann [21] &は (C1), (C2) そ
して

(C4) $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}\cdot|<\infty$ .
という条件の下で, Xu $[22, 23]$ は (C1), (C2) そして

(C5) $\lim_{n}(\alpha_{n+1}-\alpha_{n})/\alpha_{n+1}=0$ .
という条件の下で, Cho, Kang &Zhou [5] は (C1), (C2) そして

(C6) $|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|\leq o(\alpha_{n+1})+\sigma_{n}$ かつ $\sum_{n=1}^{\infty}\sigma_{\dot{n}}.<\infty$ .
の下で収束定理を証明した. (C6) はこの中で最も弱い条件であるが, こ
の条件をさらに緩和できるかどうかについては分かっていない. つま
り, この問題は未だ解決されていない.

Reich [11] は (b) 型の拡張をした. さらに, Xu $[22, 23]$ は次の拡張定
理を証明した.

.定理 2 (Xu [22, 23]). $C$ を一様滑らかな Banach空間 $E$ の有界閉凸集合
とし, $T$ を $C$ 上で定義された非拡大写像とする. $u\in C$ を固定し, 数列
$\{\alpha_{n}\}.\subset(0,1)$ は (C1), (C2), (C5) を満たすとする. 点列 $\{x_{n}\}\subset C$ を

$x_{1}\in C$ と (1) で定義する. $P$ を $C$ から $F(T)$ への sunny nonexpansive
retraction とする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $Pu$ へ強収束する.
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ここで, 一様滑らかな Banach空間とは, $\Vert x\Vert=\Vert y\Vert=1$ をみたすす
べての $x,$ $y\in E$ に対して,

$\lim_{tarrow 0}\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x\Vert}{t}$

が存在し, しかも ‘一様に収束していることをいう. $I\nearrow$ 空間 (ただし,
$1<p<\infty)$ が一様滑らかな Banach空間の代表例である. また, sunny
nonexpansive retraction は, ある意味, Hilbert空間における距離射影の
Banach空間版である. 詳細は文献 $[18, 19]$ 等を参照のこと.

Moudafi [10] は (c)型の拡張をした. これについては第 4節で述べる.
この節の最後に, Halpern型の収束定理を得る際によく使われる補助

定理を述べる.

補助定理 1 (Weng [20]). 数列 $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1],$ $\{\beta_{n}\}\subset[0, \infty$), $\{\gamma_{n}\}\subset$

$[0, \infty)$ は

$\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\lim_{nrightarrow\infty}\beta_{n}=0$ , $\gamma_{n+1}\leq(1-\alpha_{n})\gamma_{n}+\alpha_{n}\beta_{n}$

を満たすとする. このとき, $\{\gamma_{n}\}$ は $0$ に収束する.

3 REICHの問題の実質的解決

既に述べたように第 3の条件に関する Reichの問題は, 今現在も未解
決である. 筆者は文献 [17] において, 次の定理を証明し, Reich の問題
の実質的な解決をした.

定理 3 ([17]). $E,$ $C,$ $T,$ $P$ そして $u$ は定理 2と同じとする. $\lambda$ を
$\lambda\in(0,1)$ なる実数とし, 数列 $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ ?は (C1) と (C2) を満たすと
する. 点列 $\{x_{n}\}\subset C$ を $x_{1}\in C$ と

(2) $x_{n+1}=\alpha_{n}u+(1-\alpha_{n})(\lambda Tx_{n}+(1-\lambda)x_{n})$

で定義する. このとき, $\{x_{n}\}$ は $Pu$ へ強収束する.

定理 4([17]). 数列 $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ に対して, 以下は同値である..
$\bullet$ $\{\alpha_{n}\}$ は (C1) と (C2) を満たす.
$\bullet$ $E,$ $C,$ $T,$ $P$ そして $u$ は定理 1と同じとする. $\lambda$ を $\lambda\in|(0,1)$ な
る実数とし, 点列 $\{x_{n}\}\subset C$ を $x_{1}\in C$ と (2) で定義する. この
とき, $\{x_{n}\}$ は $Pu$ へ強収束する.
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すなわちイテレーション (2) に対する必要十分条件は「 $(C1)$ かつ $(C2)$」

であることが分かった. 定理 3を証明するために本質的な役割を果たし
たのは, 次の補助定理である.

補助定理 2 ([14, 15]). $\{z_{n}\},$ $\{w_{n}\}$ を Banach 空間 $E$ 内の有界な点列
とし, $\{\alpha_{n}\}$ を区間 $[0,1]$ 内の数列とする.

$\bullet$ すべての $n\in N$ について, $z_{n+1}=\alpha_{n}w_{n}+(1-\alpha_{n})z_{n}$

$\bullet\lim\sup_{n}(\Vert w_{n+1}-w_{n}\Vert-\Vert z_{n+1}-z_{n}\Vert)\leq 0$

$\bullet$ $0< \lim\inf_{n}\alpha_{n}\leq\lim\sup_{n}\alpha_{n}<1$

を仮定する. このとき, $\lim_{n}^{f}\Vert w_{n}-z_{n}\Vert\cdot=0$ が成立する.

また, Chidume &Chidume の論文 [4] において定理 3と同様の結果
が証明されていることを, 筆者は後に知った. 論文 [4] の投稿日が 2005
年 5月 17 $B$ , 筆者の論文 [17] の投稿日が 2005年 3月 1日なので, 筆者
の方が 2ケ月半ほど早いが, ほぼ同じ時期に同じ定理を証明したことに
なる. しかも彼らも同じ補助定理 (補助定理 2) を用いて証明している.

4. MOUDAFI による拡張

Moudafi [10] は定理 1の素晴らしい拡張定理を証明した. (a)型, (b)型
の拡張は, ある意味, 誰でも思いつくことであるが, 彼はイテレーション
の形を変えることで拡張している. しかも, convex optimization, linear
programming, monotone inclusion そして elliptic differential equation
へ応用できることを示した. さらに, Xu [24] は次のように再拡張した.-

定理 5(Xu [24]). $E,$ $C,$ $T,$ $P$ そして $\{\alpha_{n}\}$ は定理 2と同じとする. $\Phi$

を $C$ 上の縮小写像とし, 点列 $\{x_{n}\}\subset C$ を $x_{1}’\in C$ と

(3) $x_{n+1}=\alpha_{n}\Phi x_{n}+(1-\alpha_{n})Tx_{n}$

で定義する. $z\in C$ を縮小写像 $P\circ\Phi$ の唯一の不動点とする. このと
き, $\{x_{n}\}$ は $z$ へ強収束する.

注意. $z$ は $T$ の不動点である. また, すべての $x\in C$ について $\Phi x=u$

のとき, (3) は (i) と一致する.
. .

Xu の証明は大変技巧的で, 感動したのを今でも覚えている. 筆者に
は彼の発想の源が全く分からず, 「なぜ, このような証明を思いつくこ
とができたのだろうか」 という疑問を持った. 筆者にも理解できる証
明はないか\searrow と探したところ, 意外にも, 次の非常に簡潔な別証明を得
ることができた.

52



定理 5の別証明 ([16]). $\Phi$ は縮小写像なのて, 実数 $r\in[0,1$ ) が存在し
て, すべての $x,$ $y\in C$ に対して, $\Vert\Phi x-\Phi y\Vert\leq r\Vert x-y\Vert$ を満たす. 点
列 $\{y_{n}\}\subset C$ を $y_{1}\in C$ と $y_{n+1}=\alpha_{n}\Phi z+(1-\alpha_{n})Ty_{n}$ で定義する. 定
理 2により, $\{y_{n}\}$ は $Po\Phi z$ , すなわち $z$ に収束する. すべての $n\in N$

について,

1 $x_{n+1}-y_{n+1}\Vert$

$\leq(1-\alpha_{n})\Vert Tx_{n}-Ty_{n}\Vert+\alpha_{n}\Vert\Phi x_{n}-\Phi z\Vert$

$\leq(1-\alpha_{n})\Vert x_{n}-y_{n}\rfloor|+\alpha_{n}r\Vert x_{n^{\backslash }}-z\Vert$

$\leq(1-\alpha_{n}+\alpha_{n}r)\Vert x_{n}-y_{n}\Vert+\alpha_{n}r\Vert y_{n}-z\Vert$

$=(1- \alpha_{n}+\alpha_{n}r)\Vert x_{n}-y_{n}\Vert+(\alpha_{n}-\alpha_{n}r)\frac{r\Vert y_{n}-z\Vert}{1-r}$

が成立する. 補助定理 1により, $\lim_{n}\Vert x_{n}-y_{n}\Vert=0$ を得る. つまり
$\lim_{n}\Vert x_{n}-z\Vert=0$ が証明された. 口

この別証明は, 実は, 次の定理の証明にもなっている.

定理 6 ([1.6]). $C$ を Banach空間 $E$ の閉凸集合とする. $T$ を $C$ 上で定義
された非拡大写像とし, $\Phi$ を $C$ 上の縮小写像とする. 数列 $\{\alpha_{n}\}\subset[0,.1]$

は (C1) と (C2) を満たしているとする. 以下の仮定をする:
$\bullet$ すべての $u\in C$ に対して, $u_{1}=u$ と $u_{n+1}=(1-\alpha_{n})Tu_{n}+\alpha_{\mathfrak{n}}u$

で定義される点列 $\{u_{n}\}\subset C$ は強収束する.
この収束先を $Pu$ で表す. 点列 $\{x_{n}\}\subset C$ を $x_{1}\in C.$と $(3)$ で定義する.
$z\in C$ を縮小写像 $P\circ\Phi$ の唯一の不動点とする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $z$

へ強収束する.

注意. この定理を平たく言うと, Halpern型の収束定理が成立すれば, 自
動的に Halpern-Moudafi型の収束定理も成立することを意味する. ま

た, 命題に関しては次の 2つの事柄に注意する必要がある.
(i)Pu を定義する際, 初期点 $u_{1}$ は $u$ である必要はない. つまり,

$Pu$ は初期点には依存しない.
(ii) $P$ は $C$ 上の非拡大写像になる.

証明. 既に述べたように, 証明の本質的な部分は終わっている. 「注意」
の 2つの事柄について証明しよう. まず (i) について. $u\in C$ を固定し,
初期点のみが異なる 2つの点列 $\{u_{n}\},$ $\{y_{n}\}\subset C$ を $u_{1}=u,$ $y_{1}\in.C$ そ
して

$u_{n+1}=(1-\alpha_{n})Tu_{n}+.\alpha_{n}u$, $y_{n+1}=(1-\alpha_{n})Ty_{n}+\alpha_{n}u$
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で定義する. このとき,

$\Vert u_{n+1}-y_{n+1}\Vert\leq(1-\alpha_{n})\Vert Tu_{n}-Ty_{n}\Vert\leq(1-\alpha_{n})\backslash \Vert u_{n}-y_{n}\Vert$

がすべての $n\in \mathbb{N}$ に対して成立するので, 補助定理 1により, limn $\Vert u_{n}-$

$y_{n}||=0$ を得る. すなわち, 収束先は初期点に依存しない. 次に (ii) を
示す. $v\in C$ を固定し, 点列 $\{v_{n}\}\subset C$ を $v_{1}=v$ と

$v_{n+1}=(i-\alpha_{n})Tv_{n}+\alpha_{n}v$

で定義する. このとき,

$\Vert u_{n+1}-v_{n+1}\Vert\leq(1-\alpha_{n})\Vert Tu_{n}-Tv_{n}\Vert+\alpha_{n}\cdot\Vert u-v\Vert$

$\leq(1-\alpha_{n})\Vert u_{n}-v_{n}\Vert+\alpha_{n}\Vert u-v\Vert$

がすべての $n\in N$ で成立する. この不等式と $u_{1}=u,$ $v_{1}=v$ より, 数
学的帰納法を用いて, $\Vert u_{n}-v_{n}\Vert\leq\Vert u-vt|$ を証明することができる. す
なわち $\Vert Pu-Pv\Vert\leq\Vert u-v\Vert$ が言える. 口

定理 6によって, (c) 型の拡張定理に関する研究は完全に終わったこ
とになる. なお, 論文 $[16]$ では, 写像族に関する収束定理を意識して, も
う少し一般的な設定で証明している. 詳細は文献を参照のこと.
定理 3と定理 6により, 以下の定理が一自動的に一導かれる.

定理 7. $E,$ $C,$ $T$ そして $P$ は定理 2と同じとする. $\Phi$
. を $C$ 上の縮小写

像とする. $\lambda$ を $\lambda\in(0,1)$ なる実数とし, 数列 $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は (C1) と
(C2) を満たすとする. 点列 $\{x_{n}\}\subset C$ を $x_{1}\in C$ と

(4) $x_{n+1}=\alpha_{n}\Phi x_{n}+(1, -\alpha_{n})(\lambda Tx_{n}+(1-\lambda)x_{n})$ .

で定義する. $z\in C$ を縮小写像 $P\circ\Phi$ の唯一の不動点とする. このと
き, $\{x_{n}\}$ は $z$ へ強収束する.

5. まとめ

Halpern の収束定理 (定理 1) には, (a) 型, (b) 型, (C) 型の 3つの拡張
の方向がある. (C) 型については完全に解決された. (a) 型については,
実質的には解決されたが, 未だ未解決の部分がある. (b) 型については,
Browder型収束との関係が分かっている $[13, 17]\cdot$ しかし, 完全な解決
のための糸口は未だ見えていない.
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