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1 Gray-Scottモデル
本講演では, 化学反応を記述する Gray-Scottモデルを考える.

$\{\begin{array}{l}a_{t}=D_{\Lambda}\Delta a-k_{1}ab^{2}+k_{f}(a_{0}-a)b_{t}=D_{B}\Delta b+k_{1}ab^{2}-k_{2}b\end{array}$

ただし, 未知関数 $a(x, t)$ と $b(x, t)$ は, 場所 $x$ かつ時亥肚における化学物質 $A$ と $B$ のそれぞれの
濃度を記述する. また, $D_{A}$ と $D_{B}$ は化学物質 44と $B$ の各々の拡散係数を現し, $k_{1}$ と $k_{2}$ は以下の
化学反応式 (1) と (2) に対応する反応速度定数である. 更に, $k_{f}$ と $a_{0}$ は正定数であり, 化学反応
系が開放系であることを意味する.

$A+2Barrow 3B$ , (1)
$Barrow P$. (2)

このモデルは, Gray と Scott [4-6] により拡散項がない常微分方程式系として提出された. そ
の後, 1993年に Pearson [10] が拡散項を加えた上記の反応拡敬モデルの数値シュミレーション
を行ったところ, 様々な時空間ダイナミクスが現れることがわかり注目を集めるようになった.
例えば, 自己複製パターンと呼ばれるパルスが時間発展するに従い分裂していく現象や, パルス
の相互作用に関する興味深い現象が現れることも分かっている.
そのような背景を踏まえ, これまで定在パルスの存在や安定性に関して様々な研究がなされ

ている. [2,3,8,9,11,12] しかし, $W^{r}ei[12]$ の結果を除いては, いずれの結果も 1次元空間での結果
である. 本講演では, 多次元空間における定在パルスの存在・非存在及び安定性の問題を扱い,
今回得られた結果を紹介する.
定在パルスの存在問題は, 次の定常問題 (SP) の非自明な非負値解が存在するか否かという問

題に帰着される.

(SP) $\{\begin{array}{ll}\Delta u-uv^{2}+\lambda(1-u)=0, x\in R^{N},\gamma\Delta v+uv^{2}-v=0, x\in R^{N},\lim_{xarrow\pm\infty}(u, v)=(1,0). \end{array}$

ただし, $R^{N}(N\geq 2)$ は全空間を表す. また, $\lambda$ と $\gamma$ は元の方程式のパラメータと以下の関係式を
満たすことに注意する.

$\lambda=\frac{k_{1}k_{\int}a_{0}^{2}}{k_{2}^{2}}$ , $\gamma=\frac{k_{2}D_{B}}{k_{1}a_{0}^{2}D_{\Lambda}}$ . (3)

強最大値原理から (SP) の任意の非自明な解 (符号変化する場合も含む) は, 正値解である. し
たがって, (SP) の正値解があるかどうかに着眼して議論を進めればよい. 次節では, 非自明な正
値解の存在定理と安定性に関する結果を取り上げ, 3節では, 大域的な非存在定理とモデルの考
察に関して言及する.
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2 存在と安定性に関する結果
定常問題 (SP) の非自明な正値解の存在と安定性に関して考察する. パラメータ $\lambda$ と $\gamma$ にっぃ

て次の条件をおく:
$\lambda\gamma=1$ . (4)

Theorem 1. $\lambda$ と $\gamma$ が (4) を満たすと仮定する. そのとき,
$( a)0<\gamma<\frac{2}{9}$ ならば, (SP) は以下の性質を満たす非自明な正値解 ($u(x)$ , v(坊を持っ.
$(i)u(x)=u(|x|),$ $v(x)=v(|x|),$ $u(x)=1-\gamma v(x)$ for $x\in R^{N}$ ,
$(ii)u’(r)>0$ and $v’(r)<0$ for $r=x|>0$ ,
$( iii)\limarrow+\infty(u(r), u’(r),$ $v(r),$ $v’(r))=(1,0,0,0)$ .
(b) $\gamma\geq\frac{2}{9}$ ならば, (SP) の非自明な正値解は存在しない.

Remark 1. この定理は f 1次元空間における Hale-Peletier-hoy [9] によって得られた存在定理
の拡張となっている.

Proof. 補助関数 $p(x)=u(x)+\gamma v(x)-1$ を導入すると, $p(x)$ が満たす方程式は

$\Delta p=\frac{1}{\gamma}p$, $|x|arrow\infty 1in1p=0$ ,

となる. したがって, 最大値原理より $p(x)$ は恒等的に $0$ となる. $u(x)=1-\gamma v(x)$ を (SP) の二
番目の式に代入すると,

$\Delta v+f(v, \gamma)=0$ in $R^{N}$ , (5)

となる. ただし,
$f(v, \gamma)=-\frac{1}{\gamma}v(\gamma v^{2}-v+1)$ .

$v(x)$ の境界条件
$v(x)arrow 0$ as $|x|arrow+\infty$ , (6)

より, (5)$-(6)$ を満たす正値解は球対称解となる. (Gidas-Ni-Nirenberg [7] 参照). したがって,
(5)$-(6)$ を満たす正値解 $v(x)=v(r)$ ($r=$ 国) は以下の方程式の解である.

$v”+ \frac{N-1}{r}v’+f(v, \gamma)=0$ , $v(r)>0$ , $\lim_{rarrow+\infty}v’(r)=0$ . (7)

ここで,

$F(\xi)$ $:= \int_{0}^{\xi}f(v, \gamma)dv$ ,

とおき, 反応項 $f(v, \gamma)$ に関する条件 (J) を以下のように定義する;

(J) $F(\xi)>0$ を満たす $\xi>0$ が存在する.

$( a)0<\gamma<\frac{2}{9}$ ならば, 反応項 $f(v, \gamma)$ は条件 (J) を満たすので, Berestycki-Lions-Peletier [1] の
結果から (7) は $v’(r)<0$ を満たす解 $v=v(r)$ を持つ.
一方, $( b)\gamma\geq\frac{2}{9}$ ならば, 反応項 $f(v, \gamma\cdot)$ は条件 (J) を満たさないので, (7) は解を持たないこと

が分かる. 口
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もとの非定常問題を変数変換したシステムは, 以下のようになる.

$\{\begin{array}{ll}u_{t}=\triangle u-uv^{2}+\lambda(1-u), (x, t)\in R^{N}\cross(0, \infty),\frac{7}{d}v_{t}=\gamma\cdot\Delta v+uv^{2}-v, (x, t)\in R^{N}\cross(0, \infty),u(x, 0)=u_{0}(x), v(x, 0)=v_{0}(x), x\in R^{N},\end{array}$

ただし, 初期関数 $u_{0}(x)$ と $v_{0}(x)$ は $R^{N}$ 上で有界な連続関数とする. また, パラメータ $\lambda$ と $\gamma$ は
(3) で定義したものであり,

$d= \frac{D_{\Lambda}}{D_{B}}$ ,

である. 更に, 関数空間 $X$ を
$X=L^{2}(R^{N})\cross L^{2}(R^{N})$ ,

とおく. そのとき, 以下の安定性に関する定理が成り立つ.

Theorem 2. $d=1$ ならば, Theorem 1(a) で得られた球対称解は関数空間 $X$ において線形化不
安定である.

Proof. Theorem 1(a) で得られた球対称解を $(\phi, \psi)$ とおくと,

$\phi(x)+\gamma’\psi(x)-1=0$ for $x\in R^{N}$ , (8)

を満たし, 対応する線形化固有値問題 ($d=1$ かっ $\lambda\gamma=1$ ) は次のようになる;

$\{\begin{array}{l}\Delta u-(\psi^{2}+\frac{1}{\gamma})u-2\phi\psi v=\mu u\Delta v+_{\gamma}L^{2}u+\frac{1}{\gamma}(2\phi\psi-1)v=\mu v\end{array}$ (9)

ここで, 関数空間 $x_{0}$ を

$X_{0}=$ { $(u,$ $v)\in X:u(x)+\gamma v(x)=0$ for any $x\in R^{N}$ },

と定義する. $(u, v)\in X_{0}$ とすると, (8) と (9) から $(u, v)$ が満たす方程式系は, $u+\gamma v=0$ かつ

$\Delta v+\frac{1}{\gamma}\{-3\gamma\psi^{2}+2\psi-1\}v=\mu v$ , (10)

である. Berestycki-Lions-Peletier([1], Propsition IV) の結果 $0’$ . り, $v(x)$ に関する単独の固有値問
題 (10) は正の実固有値と対応する固有関数 $v(x)\in L^{2}(R^{N})$ を持つ. したがって, 不安定な固有
値が少なくとも一つあることが分かった 口

3 非存在結果とモデルの考察
前節では, 定常問題 (SP) の非自明な正値解を構成したが, 本節では非自明な解が存在しない
ための $\lambda$ と $\gamma$ の十分条件を考察する. 非存在に関する大域的な結果は, 空間一次元の場合は Sato
[11] に記されているが, 空間次元が 2以上の問題に関してはほとんど分かっていないのが現状
である. [11] で開発された最大値原理に基づく証明方法を (SP) に適用すれば, 以下の結果が成
り立つことが分かる.
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Theorem 3. $X=\lambda\gamma<1$ とする. そのとき, $\lambda$ と $\gamma$ が次の条件のうちーつでも満たすならば,
(SP) の非自明解は存在しない.
$( i)\gamma\geq\frac{1}{4}$

$(ii)4-16\gamma\leq X\leq 4\gamma$ with $\frac{1}{v^{r}}\leq\gamma<\frac{1}{4}f$

$( iii)X\leq\frac{4}{5}\gamma<\frac{1}{4}$ with

$\{\begin{array}{l}\lambda’\geq\frac{4(1-4\gamma)}{(1+4\gamma-16\gamma^{2})^{2}}ifX\leq X^{*}(\gamma)X\leq 4\gamma ifX>X^{*}(\gamma)\end{array}$

ただし, $X^{*}(\gamma)$ は $\gamma$ に関し単調減少な関数であり
$f$
以下を満たす.

$X^{*}( \gamma)arrow\frac{4}{5}$ as $\gammaarrow 0$ and $X^{*}(\gamma)arrow\tilde{X}$ as $\gammaarrow\frac{1}{4}$ .

ここで, $\tilde{X}\in(0,1)$ は $\tilde{X}=(1-\tilde{X})(1+\sqrt{1-\tilde{\lambda’}})^{2}$ を満たす唯一の解である.

Theorem 4. $\lambda\gamma>1$ とする, そのとき, $\lambda\leq 4$ならば, (SP) の解は自明解 $(u, v)=(1,0)$ のみで
ある.

Theorems 3-4の条件を満たす $\lambda$ と $\gamma$ を $\lambda-\gamma$平面で表すと, 下図のようになる.

$\lambda,$
$\gamma$ ともとの方程式のパラメータとの対応関係を記す (3) を見ると, $\lambda$ と $\gamma$ の両方に含まれる

本来のパラメータは, $k_{1},$ $k_{2}$ と $a_{0}$ であることに注意する. 本節の非存在結果により, $\lambda$ が小さく
かつ $\gamma$ が大きいときには (SP) の非自明解が存在しないので, 以下の場合には定在パルスが形成
されないことが分かる.

(I) $k_{1}$ が小さい or (II) $k_{2}$ が大きい or (III) $a_{0}$ が小さい.

(I) と (II) から, (1) の非線形反応の速度が (2) の線形反応の速度に比べ小さいほど, 空間非一
様なパターンが現れにくく, 逆に非線形反応の速度が大きくなれば, 空間非一様なパターンが出
現する傾向が見て取れる. この事実は反応拡散系のパターン形成問題でよく現れることであり,
直感に合ったことである. (III) に関しては, この開放系の自己触媒化学反応特有のものではない
かと考えられる. すなわち, 自己触媒としての化学物質 $A$ が外部から供給されやすい環境であ
るほど, 空間非一様なパターンが生じやすい傾向がある. また, Wei [12] の結果は拡散係数の比
に注目した研究結果であるが, 本研究では反応項の各係数に着目した研究でありその点が [12]
と異なった観点である.
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