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概要
植物は様々な形で微生物と相互作用している (ex. 菌根菌による菌根形成により栄養摂取効

率の上昇. エンドファイト (植物内生菌) の存在による植物の耐虫性, 耐乾性の獲得等々). 我々
は植物と相互作用のある微生物の中でも, 植物内部で共生関係にある微生物に注目し同一植物
で, エンドファイトに感染した個体と感染していない個体の共存について議論する. 更に, 植
食者が 2種類の個体の共存に与える影響を, エンドファイトに感染した個体が 1) エンドファ
イトに感染した個体のみ生産する場合と 2) 感染, 未感染の個体を生産する場合に分けて考え
る. 1を考慮したモデルでは植食者の存在は 2種類の個体の共存を促進させることはなかった
が, 2を考慮したモデルでは植食者の存在によって 2種類の個体の共存が促進される場合があ
ることを示した.

1 導入
植物は多くの微生物と相互作用し, 両者が共生関係にあるものもいる (Alissa and Keith, 2000;

Clay and Holah, 1999; Clay and Schardl, 2002; Glenn et. al., 1996; Hatcher et. al., 2006;
Omachi et. al. 2001). 本研究は植物に内生して垂直伝播するエンドファイトに注目する. 本研
究では差分方程式で記述されたロッタリーモデル (Chesson and Warner 1981) を用いる. ロッタ

リーモデルでは $t$ 年からの生き残りと再生産による新しい個体により $t+1$ 年旧の個体数が決定
される. 種 $i$ は $1-\delta_{i}$ という割合で生き残るとともに死亡によって空き地をつくる. よって植物 $i$

種が時刻 $t$ で占有している面積割合を $P_{i,t}$ とすると, 死亡によってできた空き地が占める割合は
$S(P_{1,t}, \cdots P_{n,t})=1-\sum_{j=1}^{n}(1-\delta_{j})P_{j)}\iota$ で表現される. 新、しく生産された種子 $\beta_{i}P_{i,t}$ は. 全体の

種子数に対する種 $i$ の種子数の比, $\beta_{i}P_{i,t}/\sum_{j=1}^{n}\beta_{j}P_{j,t}$ で空き地に侵入, 定着, 成長する以上か
ら, 種 $i$ の占有する面積は次の差分方程式で表現できる:.

$P_{i,t+1}$ $=$ $(1- \delta_{i})P_{i,t}+S(P_{1,t}, \cdot . . P_{n,t})\frac{\beta_{i}P_{i,t}}{\sum_{?}^{n}=1\beta_{j}P_{j,t}}$

.
(1)

ここで初期値は, $P_{i,0}>0,$ $\sum_{j=1}^{n}P_{j,0}$ . $\leq 1$ を満たす. このとき, 任意の $t>0,.n\geq i\geq 1$ に対して
$\sum_{j=1}^{n}P_{j,t}=1$ , $P_{i,t}\geq 0$ が成立する. このモデルでは $\beta_{i}/\delta_{i}=\beta_{j}/\delta_{j},$ $i\neq j,$ $i,$ $j>0$を満たす特殊
な状況では植物種は共存するが $n\geq 2$ において一般に共存できない.
次に植食者 $x$ の効果を入れてみよう, 簡単のために植食者は餌 (植物) の量に依存せずに増殖を行
うものとし次世代の植食者の個体数は関数 $f(x_{t})$ で決定されるとする. 植食者が植物を食べる割合
を l-gi(xt)(この割合は枯死等で死亡しなかった植物の中から植食者が食べた割合を示す. ) とす
ると今度は次の差分方程式が成立する.

$P_{i,t+1}$ $=$ $g_{i}(x_{t})(1-\delta_{i})P_{i,t}+S(P_{1,t}, \cdots P_{n,t},x_{t})\mapsto^{j=1\beta P\beta_{j}P_{jt}}$

(2)
$x_{t+1}$ $=$ $f(x_{t})$
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ここで、 $S(P_{1,t}, \cdots P_{n,t}, x_{t})=1-\sum_{j=1}^{n}g_{j}(x_{t})(1-\delta_{j})P_{j,t},$ $P_{i,0}>0,$ $n\geq i\geq 1,$ $\sum_{j=1}^{n}P_{\check{J}^{0}}\leq 1$ .

他のパラメータ $\delta_{i},$ $\beta_{i}$. の意味は (1) と同じである. (2) に関しても任意の $n\geq i\geq 1,$ $t>0$ に対し

て $\sum_{j=1}^{n}P_{i,t}=1,$ $P_{i,t,}\geq 0$ が成立する事がわかる. 簡単のために, 植食者は平衡状態 $x^{*}=f(x^{*})$

に達していると仮定すると植物の共存平衡点は一般に存在しない. ただし 2種系 $(n=2)$ では, 共

存平衡点が特殊な状況 $\beta_{1}/(1-g_{1}(x^{*})(1-\delta_{1}))=\beta_{2}/(1-g_{2}(x^{*})(1-\delta_{2}))$ で存在する. エンドファ
イトに感染した個体を 1, 感染していない個体を 2と考えた場合, エンドファイト感染個体 (未感
染個体) は感染個体 (未感染個体) のみしか生産しない場合に対応し, 2種類の個体は共存できな

い事がわかる.
本研究では, 同一植物をエンドファイトに感染した個体と感染していない個体の 2つのグルー
プに分けて考えエンドファイトに感染した個体は感染した個体と未感染の個体を生産すると仮定
する (この仮定は Neotyphodium endophyte を考えれば自然な仮定である. ). 加えて, 植食者を
考えたモデルを構築してエンドファイトに感染した植物がいる状況での植食者が種の共存に与え
る影響を考察していく.

2 エンドファイトを考慮したモデル

植食者とエンドラァイトを考慮しモデルを構成しよう. エンドファイトは垂直伝播するので, エ

ンドファイトに感染していない個体からは未感染の個体のみ生産され, 感染した個体からは感染
した個体と未感染の個体の両方が生産される.
エンドファイトに感染していない個体が占める割合を耳, エンドファイトに感染した個体が占

める割合を理, 植食者は $x_{t}$ とする. エンドファイトに感染していない (している) 個体の死亡率は
$0\leq\delta\leq 1(0\leq\delta^{e}\leq 1)$ とし, 繁殖率は $\beta>0(\beta^{e}>0)$ であるとする. エンドファイトに感染し
た個体から生産された種子の中で感染していない個体となる種子の割合を $0\leq\theta\leq 1$ とすると, エ
ンドファイトに感染した個体, 感染していない個体, 植食者は次のように表現することができる.

$P_{t+1}^{e}P_{t+1}$ $==$ $g^{e}(x_{t})(1- \delta^{e})P_{t}^{e}+S(P_{t},P_{t}^{e},xg(x_{f})(1-\delta)P_{1}.+S(PP_{t^{tj}}, x_{t})\frac{\beta P_{t}+\theta\beta^{\epsilon}P_{t}^{\epsilon}}{\beta P,t)\frac{(1-\theta)\beta^{c}P_{i}^{\epsilon}t+\beta^{e_{\sim}}P_{t}^{c}}{\beta P_{t}+\beta^{\epsilon}P_{t}’}}$

. $\cdot$ (3)

$x_{t+1}$ $=$ $f(x_{t})$

ここで, $S(P_{t}, P_{f}^{e}, x_{t})=1-g(x_{t})(1-\delta)P_{t}-g^{e}(x_{t})(1-\delta^{e})P_{t}^{e},$ $P_{0}>0,$ $P_{0}^{e}>0,$ $P_{0}+P_{0}^{e}\leq 1$ とす

る. 更に, $1-g(x_{t})$ と $1-g^{e}(x_{t})$ はエンドファイトに感染していない個体, 感染している個体が
植食者によって食べられる割合を示し, 次の仮定を満たすとする :

1. $g(0)=1,$ $g^{e}(0)=1$ .

2. $x$ について, 非負の単調減少関数.

このモデルに関しても上述の初期値を与えることで任意の $t>0$ に対して $P_{t}>0,$ $P_{t^{C}}>0$ ,
$P_{t}+P_{t}^{e}=1$ が成立する事を容易に証明できる. 一方で, $f(x_{t})$ に関しては解の非負, 有界性を保
つ関数を定義する必要がある. (3) で $\theta=0$ とすると, (2) において $n=2$ とし $P$ を $P_{1},\cdot P^{\epsilon}$ を $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

と対応して考える事ができる.
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3 内部平衡点

共存平衡点とその安定性を考える. 本研究では簡単のため植食者の個体数は平衡状態 $x^{*}>0$ に

達していると考える.

3.1 内部平衡点の存在

内部平衡点の存在条件は下記の通りである.

定理. 内部平衡点が存在する必要十分条件は,

$\{1-g(x^{*})(1-\delta)\}(1-\theta)\beta^{c}-\beta\{1-g^{e}(x^{*})(1-\delta^{e})\}>0$ (4)

証明. 内部平衡点 $P^{*},$ $P^{e*}$ は次の式を満たす:

$\frac{\{1-g(x^{*})(1-\delta)\}P^{*}}{\beta P^{*}+\theta\beta^{e}P^{e*}}$ $=$ $\frac{1-g^{e}(x^{*})(1-\delta^{P}\cdot)}{(1-\theta)\beta^{e}}$

上式を変形して

$[ \frac{\{1-g(x^{*})(1-\delta)\}(1-\theta)\beta^{e}}{1-g^{e}(x^{*})(1-\delta^{e})}-\beta]P^{*}$ $=$ $\theta\beta^{e}P^{e*}$ , (5)

$P^{c*}$ $=$ $A(x^{*})P^{*}$ .

ここで, $A^{*}(x)=[ \frac{\{1-g(x)(1-\delta)\}(1-\theta)\beta^{\epsilon}}{1-g^{\epsilon}(x^{*})(1-\delta^{\epsilon})}-\beta]/\theta\beta^{e}$ . $.\Leftrightarrow$に,

$P^{e*}$ $=$ $g^{e}(x^{*})(1- \delta^{e})P^{e*}+\{1-g(x^{*})(1-\delta)P^{*}-g^{e}(x^{*})(1-\delta^{e})P^{\epsilon*}\}\frac{(1-\theta)\beta^{e}P^{\epsilon*}}{\beta P^{*}+\beta^{e}\cdot P^{e,*}}$

1 $=$ $\{\frac{1-g^{e}(1-\delta^{e})}{(1-\theta)\beta^{e}}\beta+g(x^{*})(1-\delta)\}P^{*}+\{\frac{1-g^{e}(1-\delta^{e})}{(1-\theta)\beta^{e}}\beta^{e}+g^{e}(x^{*})(1-\delta^{e})\}P^{e*}$

1 $=$ $[ \frac{1-g^{e}(1-\delta^{e})}{(1-\theta)\beta^{e}}\beta+g(x^{*})(1-\delta)+\{\frac{1-g^{e}(1-\delta^{e})}{(1-\theta)\beta^{e}}\beta^{e}+g^{e}(x^{*})(1-\delta^{e})\}A(x^{*})]P^{*}$

$P^{*}$ $=$
$\frac{1-g^{e}(x\cdot)(1-\delta^{\epsilon})}{(1-\theta)\beta^{\epsilon}}\beta+g(x^{*})(1-\delta)+\{\frac{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1-g^{e}(x^{*})(1-\delta^{\epsilon})}}{(1-\theta)\beta^{\epsilon}}\beta^{e}+g^{e}(x^{*})(1-\delta^{e})\}A(x^{*})1$

(6)

ここで, $\beta\{1-g^{\epsilon:}(x^{*})(1-\delta^{e})\}/(1-\theta)\beta^{c^{\iota}:}+g(x^{*})(1-\delta)$ と $\beta^{(’}\cdot\{1-g^{r}\cdot(x^{*})(1-\delta^{\epsilon})\}/(1-\theta)\beta^{e}+$

$g^{e}(x^{*})(1-\delta^{r})$ は $\delta,$ $\delta^{(i},$ $\theta,$ $g(x),$ $g^{i}(x)$ の定義から正の値をとる. すると $A(x^{*})>0$ が満たされる

なら, (6) は正である. 以上より十分性が証明された. 必要性は, (5) 式から明らか. 証明終了. 口

条件 (4) は, モデル (2)の内部平衡点の存在条件 $\beta_{1}/(1-g_{1}(x^{*})(1-\delta_{1}))-\beta_{2}/(1-g_{2}(x^{*})(1-\delta_{2}))=$

$0$ に比べて一般性がある条件である.

3.2 内部平衡点の安定性

ヤコビ行列を $J$ とすると固有方程式は次のようになる:

$0=|J-\lambda E|$
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ここで $\lambda$ は固有値として, $E$ は単位行列である. 付録 A より固有方程式を計算すると下記のよう
になる:

$0=|G(1-R)-\lambda-c_{0}R^{e}$
$S \frac{\theta\beta^{\epsilon}}{\beta P+\beta^{\epsilon}P^{\epsilon},1-G^{e_{0}}}-G^{e}RR^{e}-\lambda$

$\frac{\partial f(x}{\partial x}-\lambda\frac{\partial F^{\epsilon}\mathcal{T}x\partial F}{\partial x,)}|_{P=P^{r},P^{e}=P^{e},x=x^{*}}$

.
この固有方程式を計算をすると次の 3つの固有値を得る.

$0$ , $1+(G-G^{:})R^{e}$ , $\frac{\partial f(x)}{\partial x}$

植食者は常に平衡状態にあると仮定しているので $|\partial f(x)/\partial x|<1$ を満たすとする. このとき
$|1+(G-G^{e})R^{e}$ 1<l(すなわち, $-2<(G-G_{e})R^{\epsilon}<0$) であれば内部平衡点が安定となる. この
安定条件ほ $\beta<\beta^{e},$ $\delta>\delta^{\epsilon},$ $\theta\fallingdotseq 1$ のときに満たされる. すなわち, エンドファイト感染により個
体の種子生産効率が大きくなり, 死亡率が下がり, 感染個体から多くの非感染個体が流出される
ような場合, 内部平衡点が安定となる. 現段階では内部平衡点は存在すれば安定であることが数
値計算から予測される. しかし, 数学的な証明は今後の課題である.

4 結果

以上のより内部平衡点とその安定性が明らかとなった. この結果を元に. $f(x)=rx/(1+x)$ ,

$g(x)=g^{e}(x)=1/(1+x)$ としてパラメータを $\delta=0.09,$ $\delta^{e}=0.14,$ $\beta=1.3,$ $\beta^{e}=2.6,$ $\theta=0.4$ ,
$r=6,$ $P_{0}=0.2,$ $P_{0}^{c:}=0.2$ として数値計算を行った. その結果, 植食者が存在しない $(x_{0}=0)$

場合, $\{1-g(0)(1-\delta)\}(1-\theta)\beta^{G!}-\beta\{1-g^{e}(0)(1-.-\delta^{e})\}<0$ となり $P^{*},$ $P^{e*}<0$ となる. 一方

で, $x0>0$である場合は平衡状態 $x^{*}=r-1=5$ に必ず達する. このとき $\{1-g(x^{*})(1-\delta)\}(1-$

$\theta)\beta^{e}-\beta\{1-g^{e}(x^{*})(1-\delta^{e})\}>0$ となり内部平衡点を持つ. このパラメータの場合, 植食者が存
在しない場合 ($x_{0}=0$ の場合) にはエンドブアイトに感染した個体が絶滅するが、存在する場合
($x_{0}>0$ の場合) にはエンドファイトに感染している個体が非感染個体とともに生き残ることがで
きるようになる.

5 考察

. オリジナルのロッタリーモデルではエンドファイトに感染した個体と $i$ンドファイトに未感染
である個体を 2種とみたとき, 一般には共存することはできなく, 植食者の効果を入れた場合で
も一般に共存する事はできなかった ((3) で $\theta=0$ の場合). この場合, エンドファイト感染個体

(未感染個体) はエンドファイト感染個体 (未感染個体) しか生産しない. 一方で, エンドファイト

を考慮しエンドファイトに感染した個体が未感染の個体も生産する状況では定理のように一般に
共存する可能性がある事がわかった. このとき, 植食者が存在しない時にはエンドファイトに感
染した植物は生き残ることができないが植食者が存在することによってエンドファイトに感染し
た植物が共存できるような状況が発見された. この結果から実際の生態系においても, 2種類の
形質が異なる同じ植物種個体の共存が植食者の存在により起こっている可能性がある事がわかる.
このような状況は同じ種の個体の中でも感染した個体 (未感染の個体) は感染した個体 (未感染の
個体) に限定した種子しか生産しない状況では起こりえない. $((1),$(2) より). しかし, (3) のように
感染した個体から感染した個体と未感染個体たなる種子の両者が生産される場合にのみ 2種類の
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共存が起こりうる. この結果から, エンドファイト自身が生存し植物とともに生き残っていくた
めには植物のすべての種子に感染するのではなく全体の中の一部にのみ感染するような状況でな
いとならない事が示唆される. Oomachi et al. [7] では, エンドファイトは感染した植物の形質ま
で変化させてしまう事からエンドファイトなどの微生物と植物の相互作用により, 高次の栄養段
階の生物に影響を与えることを示唆している. しかし, 本研究では逆に (植物より) 高次の栄養段

階に属する捕食者が同種の 2種類の植物個体 (エンドファイトに感染した個体と感染していない個
体) の共存に寄与している事が示唆された. 今後は, エンドファイトに感染した植物が植食者に対

して何らかの影響を及ぼす場合を考えていく必要があると考える.

A モデル (3)のヤコビ行列の要素の計算

(3) のヤコビ行列 $J$ は式 (3) の右辺を $F$ , $F^{e}$ , $f$ として

$J=( \frac{\partial P^{r}\Gamma P\partial F}{\partial\partial P\partial\#}$ $\frac{\partial P}{\frac{\partial P^{e})F^{c}}{\not\in^{\partial}\partial P^{\epsilon}},\prime}$ $( \frac{\partial F}{Tx\prime JF^{e},\#_{x}^{\partial}\prime Jx}-)$

である. $Y$コビ行列の要素を計算し内部平衡点 (簡単のために $*$ 記号は外してある.) を代入した

状況を考える :
$\frac{\partial F}{\partial P}$ $=$ $\frac{\partial}{\partial P}\{g(x)(1-\delta)P+SR\}$

$=$ $(1- \delta)g(x)+\frac{\partial S}{\partial P}R+S\frac{\partial’R}{\partial P}$

$=$ $\{g(x)(1-\delta)+S\frac{\beta}{\beta P+\beta^{e}P^{e}}\}(1-R)$ (7)

$=$ $G(1-R)$

$\frac{\partial’F}{\partial P^{r}}$ $=$ $\frac{\partial S}{\partial P^{r^{J}}}R+S\frac{\partial R}{\partial P^{e}}$

$=$ $-g^{e}(x)(1- \delta^{e})R+S\frac{\theta\beta^{e}}{\beta P+\beta^{e}P^{e}}-S\frac{\beta^{e}}{\beta P+\beta^{e}P^{e}}R$

$S \frac{\theta\beta^{e}}{\beta P+\beta^{e}P^{e}}-G^{e}R$

$\frac{\partial F}{\partial x,}$ $=$ $\frac{\partial g(x)}{\partial’x}(1-\delta)P-\{\frac{\partial g(x)}{\partial x}(1-\delta)P+\frac{\partial g^{e}(x)}{\partial x}(1-\delta^{\Gamma,})P^{tj}\}R$

$\frac{\partial F(:}{\partial P}$ $=$ $\frac{\partial}{\partial P}\{g^{e}(x)(1-\delta^{e})P^{e}+SR^{e}\}$

$=$ $\frac{\partial S}{\partial P}R^{e}+S\frac{\partial R^{e}}{\partial P}$

$=$ $- \{S\frac{\beta}{\beta P+\beta^{e}P^{e}}+g(x)(1-\delta)\}R^{e}$

$=$ $-GR^{e}$
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$\frac{\partial F^{\rho}}{\partial P^{\rho}}$ $=$ $\frac{\partial}{\partial P^{(:}}\{g^{e}(x)(1-\delta^{e})P^{e}+SR^{e}\}$

$=$ $(1- \delta^{e})g^{e}(x)+\frac{\partial S}{\partial P^{e}}R^{e}+S\frac{\partial R^{e}}{\partial P^{e}}$

$\{g^{e}(x)(1-\delta^{e})\dotplus S\frac{(1-\theta)\beta^{e}}{\beta P+\beta^{e}P^{e}}\}$

$- \{g^{e}(x)(1-\delta^{e})+S\frac{\beta^{e}}{\beta P\cdot+\beta^{e}P^{e}}\}R^{e}$

$\frac{F^{e}}{P^{e}}-G^{e}R^{e}=1-G^{e}R^{e}$

ここで, $R=(\beta P+\theta\beta^{ti}P^{c})/(\beta P+\beta^{e}P^{lj})$ , $R^{t_{A}}=(1-\theta)\beta^{e}P^{e}/(\beta P+\beta^{e}P^{e}),G(P, P^{e}, x)=$

$g(x)(1-\delta)+S\beta/(\beta P+\beta^{e}P^{e})$ , $G^{e}(P, P^{e}, x)=g^{\epsilon}(x)(1-\delta^{e})+S\beta^{e}/(\beta P+\beta^{e}P^{e})$ .
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