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1 序

本講演では楕円型作用素の摂動論、放物型方程式の非負値解の構造およびそ
れらの関係を解説する。以下、 $M$ を $n$次元リーマン多様体、 $\Delta$ を $M$上のラ
プラース. ベルトラミ作用素、 $D$ をノンコンパクトな $M$ 内の領域、

$L=-\Delta+V$ on $D$

とする。 ここで $V$ は $L_{1oc}^{p}(D)$ , $p> \max(\frac{n}{2} , 1)$ , に属する実数値関数である。
さらに、 $(L, D)$ は subcritical とする。即ち、 $D$上で $L$ の極小正値グリーン関
数 $G$ が存在すると仮定する。次の事実を思い出しておこう :

subcritical $\Rightarrow$ $E_{L}(D)\equiv$ {$h;Lh=0,$ $h>0$ on $D$} $\neq\emptyset$

$W$ は $D$ 上の正値関数で、 $W,$ $W^{-1}\in L_{1oc}^{\infty}(D)$ を満たすものとする。
本講演では、 まず、 $W$ による $L$ の摂動により $L$ に関する種々の性質が

$L+W$ に対しても保たれるかどうかを考察する。次に、$T>0$ として、放物
型方程式

$(\partial_{t}+W^{-1}L)u=0$ in $Q=D\cross(0, T)$ (1.1)
の非負値解の全体 $P(Q)$ を調べる。最後に $P(Q)$ の構造と楕円型作用素の摂
動論における種々の概念との関係を考察する。

2 摂動論

まず摂動論における幾つかの概念を思い出そう。
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[SP] (i.e., $W$ is a small perturbation of $L$ on $D$ )
$K\Subset D$ が存在して

任意の $\epsilon>0$ に対して

$\int_{D\backslash K}G(x, z)W(z)G(z,y)d\nu(z)\leq\epsilon G(x,y)$ , $x,y\in D\backslash K$ .

ここで d\mbox{\boldmath $\nu$}(のは $M$ のリーマン測度である。

[SSP] (i.e., semismall perturbation) 任意の $\epsilon>0$ に対して $K\Subset D$ が存在
して

$\int_{D\backslash K}G(x^{0}, z)W(z)G(z,y)d\nu(z)\leq\epsilon G(x^{0},y)$ , $y\in D\backslash K$,

ここで $x^{0}\in D$ は固定された参照点である。
$h\in E_{L}(D)$ を固定する。

[N-h-B] ($i.e.,W$ is non-h-big) $v\in E_{L+W}(D)$ で $0<v\leq h$ を満たすものが
存在する。

[h-B1 (i.e., h-big) $v$ が $(L+W)v=0$ on $D$ かつ $0\leq v\leq h$ を満たすな
らば $v\equiv 0$ である。
これ等の概念の間には次の関係がある。

Proposition 2.1 [SP] $\Rightarrow$ [SSP] $\Rightarrow$ [N-h-B] for any $h\in E_{L}(D)$

証明 [SP] $\Rightarrow$ [SSP] は最大値の原理を用いて示される。
[SSP] $\Rightarrow$ [N-h-B] を示そう。 $\partial_{M}D_{L}$ を $L$ に関する $D$ のマルチン境界とし、

$K(x, \xi)=\lim_{D\ni yarrow\xi}\frac{G(x,y)}{G(x^{0},y)}$ , $\xi\in\partial_{M}D_{L}$ ,

をマルチン核とする。 $(K(\cdot, \xi)\in E_{L}(D)$ である。) [SSP] より、 $C>0$ が存在
して

$\int_{D}G(x^{0}, z)W(z)G(z, y)d\nu(z)\leq CG(x^{0},y)$ , $y\in D$ .

Fatou の補題により、

$/DG(x^{0}, z)W(z)K(z,\xi)d\nu(z)\leq C$ , $\xi\in\partial_{M}D_{L}$ .

Martin の表現定理と Fubini の定理により、

$\int_{D}G(x^{0}, z)W(z)h(z)d\nu(z)\leq C$, $h\in E_{L}(D)$ .
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この不等式から、 Grigor’yan-Hansen による [N-h-B] の特徴づけにより、 [N-
h-B] が従う。

Theorem 2.2 (i) [SSP] $\Rightarrow$ $\partial_{M}D_{L}$ から $\partial_{M}D_{L+W}$ への同相写像 $\Phi$ が存在
する。 (ii) [SP] $\Rightarrow$ $G$ と $L+W$ のグリーン関数 $G_{L}+w$ は comparable
である。 即ち、 $C>0$ が存在して

$C^{-1}G(x,y)\leq G_{L+W}(x,y)\leq CG(x,y)$ , $x,y\in D$ .

更に $K(x, \xi)$ と $L+W$ のマルチン核 $K_{L+W}(x, \Phi(\xi))$ は comparable である。

Proposition 2.3 $[K(x, \xi)- B]$ $\Rightarrow$ $\lim_{D\ni yarrow\xi}G_{L+W}(x, y)/G(x^{0}, y)=0$

Example 2.4 $L=-\triangle$ on $D=\mathbb{R}^{n},$ $n\geq 3,$ $W(x)=(1+|x|^{2})^{\alpha/2},$ $\alpha\in \mathbb{R}$

とする。 このとき
[SP] $\Leftrightarrow$ [SSP] $\Leftrightarrow$ [N-h-B] for any $h\in E_{L}(D)$

$\Leftrightarrow$ $\alpha<-2$ .
ここで、 $E_{L}(D)=$ {positive constant functions}.

3 $P(Q)\emptyset F_{\grave{L}^{D}}^{g}$

問題 : 放物型方程式 (1.1) の非負値解を全て求めよ

を考えよう。 この間題は次の初期値問題

$(\partial_{t}+W^{-1}L)u=0$ in $Q=D\cross(O, T)$ , $u(x, 0)=0$ on $D$ (3.1)

の非負値解の一意性 [UP] (i.e., uniqueness for the positive Cauchy problem)
と密接な関係がある。

[UP] $u$ が (3.1) の非負値解ならば $u\equiv 0$ in $Q$ である。

[NUP] (3.1) の非負値解 $u\not\equiv O$ が存在する。

Theorem 3.1 ([2]) (i) [UP] $\Rightarrow$ 任意の $u\in P(Q)$ に対して $D$ 上の Borel
測度 $\mu$ が唯一つ存在して

$u(x,t)= \int_{D}p(x,y,t)d\mu(y)$ , $x\in D,$ $0<t<T$,

を満たす。 ここで $p$ は (1.1) に対する測度 $Wd\nu$ に関する極小基本解である。
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(ii) [NUP] $\Rightarrow$ 任意の $u\in P(Q)$ に対して $D$ 上の Borel 測度 $\mu$ と

$v\in P^{0}(Q)\equiv$ {$v\in P(Q);v$ は (3.1) の非負値解}

が唯一組存在して

$u(x,t)= \int_{D}p(x,y,t)d\mu(y)+v(x,t)$ , $(x,t)\in Q$

を満たす。

従って我々の問題を一意性が成り立たない場合に解くためには $P^{0}(Q)$ を
決定する必要がある。そのために条件 [IU](i.e., intrinsic ultracontractivity)
を導入しよう ([5]). $<W^{-1}L>D$ を 2次形式

$\int_{D}(\langle\nabla u,\nabla v\rangle+Vuv)d\nu$ , $u,v\in C_{0}^{\infty}(D)$

に付随する $L^{2}(D;Wd\nu)$ 上の自己共役作用素とし、 $\sigma$ をそのスペクトルとす
る。 さらに $\lambda_{0}=$ $inf\sigma$ は $<W^{-1}L>D$ の固有値と仮定する。 すると $L$ が

subcritical なので、 $\lambda_{0}>0$ となる。 $\phi_{0}$ を正規化された $\lambda_{0}$ に対する正値固有
関数とする。

[IU] 任意の $t>0$ に対して $C_{t}>0$ が存在して

$p(x,y,t)\leq C_{t}\phi_{0}(x)\phi_{0}(y)$ , $x,y\in D$ .

条件 [IU] の下での $P^{0}(Q)$ の構造を述べる前に次の所見 ([9]) を述べておこう。

Proposition 3.2 [IU] $\Rightarrow$ [NUP]

証明 $D$ に集積点を持たない点列 $\{y_{j}\}_{j=1}^{\infty}\subset D$ を選んで、

$u_{j}(x,t)=p(x,y_{j},t)/\phi_{0}(y_{j})$

とおく。放物型 Harnack不等式により、収束部分列 $\{u_{j(k)}\}_{k=1}^{\infty}$ と $u\in P^{0}(Q)$

が存在して $u_{j(k)}$ は $u\iota^{\vee}.D\cross[0, T$ ) 上広義-様収束する。 ところが、 [IU] よ
り、 $c_{t}>0$ が存在して

$c_{t}\phi_{0}(x)\phi_{0}(y)\leq p(x,y,t)$ , $x,y\in D$

が成立するので、 $u(x, t)>0((x, t)\in Q)$ である。
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Theorem 3.3 [IU] $\Rightarrow$ 任意の $v\in P^{0}(Q)$ に対して $\partial_{M}D_{L}\cross[0, T$ ) 上のボ
レル測度 $\lambda$ で次を満たすものが唯一っ存在する :

$\lambda$ is supported by the set $\partial_{m}D_{L}\cross[0, T$ ),

$v(x,t)= \int_{\partial_{kI}D_{L}\cross\iota 0,t)}q(x,\xi,t-s)d\lambda(\xi, s)$ , $(x,t)\in Q$ .

ここで $\partial_{m}D_{L}$ は $D$ の極小マルチン境界で、

$q(x, \xi,\tau)=\lim_{D\ni yarrow\xi}p(x,y,\tau)/\phi_{0}(y)$ .

(詳しくは [14] の Theorem 1.2を参照されたい。)

この定理の証明は放物型マルチン表現定理と Choquet の定理に基ずいてなさ
れる。 その際、放物型マルチン境界を特定することが鍵となる。

ExamPle 3.4 $W(x)\equiv 1$ , $\alpha\in R$ , $L=-\Delta+(1+|x|^{2})^{\alpha/2}$ on $D=R^{n}$

とする。 このとき
(i) [IU] $\Leftrightarrow$ [NUP] $\Leftrightarrow$ $\alpha>2$ .
(ii) $\alpha>-2$ $\Rightarrow$ $\partial_{M}D_{L}=\partial_{m}D_{L}=\infty S^{n-1}$ (the sphere at infinity)

$\alpha\leq-2$ $\Rightarrow$ $\partial_{M}D_{L}=\partial_{m}D_{L}=\{\infty\}$ (the point at infinity)

4 関係

Theorem 4.1 $h\in E_{L}(D)$ とする。 このとき次が成り立っ。
[N-h-B] $\Rightarrow$ $v\in P^{0}(Q)$ が存在して、

$0<v(x, t)\leq h(x)$ , $t>0,$ $x\in D$ .

Corollary 4.2ある $h\in E_{L}(D)$ に対して [N-h-B] が成立 $\Rightarrow$ [NUP]

Theorem 4.3 [IU] $\Rightarrow$ [SP]

まとめると
[IU] $\Rightarrow$ [SP] $\Rightarrow$ [SSP]

$\Rightarrow$ 任意の $h\in E_{L}(D)$ に対して [N-h-B] が成立
$\Rightarrow$ ある $h\in E_{L}(D)$ に対して [N-h-B] が成立
$\Rightarrow$ [NUP]

[UP] $\Rightarrow$ 任意の $h\in E_{L}(D)$ に対して [h-B] が成立
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$/\backslash \backslash \neq$意 1. [IU] については [5], [4], [3] を参照せよ。
2. [$SP|$ については [15], [1], [16] を参照せよ。
3. [SSP] については [10], [11] を参照せよ。
4. [UP] と [NUP] については [7], [12], [13] を参照せよ $\circ$

5. マルチン境界については [8], [11] を参照せよ。
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