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概要
本論では, 量子回路計算量と制御 NOT ゲート (C-NOT ゲート) 数の関係について議論する. まずは
じめに. 量子回路のサイズは, 含まれる C-NOT ゲート数を最小化した回路の $C$-NOr ゲート数と同
じ $X arrow\sim\cdot\oint-\cdot$ . となることを示す. 次に, C-NOT $F-$ トのみから構成される量子ビヅト数 $n$ の量子回路
のサイズは, $O(n^{2})$ であることを示づ\rightarrow . さらに, C-NOl ゲートと $NO\Gamma F^{\backslash }rightarrow--$ トのみから構成される量
子ビヅト数 $n$ の量子回路のサイズも, $O(n^{2})$ であることを示す. また, その出力可能なパターン数は
$C- NO\Gamma$ゲートのみで構成された回路が出力できるパターン数の高々 $2^{n}$ 倍であることを示す.

1 はじめに

1985年に D. Deutschが, 量子力学に基づく新
たな計算モデルとして量子 Turing機械を提案し,
量子計算機のモデル化を行って以来, 量子計算に
関する研究が活発に行われてきた. 例えば, 1994
年に P. W. Shor は, 整数の因数分解を多項式時 図 1: 量子回路

間内に高い成功確率で行う量子アルゴリズムを
示した [31. さらに, $19\mathfrak{B}$ 年には $L.KGr\mathfrak{v}v\pi$が,

て, 幾つかの定理を示す.効率的量子探索アルゴリズムを提案した [1】. こ

のように. 量子計算は本質的に古典計算よりも
強力である可能性がある. 2 諸定義
また, 一方, 幾何学的手法を用いた量子論理

回路のサイズの下界に関する研究や, 補助量子 量子計算は, ベクトル空間 $\vee \mathbb{C}^{2}\otimes\cdots\otimes C^{2}$
上の

ビ ノ$\backslash$ トが回路計算量に及ぼす影響を明らかにす $\hslash$

ユニタリ変換 $U$ を実行する量子回路として定義
る研究が行われている [2, 51. これらの研究によ

される. $n$量子ビヅトの量子回路は, 入力 $|x_{1},\cdots,x_{n}$ }り, 通常の計算量理論に, 何らかの貢献ができ
に対し, $2^{n}x2^{n}$ユニタリ変換 $U$ を適用し, $U|x_{1},\cdots,x_{n}\rangle$

るのではないかと期待されている.
を出力する. また, このような量子回路を図 1の

量子計算機の物理的実装の実現には, 多くの
ようなダイアグラムで表す. ダイアグラムにお

困難が存在する. 例えば, 量子もつれ合いを保
いて, 平行した $n$ 本のワイヤーはベクトル空間

つことができる時間が短いことや, 複雑な量子
$\mathbb{C}^{2}\otimes\cdots\otimes \mathbb{C}^{2}$ を表し, 1本のワイヤーが 1量子

操作を行なうことは難しい等である. これらの –
問題の解決のためにも, 量子回路サイズは重要 ビヅト nに相当する.
である 任意の量子回路は基本量子ゲートを組み合わ
本研究では, 量子回路サイズを評価するよい せることで構成することができる [41. また, 量

方法を検討する. 特に, C-NOTゲートに着目し, 子回路のサイズとは, 基本量子ゲートの数のこ
量子回路計算量と $C- N\sigma r$ ゲート数の関係につい とである. 本研究では, $C\cdot NO\bm{h}$ ゲートと 1量子
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図 2: 1量子ビヅトゲート

図 4; C-NOT $Jf^{\backslash }-\cdot-$ ト

$|x\rangle\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $|\overline{x}\rangle$

する.

図 3: NOT ゲート

ピットゲートを基本量子ゲートとして用いる. こ

こで, $C- NO\Gamma$ ゲートと 1量子ビットゲートとは,

次のようなゲートである.

定義 111量子ビットゲート) $U$ をベクトル空間
$\mathbb{C}^{2}$ 上の任意のユニタリ作用素であるとする. 入
力 $|x$} に対して, $U|x\rangle$ を出力する量子ゲートを,

1量子ビヅトゲートという. また, 図 2のような
ダイアグラムで表記する.
特に 1量子ビヅトの NOT を計算する 1量子
ビヅトゲートを $N\sigma r$ゲートとよび, 図 3のよう

に表記する.

定義 2($C\cdot N0r$ ゲート) 入力 $|x_{1}\rangle$ , $|x_{2}\rangle$ $\in\{|0), |1\rangle\}$

に対して, $|x_{1}\rangle$ 国 $\oplus xz\rangle$ を出力するゲートを制御
$NO\bm{h}$ゲート ( $C\cdot N0P$ ゲート) という. また, $x_{1}$

を出力している方のビヅトを制御ビヅト, $x_{1}\oplus x_{2}$

を出力している方のビヅトを目標ビヅトという.
図 4のようなダイアグラムで表記する.

$\prime n_{\theta}(U)=\Theta(m_{C}(U))$

証明

1. $mq(U)=\Omega(m_{C}(U))$ の証明
回路サイズが最小となる回路の C-NOTゲー
ト数を $c’,$ $1$ qubitゲートの数を $\oint$ とすると,

$\prime n\sigma(U)=c’+s’$

が成立する. あきらかに $m_{C}(U)\leq c’,$ $F\geq 0$

なので,

$m_{C}(U)\leq mq(U)$

が成り立つ. したがって,

$\prime nq(U)=\Omega(m_{C}(U))$ (1)

となる.

2. $m.g(U)=O(m_{C}(U))$ の証明

C-NOT ゲート数が最小になる回路の回路サ
イズ 6を

$s=m_{C}(U)+s$

3 量子回路のサイズと $C\cdot NOT$ゲー

ト数の関係

とする. ここで, $s$ は 1量子ビヅトゲートの
個数である. 同じワイヤー上で隣接する 1
量子ビヅトゲートは, ひとつの 1量子ビヅ
トゲートにまとめることができる. したがっ

本節では, 量子回路のサイズと C-NOTゲート
数の関係について考察する.
あるユニタリ作用素 $U$ を実現するにあたり, 回

路サイズが最小になる回路のゲート数を $mg(U)$

と, また, $C\cdot NO\Gamma$ゲート数が最小となる回路の
C-NOT ゲート数を $m_{C}(U)$ と表記する.

定理 1 $m_{C}(U)=\Omega(n)$ のとき, 次の関係が成立

て. 量子回路に含まれる 1量子ビヅトゲー
トは, $C- NO\Gamma$ グートのすぐ右隣に 2つと,

$n$ 本ある各ワイヤーの最も左に 1つずつあ
れぱ十分である. よって,

$g\leq 3m_{C}(U)+n$

が成立する. あきらかに, $mq(U)\leq 9$なので

$mq(U)\leq 3m_{C}(U)+n$
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が成り立つ. よって, $\prime n_{C}(U)=\Omega(n)$ のとき,

$m_{\mathcal{G}}(U)=O(\prime n_{C}(U))$ (2)

となる.

式 (1),(2) より,nc(U) $=\Theta(m\sigma(U)))$ を得る. $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

4 ゲートの種類を制限した場合
本節では, 使用するゲートの種類を制限した場
合における回路サイズについて, 考察を行なう.

定理 2 $C- N0\Gamma$ ゲートのみから構成される量子
ビ ‘ソト数 $n$ の量子回路のサイズは, 高々 $O(n^{2})$

である.

証明 C-Nm ゲートのみを利用した回路におい
ては, 第 1番目から第 $n$ 番目までの, 各々のワ
イヤーから出力される値は, 入力 $x_{i}$ の排他的論
理和となる. 各ワイヤーからの出力が $x_{i}$ の排他
的論理和の形で与えられたとき, C-NOT ゲート
のみを使用した回路を構成するアルゴリズムを
示すことで, 定理の証明を行なう.
第 $i$番目のワイヤーからの出力を

$|a_{1}x_{1}\oplus z_{i,2}x_{2}\oplus\cdots\oplus z_{i,n}x_{n}\rangle.z_{jj}\in\{0,1\}$ としたと

き, すべてのワイヤーからの出力をまとめて,

$Z$ $=$ $(\begin{array}{llll}z_{1,1} z_{1,2} \cdots z_{1\mu}z_{2.1} Z2,2 Z2\mu| |z_{n,l} z_{n,2} \prime\cdot\cdot z_{n.n}\end{array})$

のように表現する. 行列 $Z$ のランクが $n$ で無い
場合, その回路は C-NOT ゲートのみで構成する
ことはできない.

回路構成アルゴリズム
入力 : $Z$

出力 :C-NOT ゲートのみを使用した回路
アルゴリズム :

1. ゲートが 1つもない (つまりワイヤーのみ
の) 量子回路を書く.

2. $2a$から $2b$ を $i=1$ から $n$ まで繰り返す.

(a) もし, $Zi.i=0$ ならば, $z_{j,i}=1$ である列
$i$ を 1つ探し出し, $z_{i,k}$ $:=z_{il}\oplus z_{j\#},k\in$

$\{1,\cdots,n\}$ とする.

すなわち, 第 $i$ 行目と第 $i$ 行目の, それ

ぞれの要素の排他的論理和を, 新たな第
$i$ 行目の要素とする.
第 $i$番目のワイヤーを制御ビヅト, 第 $i$番
目のワイヤーを目標ビヅトとした C-NOT
ゲートを, 量子回路の一番左側に置く.

(b) $j=1$ から $n$ (ただし $j=i$ は除く) に対

して, 以下を繰り返す.
$i$ . $z_{j,i}=1$ ならば,

$z_{j\rho}:=z_{i\#}\oplus z_{jt},$ $k\in\{1,\cdots,n\}$

とする.
すなわち, 第 $i$ 行目と第 $i$ 行目の, そ

れぞれの要素の排他的論理和を, 新た
な第 $i$行目の要素とする.
第 $i$ 番目のワイヤーを制御ビヅト, 第
$i$ 番目のワイヤーを目標ビヅトとした
C-NOTゲートを, 量子回路の一番左側
に置く.

ii. $z_{j,i}=0$ならば, 何もしない.

アルゴリズムの実行例を Appendix.A に示す.
ステ $\backslash \backslash$ノ プ $2a$において, $C- NO\Gamma$ゲートは高々 1

個, ステヅプ $2b$において, C-NOTゲートは高々
$n-1$ 個記入される. また, ステヅプ $2a$から $2b$

は, $n$ 回繰り返されるので, 全体として, 書き
込まれる C-NOT ゲートの個数は, 高々 $n^{2}$ 個で
ある. $O$

定理 3 $C$-NOTゲートと NOT ゲートのみから構
成される量子ビヅト数 $n$ の量子回路のサイズは,

高々 $O(n^{2})$ である.

また, C-NOTゲートと NOTゲートのみで構成
された回路が出力できるパターン数は, $C- NO\Gamma$

ゲートのみで構成された回路が出力できるパター
ン数の, 高々 $2^{n}$ 倍である.

証明

C-NOT ゲートと NOT ゲートのみから構成さ
れる回路においては, それぞれのワイヤーから
の出力は, リテラルの排他的論理和と否定のみ
で構成された式となる.
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また, 排他的論理和と否定のみで構成された
式においては,

$\overline{x\oplus y}=\overline{x}\oplus y=x\oplus\overline{y}$

が成り立つ. つまり, 1つのリテラルの否定は全
体の否定と等価である. リテラルが 3つ以上含
まれる場合でも, 1つのリテラルの否定は全体の
否定と等価である. したがって, リテラルの排
他的論理和と否定のみで構成可能な式は, 排他
的論理和のみで構成される形の式と, 排他的論
理和のみの式全体を否定した形の式の, 2パター
ンしかない.

これらのことより, 出力に対応する排他的論
理和の式中に否定が含まれていた場合, その回
路の最後の層に NOTグートを置くことで, その
層の直前においては, 排他的論理和のみの式と
することができる (図 5参照).

排他的論理和のみの式を計算するのに必要な
回路サイズは, $O(n^{2})$ であり, また, この回路に
含まれる NOT ゲートの数は, 高々 $n$ 個である.
したがって, C-NOT グートと NOT ゲートのみ
を使用して量子回路を組む場合, 必要なゲート
数は高々 $O(n^{2})$ である.

$C- NO\Gamma$ ゲートと NOT ゲートのみによって構
成される回路は, $C- NO\Gamma$ゲートのみによって構
成される回路と比べ, それぞれのワイヤーの最

後の層に, $NO\Gamma$ ゲートが有るか否かの差しかな
い. そのため, C-NOTゲートと NOTゲートしか
使用しない回路が出力できるパターン数は, C-
NOTのみの回路が出力できるパターン数の高々
$2^{n}$ 倍となる. ロ

5 おわりに

本論では, 量子回路計算量と制御 NOT ゲート
数の関係について議論を行なった.
これらの議論より, 量子回路計算量の評価に

おいては, C-NOTゲート数が本質的であること
がわかったが, 一方, $C- NO\Gamma$ ゲートや NOTゲー
トのみでは, 単純な回路しか構成できないこと
も判明した.

$\downarrow$

図 5: C-NOT ゲートと NOT ゲートのみによって
構成される回路

今後の課題としては, C-NOTゲートとある特
定の 1量子ビヅトゲートのみからなる回路のサ
イズを評価することがあげられる.
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A アルゴリズムの実行例 :
$|x_{1},\cdots,\sim\rangle$ を入力したとき, $|x_{1}\oplus x_{3}\rangle$ $|x_{3}\rangle$ $|x_{1}\oplus x_{2}\rangle$

$|x_{2}\oplus x_{3}\oplus x_{4})$ を出力する量子回路を構成する.

1. (アルゴリズム中, ステヅプ 1) 4入力 4
出力の量子回路なので, 4本のワイヤーを書
く. また, 行列表現は

$Z=(\begin{array}{llll}l 0 1 00 0 1 0l l 0 00 l l 1\end{array})$

となる (図 6参照).

2. (アルゴリズム中, ステヅプ 2) $i=1$ とする.

3. $($アルゴリズム中, ステ ノ$\backslash$ プ $2a)_{Z_{1,1}=}1$ な

ので, ステヅプ $2b$ に進む.
4. $($アルゴリズム中, ステップ $2b)_{z_{3,1}=1}$ な

ので, 第 1行目と第 3行目の各々の要素の
排他的論理和を, 新たな第 3行目とする. 第
1番目のワイヤーを制御ピヅト, 第 3番目の
ワイヤーを目標ビ ノ$\backslash$ トとした C-NOT ゲート
を置く (図 7参照).

他に $z_{ji}=1,j\neq i$ は無いので, ステヅプ 2
の初めに戻る.

5. (アルゴリズム中, ステ ノ$\backslash$ ブ 2) $i=2$ とする.

6. (アルゴリズム中, ステヅブ $2a$) $z_{2,2}=0$ で

ある. $z_{3,2}=1$ であるので, 第 2行目と第 3
行目の各々の要素の排他的論理和を, 新た
な第 2行目とする. 第 3番目のワイヤーを
制御ビット, 第 2番目のワイヤーを目標ビヅ

$(\begin{array}{llll}1 0 l 00 0 ] 0l ] 0 00 l 1 1\end{array})$

$\underline{\}}m^{1}\oplus x_{2}\rangle$

$|x_{2}\rangle$

$!x_{1}\oplus x_{1})$

$|x_{1}\oplus x_{2}\oplus x_{3}\rangle$

図 6: 初期状態

図 7: 例中のステヅプ 4終了後

図 8: 例中のステヅプ 6終了後

トとした $C- NO\Gamma$ゲートを置く (図 8参照).

7. (アルゴリズム中, ステヅプ $2b$ ) $z_{3,2}=1$ な

ので, 第 2行目と第 3行目の各々の要素の
排他的論理和を, 新たな第 3行目とする. 第
2番目のワイヤーを制御ビ ノ$\backslash$ ト, 第 3番目の
ワイヤーを目標ビヅトとした $Carrow NO\Gamma$ ゲート

を置く (図 9参照).

8. $($アルゴリズム中, ステヅプ $2b)_{z_{4,2}=[}$ な

ので, 第 2行目と第 4行目の各々の要素の
排他的論理和を, 新たな第 4行目とする. 第
2番目のワイヤーを制御ビヅト, 第 4番目の
ワイヤーを目標ビヅトとした $C- NO\Gamma$ ゲート

を置く (図 10参照).

他に $z_{j,i}=1,j\neq i$ は無いので, ステヅプ 2
の初めに戻る.

9. (アルゴリズム中, ステヅプ 2) $i=3$ とする.

10. $($アルゴリズム中, ステ $\backslash \backslash$ノ プ $2a)_{z_{3,3}=1}$ な

ので, ステヅプ $2b$ に進む.
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図 9: 例中のステヅプ 7終了後 図 12: 例中のステヅプ 12終了後

図 10: 例中のステヅブ 8終了後

11. (アルゴリズム中, ステッブ $2b$ ) $z_{1,3}=1$ な

ので, 第 1行目と第 3行目の各々の要素の
排他的論理和を, 新たな第 1行目とする. 第
3番目のワイヤーを制御ビヅト, 第 1番目の
ワイヤーを目標ビットとした C-NOT ゲート
を置く (図 11参照).

12. (アルゴリズム中, ステヅプ $2b$ ) $z_{4,3}=1$ な

図 11: 例中のステヅプ 11終了後

図 13: 最終的に得られた回路

ので, 第 3行目と第 4行目の各々の要素の
排他的論理和を, 新たな第 4行目とする. 第
3番目のワイヤーを制御ビヅト, 第 4番目の
ワイヤーを目標ビットとした C-NOT ゲート
を置く (図 12参照).

他に $z_{j,i}=1,j\neq i$ は無いので, ステヅプ 2
の初めに戻る.

13. (アルゴリズム中, ステヅプ 2) $i=4$ とする.

14. $($アルゴリズム中, ステヅプ $2a)_{z_{4,4}=1}$ な

ので, ステヅプ $2b$ に進む.

15. $z_{jj}=1,j\neq i$は無い.

16. $i=1$ から 4まで終了したので, 現在の回路

を出力して停止する (図 13参照).
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