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1. はじめに

外場のない自由粒子の運動を記述する Dirac 作用素は次のように与えられる.

$L_{0}(c)=c\alpha\cdot p+mc^{2}\beta$ in $\mathcal{H}=L^{2}(R^{3})^{4}$

ただし, $c>0$ は光速, $m>0$ は考えている粒子の静止質量, $P=-i\nabla_{x},$ $\alpha=$

$(\alpha_{1}, \alpha_{2}, \alpha_{3})$ である. ここで, $\alpha j,$
$\beta$ は次の関係を満たす 4次の Hermite 定数行列で

ある.
$\alpha j\alpha_{k}+\alpha_{k}\alpha_{j}=2\delta j_{k}I_{4}$ , $(j, k=1,2,3,4)$ (1)

ただし, $\alpha 4=\beta,$ $I_{n}$ は $n$ 次の単位行列. このような $\alpha j,$
$\beta$ は一意には決まらないが,

ここでは, 次のような標準的なものを用いる :

$\alpha_{j}=(\begin{array}{ll}0 \sigma_{j}\sigma_{j} 0\end{array})$

各 $\sigma j$ は Pauli 行列である:

$\beta=(\begin{array}{ll}I_{2} 00 I_{2}\end{array})$ .

$\sigma_{1}=(\begin{array}{ll}0 1l 0\end{array}),$ $\sigma_{2}=(\begin{array}{ll}0 -i-i 0\end{array}),$ $\sigma_{3}=(\begin{array}{l}010-1\end{array})$ .

$L_{0}(c)$ を $C_{0}^{\infty}(R^{3})^{4}$ で定義した $L_{0}(c)|c_{0}\infty$ は本質的自己共役であり, その (一意的な) 自

己共役拡張を同じ記号 $L_{0}(c)$ で表すと $L_{0}(c)$ のスペクトルは, $(-\infty, -mc^{2}$] $\cup[mc^{2}, \infty$ )
であり, 絶対連続スペクトルのみからなる.
次に, 電場ポテンシャル $v(x):R^{3}arrow R$ をもった Dirac 作用素

$L(c)=L_{0}(c)+v(x)I_{4}$

を考える. $v(x)$ が連続ならば, $L(c))|c_{0}\infty$ は, 本質的自己共役である. ($L(c)|c_{0}\infty$ の本

質的自己共役性に関しては $v(x)$ の遠方での挙動は影響しない) 以下, その (一意

的な) 自己共役拡張を同じ記号 $L(c)$ で表す.
非相対論的極限 $carrow\infty$ では, Dirac 作用素は, ある意味で, Schr\"odinger (Pauli)

作用素に近づくと考えられている.
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このノートでは, 非相対論的極限 $carrow\infty$ における Dirac 作用素と対応する
Schr\"odinger (Pauli) 作用素のスペクトルの間の関係を調べることを目的とする.
始めに, 国 $arrow\infty$ のとき, $v(x)arrow 0$ となる場合を考える. このときの, $L(c)$ の

本質的スペクトルは $\sigma_{e\epsilon s}(L(c))=(-\infty, -mc^{2}$ ] $\cup[mc^{2}, \infty$) となり, 離散スペクトル
$\sigma d(L(c))$ は, 区間 $(-mc^{2}, mc^{2})$ の中に存在し, 集積点はあるとすれば, $\pm mc^{2}$ のみで
ある.

$\sigma_{ess}(L(c))$ $\sigma_{d}(L(c))$ $\sigma_{ess}(L(c))$. . . . .
$-mc^{2}$ $mc^{2}$

$\sigma_{d}(h)$ $\sigma_{es\epsilon}(h)$

–

$0$

対応する Shr\"odinger 作用素

$h=- \frac{1}{2m}\Delta+v(x)$ in $L^{2}(R^{3})$

のスペクトルは, $\sigma_{es\epsilon}(h)=[0, \infty),$ $\sigma_{d}(h)\subset(-\infty, 0)$ , であり, $\sigma d(h)$ の集積点はある
とすれば $0$ のみである. このように 2つの作用素は類似したスペクトルの構造をも
つ. 実際, ${\rm Im} z\neq 0$ とすると, $(L(c)-mc^{2}-z)^{-1}$ は, 作用素ノルムに関して, $1/c$ で

展開できる $(e.g.[16])$ :

$(L(c)-mc^{2}-z)^{-1}=R_{0}+ \frac{1}{c}R_{1}+\frac{1}{c^{2}}R_{2}+\cdots$ , $(carrow\infty)$ (2)

ここで,

$R_{0}=(\begin{array}{ll}(h-z)^{-l}I_{2} 00 0\end{array})$

このことから, $h$ の離散固有値 $E$ (重複度 n) に対して, $L(c)$ の固有値 $\{Ej(c)\}^{2\mathfrak{n}}j=1$ で,
$\lim_{carrow\infty^{E}j(c)=E}$ となるものが存在することがわかる.

次に, $|x|arrow\infty$ のとき, $v(x)arrow+\infty$ となる場合を考える. $v(x)$ に適当な条件を課
すと, $L(c)$ のスペクトルは, 実軸全体であり絶対連続スペクトルのみからなること
が知られている (e.g. [16], [10], [11]). 一方, $h$ のスペクトルは離散スペクトルのみか
らなる. このように, $v(x)arrow+\infty$ (国 $arrow\infty$) の場合には, Dirac 作用素のスペクト
ルと対応する Shr\"odinger 作用素のスペクトルとは非常に異なる. このことから, 先
ほどの (2) のような強い結果は期待できないことがわかる. ここでは

$\bullet$ spectral concentration
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を通して, 二つのスペクトルの間の関係を調べていく.

$\sigma(L(c))=\sigma_{ac}(L(c))$

$\sigma(h)=\sigma_{d}(h)$. . . . . . $.$ . . .

2. Spectral concentration
次のような Dirac 作用素を考える.

$H_{c}$ $:=c\alpha\cdot D+\beta mc^{2}+V(x)$

ここで, $D=-i\nabla-b=(DDD),$ $Dj=-i\partial/\partial xj-bj(x)$ である. ただし, $b$ は,
磁場 $\nabla\cross b$ を表すベクトルポテンシャルであり,

$V(x)=(\begin{array}{ll}V_{+}(x) 00 V_{-}(x)\end{array})$

である. 各 $V_{\pm}(x)$ は $2\cross 2$ Hermite 行列値関数である. また, Pauli 作用素を次のよ
うに定義する:

$s_{\pm}= \pm\frac{1}{2m}(\sigma\cdot D)^{2}+V_{\pm}(x)$ .

ここで, $\sigma\cdot D=\Sigma^{3}\sigma D$ である. また, $S\pm$ は $L^{2}(R^{3})^{2}$ で定義される. 特に, $b=0$

のときは, Schr\"odinger 作用素である.
$V(x),$ $b$ が連続ならば $C_{0}^{\infty}(R^{3})^{4}$ で定義された $H_{c}$ は本質的自己共役である. 一方,

$C_{0}^{\infty}(R^{3})^{2}$ で定義された $s_{\pm}$ が本質的自己共役であるためには, $V\pm(x)$ の $|x|arrow\infty$ で

の挙動に関する条件が必要となる. $H_{c}$ , SQ\pm (自己共役であると仮定して) のスペク

トル測度を各々, $E_{c}(\cdot),$ $E\pm(\cdot)$ で表す. ただし,

$S=(\begin{array}{ll}s_{+} 00 S_{-}\end{array})$ $Q\pm=(I\pm\beta)/2$

164



である:

$Q_{+}=(\begin{array}{ll}I_{2} 00 0\end{array})$ $Q_{-}=(\begin{array}{ll}0 00 I_{2}\end{array})$ ,

次が主定理である.

定理 1 ([9]) $V\pm(x)\in C^{0},$ $bj(x)\in C^{3},j=1,2,3$ を仮定し, さらに次の条件 (i),(ii),
(iii) を満たすとする.

(i) $C_{0}^{\infty}(R^{3})^{2}$ 上定義された $s_{+}(S_{-})$ は本質的自己共役である. (自己共役作用素も
同じ記号であらわす)

(ii) $\lambda\in I=(a, b)$ は, $s_{+}(S_{-})$ の有限重複度を持つ孤立固有値であり,

$I\cap\sigma(S_{+})=\{\lambda\}$ $(I\cap\sigma(S_{-})=\{\lambda\})$

とする. さらに, $a,$ $b$ は $s_{+}(S_{-})$ の固有値ではないとする.
(iii) $\lambda$ に対応する $s_{+}(S_{-})$ の任意の固有関数 $u$ は

$(\sigma\cdot D)u\in L^{2}(R^{3})^{2}$ , $V_{-}(\sigma\cdot D)u\in L^{2}(R^{3})^{2}$ $(V_{+}(\sigma\cdot D)u\in L^{2}(R^{3})^{2})$

を満たす. このとき,
$0<\tau<1$ となる $\tau$ を固定し,

$J_{c}^{\pm}=[ \lambda\pm mc^{2}-\frac{1}{c^{\tau}},\lambda\pm mc^{2}+\frac{1}{c^{\tau}}],$ $I_{c}^{\pm}=[a\pm mc^{2},b\pm mc^{2}]$

とおくと $\forall\Phi\in L^{2}(R^{3})^{4}$ に対して. 強収束の意味で次が成り立つ:

$E_{c}(I_{c}^{+}\backslash J_{c}^{+})Q_{+}\Phiarrow 0$ ,
$E_{c}(J_{c}^{+})Q_{+}\Phiarrow E_{+}(\{\lambda\})Q_{+}\Phi$

$(orE_{c}(J_{c}^{-})Q_{-}\Phiarrow E_{-}(\{\lambda\})Q_{-}\Phi E_{c}(I_{c}^{-}\backslash J_{c}^{-})Q_{-}\Phiarrow 0,)$

証明は Veseli\v{c} [19] と同じアイデアに従うが, 許されるポテンシャルの条件はかな
り弱くなっている.

$V(x)$ がスカラー関数の場合を考える. $V(x)=v(x)I4$ ,

$v(x)arrow+\infty(|x|arrow\infty)$ (3)

Veseli\v{c} [19] は, $b=0,$ $v(x)$ が多項式増大の場合を考えた. しかし, [91では, 次の
ようなかなり広いクラスの電磁場に適用することができる.

(A1)
$b\in C^{3}$ , $v(x)\in C^{1}(R^{3})$ .

(A2)
$v(x)arrow+\infty,$ $\nabla v(x)=o(v(x)^{3/2})$ $(|x|arrow\infty)$ (4)
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たとえば, $v(x)=\exp(|x|^{2}),$ $v(x)=\exp(\exp(|x|^{2}))$ が満たされる.
この仮定のもと, $s_{+}$ は $C_{0}^{\infty}(R^{3})^{2}$ を core にもつ自己共役作用素であり, コンパク
トなレゾルベントをもつ.
定理の条件 (iii) は, 次の補題で $n=2$ として確かめられる.

補題 2 $b\in C^{1},$ $v\in C^{1}$ かつ (3),(4) を満たしているとする. $u(x)$ を固有値 $\lambda$ に対
する $S_{+}$ の固有関数とする, $S_{+}u=\lambda u$ . このとき, $u$ は次の意味で遠方で減衰する:
$\forall n\in N$ に対して,

$\int_{R^{3}}|v|^{n}[\frac{|(\sigma\cdot D)u|^{2}}{2m}+v|u|^{2}]dx<\infty$.

証明には, 部分積分を用いる. 詳しくは, [9] を参照.

3. 証明の概略
(2) のような作用素ノルムでの収束は言えないが, 強収束での次の結果が成り立つ.

補題 2. ${\rm Im} z\neq 0$ のとき,

$s- \lim_{carrow\infty}(H_{c}-mc^{2}-z)^{-1}=(\begin{array}{ll}(S_{+}-z)^{-l} 00 0\end{array})$

補題 2の証明

Foldy-Wouthuysen-Tani 変換の第 1近似と呼ばれる次のような 1階偏微分作用素

$K= \frac{i}{2m}\beta(\alpha\cdot D),$ $D=-i\nabla_{x}-b$

を導入する. $K$ は $(C_{0}^{\infty}(R^{3}))^{4}$ を core にもつ自己共役作用素であり, propagator
$U_{\epsilon}$ $:=\exp(-isK),$ $s\in R$ は有限伝搬性をもつ. すなわち, $suPp\Phi$ がコンパクトなら,
$suppU_{\epsilon}\Phi$ はコンパクトである.

(1) を用いると, $(C_{0}^{\infty}(R^{3}))^{4}$ 上次の等式が成り立つことが容易にわかる:

$U_{\epsilon}(\alpha\cdot D)U_{\epsilon}^{-1}$ $=$ $(\alpha\cdot D)U_{-2\epsilon}$

$U_{\delta}\beta U_{\epsilon}^{-1}$ $=\beta U_{-2s}$

$s=1/c$ として, この 2つの式から, 任意の $\Phi\in(C_{0}^{\infty}(R^{3}))^{4}$ に対して,

$U_{l}H_{c}U_{t}^{-1} \Phi=[\frac{1}{s}(\alpha\cdot D)+\frac{m}{s^{2}}\beta]U_{-2s}\Phi+U_{\epsilon}VU_{-\epsilon}\Phi$ (5)
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を得る. ここで, Maclaurin 展開:

$U_{-2s} \Phi=\Phi-\frac{s}{m}\beta(\alpha\cdot D)\Phi-\frac{s^{2}}{2m^{2}}(\alpha\cdot D)^{2}\Phi+O(s^{3})$

を前の式に代入して,

$U_{\epsilon}H_{c}U_{-\epsilon} \Phi=\frac{1}{2m}(\alpha\cdot D)^{2}\beta\Phi+\frac{m}{s^{2}}\beta\Phi+U_{\epsilon}VU_{-\epsilon}\Phi+O(s)$ (6)

を得る. 一方, ある $R>0$ が存在して, $|s|<1$ なら, $suppU_{-\epsilon}\Phi$ は原点中心半径 $R$ の

球に含まれる. このことから,

$U_{\epsilon}VU_{-s}\Phi-V\Phi$ $=$ $U_{\epsilon}V(U_{-s}-I)\Phi+(U_{\epsilon}-I)V\Phi$

$=$ 0(1)

であるから, 結局次のことが成り立つ.

$s- \lim_{sarrow 0}(T_{\epsilon}-\frac{m}{s^{2}}\beta)\Phi=S\Phi$ , $\forall\Phi\in(C_{0}^{\infty}(R^{3}))^{4}$ (7)

ここで, $T_{8}=U_{\epsilon}H_{c}U_{-\epsilon}$ . また,

$W_{8}$ $:=T_{s}- \frac{m}{s^{2}}\beta-S$

とおくと, $z\in C,$ ${\rm Im} z\neq 0$ に対して,

$(T_{s}- \frac{m}{s^{2}}\beta-z)Q_{+}\Phi-(S-z)Q_{+}\Phi=W_{\epsilon}Q_{+}\Phi$

$\Psi:=(S-z)Q_{+}\Phi$ とおくと,

$(\begin{array}{ll}(S_{+}-z)^{-l} 00 0\end{array})\Psi=Q_{+}\Phi$

より,

$(\begin{array}{ll}(S_{+}-z)^{-l} 00 0\end{array})\Psi$ $(T_{\epsilon}- \frac{m}{s^{2}}-z)^{-1}\Psi$

$=$ $(T_{\epsilon}- \frac{m}{s^{2}}-z)^{-1}W_{\epsilon}Q_{+}\Phi$.

右辺は, (7) より, $sarrow+O$ のとき $0$ に強収束する. ここで, $s_{+}$ は $(C_{0}^{\infty})^{2}$ を core と

しているから, $(S_{+}-z)(C_{0}^{\infty})^{2}$ は $(L^{2})^{2}$ で稠密である. よって,

$s- \lim_{\ellarrow 0}(T_{\delta}-\frac{m}{s^{2}}-z)^{-1}Q_{+}=((S_{+}-z)^{-1}0$ $00$

ノ
$Q+$
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となる. 一方,

$(H_{c}-mc^{2}-z)^{-1}Q_{+}$ $=$ $U_{s}^{-1}(T_{s}- \frac{m}{s^{2}}-z)^{-1}U_{8}Q_{+}$

$U_{s}^{-1}(T_{s}- \frac{m}{s^{2}}-z)^{-1}[Q_{+}U_{s}Q_{+}+(1-Q_{+})U_{s}Q_{+}]$ ,

$s- \lim_{\epsilonarrow 0}U_{\epsilon}=I$

であるから, 補題が従う.

上の補題から次の補題が従う.

補題 3. $I=[\alpha,\beta]$ とおく. ただし, $\alpha$ および $\beta$ は, $s_{+}$ の固有値でないとする. こ

のとき,
$s- \lim_{c\infty}E_{c}([\alpha+mc^{2},\beta+mc^{2}])Q+=E_{+}(I)Q_{+}$

定理 1の証明の概略

$\lambda$ を重複度 $m$ の $s_{+}$ の固有値, $\{\Psi J\}_{j=1}^{m}$ を対応する固有関数の正規直交系とし,

$\Psi_{j}(c)$ : $=$ $(\begin{array}{l}\Psi_{j}(1/2mc)(\sigma\cdot D)\Psi_{j}\end{array})$

$\Psi_{j}$ : $=$ $\Psi_{j}(\infty)=(\begin{array}{l}\Psi_{j}0\end{array})$ .

とおく. すると,

$(H_{c}-mc^{2}-\lambda)\Psi_{j}(c)$

$(\begin{array}{ll}V_{+}-\lambda c(\sigma\cdot D)c(\sigma\cdot D) -V_{-}-\lambda 2mc^{2}\end{array})\Psi_{j}(c)$

$(1/2m)D^{2}\Psi_{j}+(V_{+}-\lambda)\Psi_{j}$

$(1/2mc)(V_{-}-\lambda)(\sigma\cdot D)\Psi_{j}$

$\frac{1}{2mc}(\begin{array}{l}0(V_{-}-\lambda)(\sigma\cdot D)\Psi_{j}\end{array})=O(\frac{1}{c})$

すなわち, $\Psi_{j}(c)$ は, $H_{c}$ の $mc^{2}+\lambda$ に対する近似的な固有関数とみなせる. このこ
とから次の (8) $\sim(11)$ を得る.

補題 4. $P:=E_{+}(\{\lambda\}),$ $P_{c}$ を $\{\Psi(c)_{j}\}_{j=1}^{m}$ の張る閉部分空間への直交射影とする. こ
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のとき, 次のことが成り立つ.

$||(I-E_{c}(J_{c}^{+}))\Psi_{j}(c)||$ $=0(c^{\tau-1})$ (8)

$s- \lim_{c}(I-E_{c}(J_{c}^{+}))P_{c}$ $=0$ (9)

$s- \lim_{carrow\infty}P_{c}$ $=$ $P$ (10)

$s- \lim_{carrow\ovalbox{\tt\small REJECT}}E_{c}(I_{c}^{+})Q_{+}$ $=$ $P$ (11)

(10), (11) を用いて,

$\Vert E_{c}(I_{c}^{+})(I-P_{c})Q_{+}\Phi\Vert$

$\leq$ $\Vert E_{c}(I_{c}^{+})(I-P)Q_{+}\Phi\Vert$

$+\Vert E_{c}(I_{c}^{+})(P-P_{c})Q_{+}\Phi\Vert$

$\leq$ $\Vert E_{c}(I_{c}^{+})Q_{+}(I-P)\Phi\Vert+\Vert(P-P_{c})Q_{+}\Phi\Vert$

$arrow 0$ $(carrow\infty)$ ,

を得る. このことと (9), (10) より,

$E_{c}(J_{c}^{+})Q_{+}\Phi-P\Phi$

$=$ $E_{c}(J_{c}^{+})(I-P_{c})Q_{+}\Phi-(I-E_{c}(J_{c}^{+}))P_{c}Q+\Phi$

$+P_{c}Q_{+}\Phi-P\Phiarrow 0$ .

したがって, (11) より,

$E_{c}(I_{c}^{+}\backslash J_{\epsilon}^{+})Q_{+}\Phi$

$=$ $E_{c}(I_{c}^{+})Q_{+}\Phi-E_{c}(J_{8}^{+})Q_{+}\Phi$

$arrow$ $0$ ,

これで証明が終わる.
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