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$G$ を有限群とし, $P$ は素数で, ($K,$ $\mathcal{O}$ ,初をかモジュラー系とする. 即ち,
$\bullet$ $K$ は離散乗法付値 $\varphi$ の与えられた完備離散付値体でその標数は $0$ であるものとし,
$\bullet$ $O$ は付値 $\varphi$ の付値環でその (唯一の) 極大イデアルは $\pi$ で生成され $\pi \mathcal{O}=J(\mathcal{O})$ ,
$\bullet$ 剰余体 $k=\mathcal{O}/\pi \mathcal{O}$ の標数は $P$ とする.

$R$ で $\mathcal{O}$ または $k$ を表す. ここでは群環 $RG$上の格子と言えば

$R$上有限生成で自由な (右) $RG$-加群

を意味する. 有限群の表現に関する用語や記号については, [NT] を参照してください.

定義 群多元環 $kG$上の加群 $M$ に対して, $M$ を整群環 $OG$上の加群と見て射影被覆 $P_{M}$

を取ったとき, その核 $Z_{M}$ を $M$ の Heller格子と呼ぶ :
$0arrow Z_{M}arrow P_{M}arrow Marrow 0$ (完全).

ここで $P_{M}$ は $\mathcal{O}G$-格子なので, その $\mathcal{O}$-部分加群である $Z_{M}$ も OG\tilde 格子である.

例として, 自明な kG-加群 $k_{G}$ を考えよう. 自明な kG-加群 $k_{G}$ とは, 体 $k$ に群 $G$ を (右か

ら) 自明に作用させることで得られる (単純な) kG-加群のことである ($x\in k,$ $g\in G$ に対し
$xg=x)$ . 群 $G$ がか群の場合には, 環として $OG$ は局所環であって, $OG$ それ自身を右 $\mathcal{O}G-$

加群と見たとき直既約であり, $\mathcal{O}Garrow k_{G}arrow 0$ が $k_{G}$ の ( $\mathcal{O}G$上の加群と見たときの) 射影
被覆である. この射影被覆の核は $\mathcal{O}G$ の Jacobson根基Rad$(OG)= \pi OG+\sum_{g\in G}O(g-1)$

であるので, この Rad $(\mathcal{O}G)$ が自明な加群 $k_{G}$ の HelIer格子である :
$0arrow Rad(\mathcal{O}G)arrow OGarrow k_{G}arrow 0$ .

有限か群 $G$ の $O$ 上の整群環 $\mathcal{O}G$ の根基 Rad $(\mathcal{O}G)$ については次の事実が知られている.

事実 群 $G$ が $P$-群の場合,

Rad$(\mathcal{O}G)$ が直廟約 $\Leftrightarrow|G|=p$且つ $\varphi(p)=1$ .
また $|G|=p$ 且つ $\varphi(p)=1$ のとき, $\mathcal{O}G$-格子として Rad$(OG) \cong \mathcal{O}_{G}\oplus\sum_{g\in G}O(g-1)$ が

成り立つ. ここで $\mathcal{O}_{G}$ は自明な OG-格子で $\sum_{g\in G}\mathcal{O}(g-1)$ は $\mathcal{O}G$ の添加イデアルである.

上の事実から, (単純な $kG$-加群の) Heller格子は必ずしも直既約とは限らない.
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一般の有限群 $G$ の $R$上の群環 $RG$ を両側イデアルとして

$RG=B_{1}\oplus\cdots\oplus B_{n}$

と直既約分解したとき, 各因子 $B_{i}$ を $RG$ のブロックと呼ぶ. 直既約な $RG$上の加群 $M$ は,
本質的には, ある (ただ一つの) ブロック $B_{i}$ 上の加群であり, このとき $M$ は $B$ に属する
という. また, 群環 $RG$ のブロック $B$ に無限個の互いに非同型な直既約加群が属するとき,

$B$ は無限表現型であるという. 非同型な直既約加群を有限個しか持たないブロックは有限表
現型と呼ばれる.
さて, 整群環 $OG$上の直既約な射影的加群 $P$ をその根基 Rad$(P)$ で割った $P/Rad(P)$ は

単純な $kG$-加群である :
$0arrow Rad(P)arrow Parrow P/Rad(P)arrow 0$ .

即ち, Rad$(P)$ は単純な $kG$-加群の $He\mathbb{I}er$格子である. その直既約性について次が言える.

事実 ([Wi2, Proposition 1], [Kl, Proposition 3]) 整群環 $OG$ のブロック $B$ が無限表現
型であるとする. このとき, $B$ に属する直既約な射影的 $\mathcal{O}G$-加群の根基は直既約である.

以降では, 一般の Heller格子の直既約性を考えるために, 係数環に関して次の条件 $(\#)$

を仮定する.
$(\#)(K, O, k)>(K’, \mathcal{O}’, k’)$ は p-モジュラー系の拡大で

◆ $k’=k=\overline{k}$ は代数的閉体であり,

◆ $\pi’\in\pi^{3}\mathcal{O}$ (即ち $\varphi$ の $\varphi’$ 上の分岐指数は 3以上) とする.

この条件 $(\#)$ は Heller格子の直既約性を保証するための充分条件である. 即ち

定理 1( $[K3$ , Theorem 2.9]) レモジュラー系 $(K, \mathcal{O}, k)$ が条件 $(\#)$ をみたしていると

する. このとき, 直既約な $kG$-加群の Heller $\mathcal{O}G$-格子は直既約である.

また 2つの Heller 格子について次が成り立つ.

命題 $M,$ $N$ は直既約な $kG$-加群とし, $Z_{M},$ $Z_{N}$ はそれぞれ $M,$ $N$ の Heller格子とする.

?モジュラー系 $(K, \mathcal{O}, k)$ が条件 $(\#)$ をみたすとき, $M\cong N\Leftrightarrow Z_{M}\cong Z_{N}$ .

証明 $\Rightarrow$ ;Schanuel の補題から. $\Leftarrow;A(Z_{M}),$ $A(Z_{M})$ をそれぞれ $Z_{M},$ $Z_{N}$ で終わる

“almost split 列” とすると, これらを mod $(\pi)$ で簡約化して得られる $kG$-加群の短完全列
はそれぞれ $M,$ $N$ で終わる almost split 列に相当する [$K3$ , Theorem 4.4] が, almost split
列の一意性から主張が従う. 口

このように直既約 $kG$-加群に対して直既約OG-Heller格子が対峙している. これから Heller
格子にまつわる Auslander-Reiten quiver について考察したい.
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定義 群環 $RG$ のブロック $B$ の Auslander-Reiten quiver $\Gamma(B)$ とは, 点として, 直既約

な $RG$-格子 $M$ の同型類 $[M]$ を考え, 矢については, 直既約な $RG$-格子 $M$ から $N$ に “既約

写像” と呼ばれる準同型写像が存在するとき, $[M]arrow[N]$ と矢印を引くことによって描かれ
る有向グラフのことである.

準同型 $f$ : $Marrow N$ が既約写像とは, $f=gh$ と合成写像と書けるのは $g$ が分裂全射か $h$

が分裂単射という自明なものしかないときを言う. Audander-Reiten理論に関して詳しいこ
とは [ARSI, [B] 等の本を参照してください.
有限群のモジュラー表現 $(R=k)$ の場合には, Auslander-Reiten quiver $\Gamma(B)$ の連結成

分の形状について次の事実が K. Erdmann によって示された.

定理 $(Erdmann[E3])$ $k$ が代数的閉体で群多元環 $kG$ のブロック $B$ が “wild表現型’ で

あれば, $B$ の Auslander-Reiten quiver $\Gamma(B)$ の連結成分の tree class は $A_{\infty}$ である.

ここでブロック $B$ が wild表現型とは, 大雑把に言えば, $B$ には無限個の直既約 RG-格子

が属していて (即ち無限表現型) しかもそれらをうまくパラメタライズすることは不可能で

あるときを言う.
また, tree class が $A_{\infty}$ :–$\cdots$–$\cdots$ $\cdots$ であるということは, 連結成分の形

状が半平面状の $ZA_{\infty}$ (下の図) か又は半無限 tube 型の $ZA_{\infty}/\langle\tau^{m}\rangle$ であることを意味する.

$\bullet\backslash _{\bullet}\nearrow\backslash \nearrow\searrow\nearrow\backslash \nearrow\searrow\nearrow\backslash _{\bullet}\nearrow\backslash _{\bullet}\nearrow\backslash _{\bullet}\nearrow\backslash \backslash _{\bullet}\nearrow\backslash _{\bullet}\nearrow\backslash _{\bullet}\nearrow\backslash _{\bullet}\nearrow\bullet\bullet\bullet$

体 $k$ 上の群多元環 $kG$ のブロックは, その ‘不足群” が巡回群, 2面体群, 準 2面体群,

4元数形の 2群のいずれでもなければ wild表現型であることが知られている. (不足群とは

ブロックに付随して定められる $G$ の部分群であって, 群の言葉でブロックを読み解こうと
するときに中心的な役割を担う. 詳細は $\mathbb{N}^{T]}$ を参照してください.) 不足群が巡回群のとき

は有限表現型であり, 2面体群か準 2面体群かもしくは 4元数形の 2群のときは “tame表
現型” になっていて, このときのモジュラー表現は K. Erdmann の本 [E1] に詳しい.

一方, 整群環 $OG$ の表現型は E. Dieterich により分類が完了されており [D3], 特に,

有限か群 $G$ の整群環 $OG$ が有限表現型となるのは次のいずれかの場合のみである :
$\circ G=C_{2},$ $\circ G=C_{3}$ 且つ $\varphi(3)\leq 3,$ $\circ G=C_{p}$ 且つ $\varphi(p)\leq 2,$ $\circ G=C_{p^{2}}$ 且つ $\varphi(p)=1$ .

(ここに $C_{n}$ は位数 $n$ の巡回群)

また, 整群環 $OG$ が wild表現型となるのは次の条件のいずれかが成り立つときである [D1] :
$\circ\varphi(p)\geq 1$ で $G$ は $C_{p},$ $C_{p^{2}},$ $C_{2}\cross C_{2},$ $C_{8}$ 以外のか群,
$\circ\varphi(p)\geq 2$ で $G$ は $C_{8},$ $C_{2}\cross C_{2},$ $C_{p^{2}}(p\geq 3)$ のいずれかに同型,
$\circ\varphi(p)\geq 3$ で $G$ は $C_{4},$ $C_{p}(p\geq 5)$ のいずれかに同型,
$\circ\varphi(p)\geq 5$ で $G=C_{3}$ .
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ところで, 整群環 $OG$ ブロックが有限表現型の場合には, その Audander-Reiten quiver
の連結成分の形状について E. Dieterich[D2] や A. Wiedemann[Wil, Wi3] らによって調べら

れている.

しかし wild表現型においては, その Auslander-Reiten quiver の連結成分の形状について
は一般的なことはまだ分かっていない. ただ, $P$-群の場合に次のような結果がある.

事実 有限管群 $G$ は巡回群ではないとする. さらに $p=2$ で $G$ が Klein の 4群 $C_{2}\cross C_{2}$

のときは $\varphi(2)\geq 2$ も仮定する. (このとき $OG$ は wild表現型である [D3].)
(1) $([n\sigma])$ $OG$ の Audander-Reiten quiver の連結成分で自明な $\mathcal{O}G$-格子 $O_{G}$ を含む

ものの tree class は $A_{\infty}$ である.
(2) ([K2]) $OG$ の Auslander-Reiten quiver の連結成分で射影的な $\mathcal{O}G$-格子 $\mathcal{O}G$ を含

むものの tree class は $A_{\infty}$ である.

なお, $p=2$ で $G$ が Klein の 4群のときに $\varphi(2)=1$ であれば, 整群環 $\mathcal{O}G$ は tame表現
型であり, 自明な $\mathcal{O}G$-格子 $O_{G}$ と射影的な $\mathcal{O}G$-格子 $\mathcal{O}G$ は同じ連結成分に含まれて, その

tree class は $\tilde{D}_{4}$ である [D2, Proposition 3.41.

さて, Heller $\mathcal{O}G$-格子を含む連結成分に関する次の定理がこの報告の主結果である. 証
明については [K4] を見てください.

定理 2 p-モジュラー系 $(K, O, k)$ は条件 $(\#)$ をみたし, 整群環 $OG$ のブロック $B$ は

無限表現型であるとする. $Z_{M}$ は直既約 $kG$-加群 $M$ の Heller格子とし, $\Theta$ は $B$ の Auslander-

Reiten quiver の連結成分で $Z_{M}$ を含むものとする. このとき $\Theta$ の tree class は $A_{\infty}$ であり,

$Z_{M}$ は $\Theta$ の端に位置する.

これからモジュラー表現の Auslander-Reiten quiver と比較しながら, 整数表現の

Auslander-Reiten quiver について上の定理から導かれる系をいくつか述べたい.
$ZA_{\infty}$ 型の連結成分の個数について, モジュラー表現の場合に K. Erdmann は次を示した.

定理 $(Erdmann[E2])$ 群多元環 $kG$ のブロック $B$ が wild表現型ならば, $B$ の Auslander-

Reiten quiver には $ZA_{\infty}$ 型の連結成分が無限個存在する.

整数表現の場合にも同様なことが言える. 実際, もし整群環 $OG$ のブロック $B$ の不足群

が巡回群でも Klein の 4群でもなければ, 群多元環 $kG$ のブロック $B/\pi B$ には無限個の (互

いに非同型な) 直既約 $kG$-加群が属し, 且つそれらの $\Omega$-軌道も無限個存在する (ここで $\Omega$ は

Heller作用素). 従って先の命題から, $B$ には互いに非同型で直既約な Heller OG-格子が無

限個存在し且つそれらの $\Omega$-軌道も無限個存在する. 整群環の AuSlander-Reiten trandation

が $\Omega$ に一致することから次の事実が導かれる.
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系 1([K4, Corollary]) p-モジュラー系 $(K, O, k)$ が条件 $(\#)$ をみたし, 整群環 $OG$ の

ブロック $B$ の不足群が巡回群でも Kleinの 4群でもなければ, $B$ の Audander-Reiten quiver

には $ZA_{\infty}$ 型の連結成分が無限個存在する.

実は, P.J. Webb の仕事により, 群環の連結成分の tree class として現れる可能性のある
図形は限定されていた. 即ち,

定理 (Webb[We]) 群環 $RG$ のブロック $B$ の不足群は巡回群でないとする. また $k$ は

代数的閉体とする. このとき, $B$ の Audander-Reiten quiver の連結成分の tree class は
$A_{\infty},$ $D_{\infty},$ $A_{\infty}^{\infty}$ かまたは Euclidean 図形のいずれかである.

すでに前述した通り, K. Erdmann の定理からモジュラー表現の場合 ( $k$ は代数的閉体)

は, 群多元環 $kG$ の wild 表現型のブロックの Auddander-Reiten quiver の連結成分の tree
class は $A_{\infty}$ のみである. 整群環 $\mathcal{O}G$ の無限表現型のブロックについては, Euclidean 図形
が排除できる.

系 2( $[K4$ , Corollary 5.6]) p.モジュラー系 ($K,$ $O$ ,初が条件 $(\#)$ をみたしているとき,

整群環 $OG$の無限表現型のブロック $B$ の Ausl ander-Reiten quiverの連結成分 $\Theta$ の tree class
は $A_{\infty},$ $D_{\infty},$ $A_{\infty}^{\infty}$ のとれかである.

証明 $\Theta$ が射影的な $\mathcal{O}G$-格子を含まないときは [We, Theorem $A$] から主張が言える. $\Theta$

が射影的な $\mathcal{O}G$-格子 $P$ を含めばその根基 Rad$(P)$ も $\Theta$ に含まれ (埋込 Rad$(P)arrow P$ は既

約写像なので), 定理 2から $\Theta$ の tree class は $A_{\infty}$ である. 口

最後に, 射影加群の根基の Auddander-Reiten quiver の中における位置に関する注意をし

ておきたい. モジュラー表現の場合には, 群多元環 $kG$ の wild ブロックに属する射影的直既約
$kG$-加群の根基で, $ZA_{\infty}$ 型の連結成分の端に位置しないようなものの例が存在する [KMU,

Secti on 4].
しかし整数表現の場合には, p-モジュラー系 $(K, O, k)$ が条件 $(\#)$ をみたしていれば,

整群環 $\mathcal{O}G$ の wild ブロックに属する射影的直既約 $\mathcal{O}G$-加群の根基は (Heller格子なので定

理 2から) $ZA_{\infty}$ 型か半無限 tube 型の連結成分の端に位置する. ただし, ?モジュラー系
( $K,$ $O$ ,紛が条件 $(\#)$ をみたしていないときには, $ZA_{\infty}$ 型の連結成分の端に位置しないこと

もある. 例えば $G=C_{p}\cross C_{p}$ ($p$ は奇数) で $\varphi(p)=1$ のとき自明な格子 $O_{G}$ と根基Rad$(OG)$

は同じ連結成分 ( $ZA_{\infty}$型) に属していて, $O_{G}$ は連結成分の端に位置し, Rad$(\mathcal{O}G)$ は端から

2番目の行に位置している. (実はこのとき $0_{c}$ で終わる almost split列の中間項が Rad$(\mathcal{O}G)$

である [$K2,$ $Pro$position 3.6, Remark 2.4].)
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